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Vorwort. 

Während  meine  „Grundzüge  der  Differential-  und  Integralrechnung" 
(Leipzig,  Teubner)  für  reifere  Studenten  geschrieben  sind,  wendet  sich 
das  vorliegende  Werk  an  die  Anfänger.  Es  ist  ein  Lehr-  und  Übungs- 
buch zugleich. 

Man  macht  immer  wieder  die  Erfahrung,  daß  Aufgabensammlungen, 
die  in  einer  trocknen  Zusammenstellung  zahlloser  kleiner  Probleme  be- 
stehen, den  Studierenden  abstoßen.  Ebenso  abstoßend  wirken  Kompen- 
dien, die  nur  aneinander  gereihte  Lehrsätze  mit  Beweisen  bieten. 

Es  gibt  aber  ein  Mittel,  die  Dinge  gerade  dem  jugendlichen  Anfänger 
schmackhafter  zu  machen.  Ich  habe  davon  in  meinen  Vorlesungen  und 
Übungen,  wo  ich  nur  konnte,  Gebrauch  gemacht  und,  wie  ich  fand,  mit 
gutem  Erfolg.  Dieses  Mittel  ist  das  Hineinziehen  historisch-persönlicher 
Momente.  Sie  beleben  das  Interesse  des  Lernenden.  Wenn  ich  den 
Hörern  sage:  „So  hat  Leibniz  die  logarithmische  Kurve  konstruiert, 
so  hat  er  die  rationalen  Funktionen  integriert,  so  wurde  er  durch  den 
französischen  ArztPerrault  auf  die  Aufgabe  der  Tractrix  geführt  usw.", 
dann  wirkt  das  anders,  als  wenn  ich  ihnen  nur  die  Gegenstände  selbst 
ohne  die  persönlichen  Beziehungen  vorführe. 

Mein  Ziel  ist  die  Studierenden  mit  den  großen  Forschern  in  Fühlung 
zu  bringen.  Deshalb  verweise  ich  auch  in  diesem  Buche,  wo  sich  nur 
Gelegenheit  bietet,  auf  die  Arbeiten  der  Klassiker.  Viele  von  ihnen 
sind  durch  die  bekannte,  in  Wilhelm  Engelmanns  Verlag  erschienene 
Ostwaldsche  Sammlung  bequem  zugänglich  geworden. 


IV  Vorwort. 

Die  moderne  Auffassung  der  lufinitesimalmethode  mußte  natürlich 
auch  zu  ihrem  Rechte  kommen.  Auch  ganz  moderne  Stoffe,  wie  z.  B. 
die  linearen  Integralgleichungen  und  die  Fredholmsche  Formel,  habe  ich 
mit  hineingezogen. 

So  hoffe  ich,  daß  mein  Buch  nicht  nur  ein  angenehmer,  sondern 
auch  ein  zuverlässiger  Führer  in  die  Analysis  des  Unendlichen  sein  wird. 


Gerhard  Kowalewski, 
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Erstes  Kapitel. 
Grenzwerte  und  Reihen. 

§  1.     Endliche  arithmetische  und  geometrische  Reihen. 

Wenn  man  zu  einer  Zahl  a  fortgesetzt  dieselbe  Zahl  d  hinzufügt,  so 
ergibt  sich 

(1)  rt,  a  +  d,  a  +  2d,   ■■■ . 

Man  nennt  dies  eine  arithmetische  Reihe  mit  dem  Anfangsglied  a 
und  der  Differenz  d. 

Multipliziert  man  die  Zahl  a  fortgesetzt  mit  demselben  Faktor  q,  so 
findet  man 

(2)  a,  aq,  aq^,  ■•■  . 

Dies  ist  eine  geometrische  Reihe  mit  dem  Anfangsglied  a  und  dem 
■Quotienten  q. 

Auf  der  Schule  kommt  schon  die  Aufgabe  vor,  die  Summe  einer  ?i-glied- 
rigen  arithmetischen  oder  geometrischen  Reihe  zu  bestimmen. 

Wir  wollen  kurz  auseinandersetzen,  wie  diese  Summen  berechnet  werden, 
weil  sie  an  späteren  Stellen  des  Buches  vorkommen. 

Um 

s  =  a  +  {a  +  d} -{ \-{a-+-{n—  l)d]  =na  +  {l-] [- {n  —  l)]d 

zu  finden ,  genügt  es ,  die  Summe  der  7i  —  1  Zahlen 
1 ,  2 ,  •  •  • ,  n  —  1  zu  bestimmen.  Dies  gelingt  sofort, 
wenn  man  sich  der  folgenden  Figur  bedient.  Wir  be- 
nutzen als  Einheit  ein  beliebiges  Quadrat  und  legen 
der  Reihe  nach  1,  2,  ■  ■  • ,  n  —  1  solche  Quadrate  hin, 
so  wie  es  die  schraffierten  Quadrate  der  Figur  zeigen. 
Nehmen  wir  dann  noch  einmal  so  viele  Quadrate, 
so  können  wir  damit  die  unschraffierten  Quadrate  der 
Figur  bedecken  und  behalten  noch  n  —  1  Quadrate  übrig. 
Es  ist  mit  andern  Worten 

2(1 +  2H i-n-l)  =  {n  -  1)2  + 

also 

n  [n  —  1 


Fig.  1. 

1  =  n{7i  —  1), 


1  +  2  + 


und 


s  =  na 

KoTvalewski,  Analysis  des  Unendlichen. 


1  = 


71  [n  —  1) 


d. 
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Bezeichnet  man  das  letzte  Glied  der  Reihe,  also  a-^  [n—  l)d,  mit  b, 
so  läßt  sich  die  obige  Formel  auch  so  schreiben: 

a-\-b 
s==n-  — -  • 

In  Worten:  Die  Summe  einer  arithmetischen  Reihe  bleibt  ungeändert, 
wenn  man  alle  Glieder  durch  das  arithmetische  Mittel  aus  Anfangs-  und  End- 
glied ersetzt.    Das  läßt  sich  auch  direkt  beweisen.     Schreibt  man  untereinander 

s  =  a-\-{a  +  d)-\ h{b  —  d)-^b, 

s  =  b  +  [b  —  d)^ [- [a -+- d) -^  a  , 

so  ergibt  sich 

2  s  =  (a  +  ö)  +  (a  +  6)  H h  : «  +  ^)  +  («  +  ^) , 

also 

a-\-b   .  a-\-b   ,  ci  +  b      a  +  b 


?^-mal 

Um  eine  72-gliedrige  geometrische  Reihe  zu  summieren,  kann  man  es 
machen  wie  Jakob  BernouUi*}.     Man  läßt  in 

S  =  o. -{-  aq -\-  ■  ■  ■  -\-  aq''-^ 

ein  Mal  das  erste,  ein  anderes  Mal  das  letzte  Glied  fort.  Im  ersten  Falle 
ergibt  sich 

S  —  a  =  aq  -{-■■■  -\-  aq"-'^, 
im  zweiten 

S  —  aq''  - 1  =  a  H \-  aq"-'^. 

Es  ist  offenbar: 

(S  —  aq"-^) :  [S  —  a)  =  1  :  q  ^=  a  :  aq 

oder,  wie  Bernoulli  sagt,  das  erste  Glied  der  Reihe  verhält  sich  zum 
zweiten  wie  die  Summe  aller  ohne  das  letzte  zur  Summe  aller  ohne  das  erste. 
Hieraus  folgt 

S  —  a  =^  q[S  —  aq"-^) 
und 

__  aq"  -  a 
q-1 

Bezeichnet  man  das  letzte  Glied  der  Reihe,  also  aq^~^,  mit  ö,  so  läßt  sich 
die  obige  Formel  so  schreiben 

c,       bq  —  a 

"5  =  7^- 

Man  kann  sie  auch  auf  folgende  Art  beweisen.     Schreibt  man  untereinander 

S  =  a-i-aq-\ \- b  , 

Sq=  aq-\-  ■■  ■  -\-b  +  bq, 

so  folgt  durch  Subtraktion 


•=)  Vgl.  Oßtwalds  Klassiker,  Nr.  171,  S.  7. 
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Sq  —  S  =  bq  —  a     und     S 


bq 


Bernoulli  selbst  hat  eine  andere  Formel.  Man  findet  sie,  wenn  man 
das  zweite  Glied  der  Reihe  mit  «j  bezeichnet  und  für  q  den  Wert  «j :  a  ein- 
setzt.    Dann  wird 

6«,  —  «2 


S  = 


«1 


Bernoulli  schreibt  schließlich  noch 

(ö«i  —  ab)  -j-  {ab  — 


— '-  =  b-\-  a  — 


§  2.     Die  BernouUische  Ungleichung. 

öTj,  «2,  «3,  •  •  •  sei  eine  arithmetische  und  öj,  627  ^3?  '  •  •  eine  geometrische 
Reihe.  Die  b  seien  alle  positiv.  Dann  gilt  folgender  Satz  von  Jakob 
Bernoulli. 

Wenn  «^  =  b^  und  «2  =  ^2  i^^^  so  sind  alle  folgenden  a  kleiner 
als  die  entsprechenden  b. 

Wir  können  dies  auch  so  ausdrücken: 
^1?  ^25  ^3>   ■•■   sei  eine  geometrische  Reihe   mit  positiven  Gliedern. 
Bildet    man    eine   arithmetische   Reihe   mit    den   beiden   Anfangs- 
gliedern 61,  &2?    so    sind    ihre   andern  Glieder   kleiner   als    die  ent- 
sprechenden Glieder  der  geometrischen  Reihe. 


Fiff.  2 


Fig.  3 


Die  Fig.  2  und  3  sollen  zur  Veranschaulichung  des  BernouUischen 
Satzes  dienen.  Fig.  2  bezieht  sich  auf  den  Fall  einer  absteigenden,  Fig.  3 
auf  den  einer  aufsteigenden  geometrischen  Reihe. 

Beim  Beweise  seines  Satzes  stützt  sich  Bernoulli  auf  ein  Theorem  aus 
Euklid  (Theor.  25  des  5.  Buches),  das  so  lautet: 

Sind  vier  Größen  proportioniert,  so  sind  die  größte  und  kleinste 
zusammen  größer  als  die  beiden  übrigen  zusammen. 

Hiernach  folgt  aus 


die  Ungleichung 


bi:b2  =  b„,:bn+i         (^  =  2,  3,  4,   •  •  •) 
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denn  b^  und  ö„  +  i  sind   die  kleinste   und   größte   unter  den  vier  Zahlen  ö^, 
b.y,  6„,  b„  +  i. 

Nach  der  obigen  Ungleichung  ist  nun 

bn  +  i.  >bn-\-b.2  —  bi. 
Aus  den  Ungleichungen 

h>b,-i-  (62  -  ^1) 
Ö4  >  Ö3  +  (^2  —  ^) 


bn  +  i>b„+{b^~b,] 
ergibt  sich  aber  durch  Addition 

bn  +  i>b.2  +  {n-l){b2-h). 
Andererseits  ist 

«„  +  1  =  0-2  +  (n  —  1)  («2  —  öl)  =  ^2  +  in  —  1)  (Ö2  —  Öl), 

weil  «1  =  fei,  f^2  =  ^2  sein  soll.     Also  hat  man 

b„  +  i>an  +  i.     {n  =  2,  3,   ■  •  •]• 

Was  das  Euklidische  Theorem  anbetriiJt,    so  ist  sein  Beweis  folgender. 
Wenn 

a:b  =  c:d 

und  a  die   größte   unter   den  vier  positiven  Zahlen  a,  fe,  c,  c/  ist,    so  wird 
offenbar  d  die  kleinste  sein.     Nun  folgt  aber  aus  dieser  Proportion 

a  —  b        c  —  d 


a  c 

und  da  a '^  e  ist,  muß  auch 

a  —  b^  c  —  d 
sein,   d.  h. 

a  +  f/>  ö  +  c. 

Wir  wollen   den  Bernoullischen  Satz  jetzt  noch  auf  eine  andere  Form 
bringen.     Setzen  wir  b^  =  1  und  bo  =  1  -\-  h,  so  wird 

«,i  + 1  =•  1  +  ??/? ,     fe„  + 1  =  (1  +  h)". 

Der   BernouUische   Satz   besagt,    daß   für   ?^  =  2,  3,  4,   •••   die   Un- 
gleichung 

(1  +  h)"  >  1  +  nh 

stattfindet,  und  er  fordert  dabei  nur,  daß  1  +  /?  >>  0  ist. 

Man  kann  ihn  in  dieser  Gestalt  sehr  leicht  durch  einen  Schluß  von  n  —  1 
auf  n  beweisen.     Weiß  mau  bereits,  daß 

(1  +  /^).-i  ^  1  _j_  (,^  _  i)h 
ist,  so  ergibt  sich  durch  Multiplikation  mit  der  positiven  Zahl  1  -{- h 
(1  +  Ä)«  >  {1  +  {n  —  l)h]  (1  +  h]  =  1  +  7ih  +  {71  —  1)Ä2  >  1  +  7ih. 


i 
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Nun  gilt  aber 

(1  +  /?)2  =  1  4_  2/^  +  Ä2  ^  1  +  2h. 

Der  Satz  ist  also  für  n  =  2  richtig,  folglich  auch  für  ?^  =  3  usw. 

Die  Ungleichung  (1  +  /«)"  >•  1  +  nh,  die  unter  der  Bedingung  1  +  /«  >■  0 
für  7^=2,  3,  4,  •••  gilt,  wollen  wir  die  BernouUische  Ungleichung 
nennen. 

§  3.     Unendliche  arithraetisclie  und  geometrische  Beihen. 

«1,  «2?  f'3)   ■■•   sei  eiiie  unendliche  arithmetische  Reihe.     Es  sei  also 

a^,  =  a  -f  [n  —  l)f/, 

und  7^  nehme  alle  positiven  ganzzahligen  Werte  an. 

Wenn  d  ^  0,  die  Reihe  also  aufsteigend  ist,  so  wächst  a,,  bei  zuneh- 
mendem n  über  alle  Grenzen.  D.  h.  es  gibt  keine  Zahl,  die  alle  Glieder 
der  Reihe  übertrifft.  Vielmehr  wird  jede  Zahl  k  von  a^  übertroffen,  sobald 
nur  n  genügend  groß  ist.     Um  zu  bewirken,  daß 

an  >  k 

ist,  braucht  man  nur  die  Ungleichung 

[n—  l]dr:>k  —  a 
oder 

herbeizuführen. 

Ist  6j,  ^2,  h^^  ■■■  eine  aufsteigende  geometrische  Reihe  mit 
lauter  positiven  Gliedern,  so  wächst  ha  bei  zunehmendem  n  über 
alle  Grenzen.  Um  dies  zu  beweisen,  bilden  wir  eine  arithmetische  Reihe 
^1)  ^2)  ^3j  ^4?  -■■■)  ^ie  ™it  denselben  beiden  Gliedern  h^,  b^  beginnt,  wie 
die  betrachtete  geometrische  Reihe.  Da  nun  h'n  bei  zunehmendem  n  über 
alle  Grenzen  wächst,  nach  §  2  aber  h',^  <^  b,i  ist,  so  wächst  auch  ö„  über 
alle  Grenzen. 

Jetzt  sei  b^,  62,  b^,  ■■■  eine  absteigende  geometrische  Reihe  mit  lauter 
positiven  Gliedern.     Dann  ist 

111 

^'    6^'    6^'    ■■■ 

eine  aufsteigende  geometrische  Reihe.  Wenn  also  k  eine  beliebige  positive 
Zahl  ist,  so  wird  l/b,,  bei  zunehmendem  n  größer  als  1//.;,  mithin  ba  kleiner 
als  /.■.  Man  sagt  deshalb,  daß  b^  bei  zunehmendem  71  unter  jede  Grenze 
herabsinkt. 

Jakob  Bernoulli  führt  den  Beweis  in  etwas  anderer  Form.  Er  bildet 
mit  dem  Anfangsglied  k  und  dem  Quotienten  b^/b2  eine  geometrische  Reihe 
k,  Äi,  Ä'2,  •  •  •.  Da  b^  ^  &2  ist,  so  handelt  es  sich  hier  um  eine  aufsteigende 
geometrische  Reihe,  und  man  kann  daher  n  so  wählen,  daß 

kn-.l>b, 

wird.     Nun  haben  die  beiden  geometrischen  Reihen 
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bi,  Ö2j   ••■,  ^n     und    /t„_i,  A-„_2,   ••■,  Ä", 
dieselbe  Gliederzahl  und  denselben  Quotienten.     Daraus  folgt  aber 
öl :  b„  =  kn-i'-  />', 

und  da  /r„_i  >  b^  ist,  so  muß 

A:  >  bn 
sein. 

Bernoulli  formuliert  dieses  Resultat,  daß  i„  unter  jede  Grenze  herab- 
sinkt, in  einer  jetzt  nicht  mehr  üblichen  Weise.  Er  sagt  nämlich,  daß 
in  einer  absteigenden  geometrischen  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  das 
letzte  Glied   gleich  Null  ist.      Da  ferner  nach  seiner  Summenformel  (§  1) 

i  f&   _  b„) 

b,+b,+  ...+b.=b.+      V-^2 

ist.  so  folgert  er,  indem  er  rechts  für  b,,  Null  einsetzt, 

und  hat  damit  ..die  Summe  der  unendlichen  geometi'ischen  Reihe"  bestimmt. 
Wir  drücken  das  heutzutage  alles  anders  aus.  Zunächst  reden  wir  in 
einer  unendlichen  Reihe  wie  61,  bo,  Ö3  •••  nicht  mehr  von  einem  letzten 
Glied,  ebensowenig  wie  wir  in  der  Reihe  1,  2,  3,  ••■•  der  natürlichen 
Zahlen  eine  größte  annehmen.  Wir  sagen  nicht,  daß  Null  der  letzte  Wert 
von  bi,  ist,  sondern  der  Grenzwert  (limes)  von  ö„  bei  zunehmendem  /?,  und 
schreiben 

lim  b„  =  0 
oder  ausführlicher 

lim  ö;,  =  0. 

»1  =  00 

Der  Zusatz  7i  =  00  {n  gleich  Unendlich)  erinnert  etwas  an  die  Bernoullische 
Auffassung.  Für  uns  deutet  er  aber  nur  an,  daß  n  die  Werte  1,  2,  3,  ••• 
durchläuft. 

Es  gibt  noch  einige  andere  Ausdrucksweisen  für  die  Beziehung  lim  b„  =  0, 
die  wir  hier  gleich  erwähnen  wollen.  Man  sagt:  b„  konvergiert  nach  Null, 
6„  hat  die  Tendenz  Null  zu  werden,  b,,  strebt  dem  Grenzwert  Null 
zu,  b„  wird  unendlich  klein  (bei  zunehmendem  n). 

Betreffs  der  Summe  der  unendlichen  geometrischen  Reihe  ist  der  heutige 
Standpunkt  folgender.     Man  schreibt 

Hieraus  ersieht  man,  daß  der  Unterschied  zwischen 
die  geometrische  Reihe 


und     öl  +  Ö2  +  •  ■  •  -i-  bn 


bi-h    ''    b^-b^    ''    h-b^ 
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durchläuft.     Er    strebt    dabei    (wegen  &,  ^  bi  ^  0)  dem  Grenzwert  Null   zu 
konvergiert  nach  Null,  wird  unendlich  klein).     Man  sagt  deshalb,  daß 

öl  +  öo  H h  ö. 

bei  zunehmendem  71  dem  Grenzwert 

bi-b2 
zustrebt  (nach  diesem  Wert  konvergiert),  und  schreibt 


lim  (61+ 62  H ^^"^  =  b  -b 

oder  ausführlicher 

lim  (61  +  62  +  •  •  •  +  bn) 


&i  —  bo 


Schließlich  vereinbart  man,  den  Grenzwert  von  ^i  +  Ö2  +  •  •  •  +  ö,j  die  S  u  m  m  e 
der  unendlichen  Reihe  b^,  b^,  b^,   •••  zu  nennen  und  dafür  das  Symbol 

^+02  +  ^3+   ••• 

ZU  benutzen.  Dann  nimmt  die  letzte  Formel  genau  dieselbe  Gestalt  an,  die 
sie  bei  Bernoulli  hat.  Wir  haben  aber  jetzt  eine  klarere  Vorstellung  von 
ihrer  Bedeutung. 

Von  Jakob  Bernoulli  gibt  es  ein  kleines  lateinisches  Gedicht,  das  uns 
zeigt,  wie  geheimnisvoll  ihm  die  Tatsache  erschien,  daß  unendlich  viele 
Zahlen  eine  endliche  Summe  haben  können.  Es  findet  sich  am  Anfang  seiner 
ersten  Abhandlung  über  unendliche  Reihen  (1689)  und  lautet: 

Ut  non  finitam  seriem  finita  coercet 

Summula,  et  in  nuUo  limite  limes  adest: 
Sic  modico  immensi  vestigia  Numinis  haerent 

Corpore,  et  angusto  limite  limes  abest. 
Cernere  in  immenso  parvum,  die,  quanta  voluptas! 

In  parvo  immensum  cernere,  quanta,  Deum! 

(Wie  ein  endliches  Stimmchen  die  unendliche  Reihe  umschließt,  und  bei 
keiner  Grenze  die  Grenze  da  ist,  so  hängen  im  unscheinbaren  Körper  die 
Spuren  des  unendlichen  Geistes,  und  es  fehlt  in  der  engen  Begrenzung  die 
Grenze.  Im  Unermessenen  zu  erkennen  das  Kleine,  o  sprich,  welch  eine  Lust 
ist  das!    Und  welche,  im  Kleinen  zu  erkennen  den  unendlichen  Gott!) 

Wir  wollen  hier  noch  das  Zenonische  Paradoxon  erwähnen,  das  mit  der 
unendlichen  geometrischen  Reihe  zusammenhängt.  Achilles  sieht  1  Stadion 
vor  sich  eine  Schildkröte.  Er  will  sie  erreichen,  was  ihm  leicht  gelingen 
muß,  da  er  zwölf  mal  schneller  läuft  als  sie.  Der  griechische  Sophist  Zeno 
kann  aber  beweisen,  daß  Achilles  die  Schildkröte  nie  einholt.  Hat  er  näm- 
lich 1  Stadion  durchmessen,  so  ist  die  Schildkröte  um  1/12  Stadion  weiter- 
gelaufen. Hat  er  dieses  Zwölftel  zurückgelegt,  so  hat  die  Schildkröte  immer 
noch  1/1 2^  Stadion  Vorsprung,  und  es  nützt  Achilles  nichts,  auch  dieses  Stück 
zu  durchlaufen;  denn  die  Schildkröte  wird  dann  noch  1/12^  Stadion  von  ihm 
entfernt  sein.  So  geht  es  fort  in  infinitum,  und  es  scheint,  daß  Achilles  die 
Schildkröte  nie  erreicht. 
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Dasselbe  können  wir  bei  den  beiden  Zeigern  einer  Uhr  machen.  Der 
große  Zeiger  holt,  wenn  wir  so  argumentieren  wie  der  griechische  Sophist, 
den  kleinen  Zeiger  nie  ein. 

Das  Paradoxon  beruht  darauf,  daß  eine  endliche  Zahl  durch  eine  unend- 
liche Keihe  dargestellt  wird*).  Die  Wege,  die  Achilles  nacheinander  zurück- 
legt, bilden  die  geometrische  Reihe 

'  12'      \l2/  '      ll2 
Die  Summe  dieser  Reihe  ist  nach  der  Beruoullischen  Formel 


1 

_  12  _  j   1 

-Ä 

11     Si- 

und  das  ist  auch  in  Wirklichkeit  die  Strecke,  die  Achilles  zurücklegt,  bis  er 
die  Schildkröte  einholt.     / 

§  4.     Die  Limesrelation. 

In  §  3  lernten  wir  in  einem  speziellen  Falle  die  Limesrelation  kennen. 
Wir  betrachteten  dort  eine  absteigende  geometrische  Reihe  ^i,  ^2,  &3,  •  •  •  mit 
positiven  Gliedern  und  fanden,  daß  lim  b^  =  0  ist.  Ferner  zeigte  sich,  daß 
der  Unterschied  zwischen  ö,  +  •  •  •  +  b,,  und  ^^^ ;  ^^^  —  ^^j  ebenfalls  nach 
Null  konvergiert,  und  wir  sagten  deshalb,  daß 

lim  {bi-\ h  b,:  =  ,     ^    , 

Oj  —  0*2 

ist. 

Das  Konvergieren  nach  dem  Grenzwert  geschieht  hier,  sowohl  bei  6„  als 
auch  bei  b^  -\-  •  ■  •  -\-  &;,  auf  eine  besondere  Art.  Die  Abweichungen  vom 
Grenzwert  bilden  eine  geometrische  Reihe.  Von  dieser  Besonderheit  wollen 
wir  uns  jetzt  befreien  und  den  Limesbegriff  in  seiner  vollen  Allgemeinheit 
formulieren. 

Es  handelt  sich  bei  dem  Limesbeg];iff  um  eine  bestimmte  Beziehung 
zwischen  einer  imendlichen  Zahlenfolge  u^,  u^,  W3,  •••  und  einer  einzelnen 
Zahl  u,  und  es  kommt  dabei  auf  die  Abweichungen  der  u,i  von  u  an.  Wenn 
wir  eine  Abweichung  fordern,  die  kleiner  als  fc  ist  [e  ^  0),  so  zerfallen  die 
u,i  in  zwei  Klassen,  solche,  die  der  Forderung  gentigen  und  solche,  die  es 
nicht  tun,  die  also  von  u  um  s  oder  um  mehr  als  e  abweichen.  Diese 
letzteren  u„  wollen  wir  die  Abtrünnigen  nennen,  die  andern  Un  aber  die 
Getreuen.     Die  obige  Klasseneinteilung  möge  die  6-Probe  heißen. 

Sobald  sich  bei  irgend  einer  «-Probe  unendlich  viele  Abtrünnige 
zeigen,  werden  wir  nicht  sagen,  daß  lim  u„  =  u  ist.  Wenn  dagegen  bei 
jeder  t -Probe  nur  eine  endliche  Anzahl  Abtrünniger  auftritt,  so  soll 
die  Aussage  lim  w„  =  u  gelten. 

lim  Un  =  u  bedeutet  also,  daß  bei  jeder  £ -Probe  alle  u,,,  mit  einer  end- 


*)  Gerade  diese  Möglichkeit  findet  auch  Jakob  Bernoulli  in  seinem  obigen  Ge- 
dicht 80  geheimnisvoll. 
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liehen  Anzahl  von  Ausnahmen  oder,  wie  ich  zu  sagen  pflege,  fast  alle  Un 
getreu  bleiben*). 

Ein  besonders  einfacher  und  sehr  häufig  vorkommender  Fall  ist  der  einer 
monotonen  Folge  mit  dem  Grenzwert  u.  Die  Folge  tq^  u^^  tc^,  ••• 
heißt  monoton ,  wenn  Wj  ^  U2  ^  u^  ^  ■  •  •  (aufsteigende  Folge)  oder 
«<i  ^  ^2  =  ^3  =  •  •  •  ist  (absteigende  Folge).  Die  beiden  in  §  3  betrachteten 
Beispiele  waren  von  dieser  Art.  &i,  ^2?  ^37  ••  war  eine  absteigende  und 
&i,  öl  +  &2>  ^1  +  ^2  +  ^-^S)  ■  ■  •   ßiiiö  aufsteigende  Folge. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  daß  11x^112^11^^  ■■■  eine  aufsteigende  Folge  und 
lim  U)i  =  u  ist.  Dann  darf  u  von  keinem  Ua  übertrofl'en  werden.  Ist  näm- 
lich Up  >  u,  so  weichen ,  da  Up  ^  Up  +  i  ^  Up  +  2  "^  •  •  • ,  die  sämtlichen 
Glieder  Up,  Up  +  i,  Up  +  2,  •  •  •  von  u  wenigstens  um  Up  —  u  ab.  Machen  wir 
also  mit  £  =  Up  —  u  die  e-Probe,  so  finden  wir  unendlich  viele  Abtrünnige, 
während  doch  lim  m^,  =  ?/  fordert,  daß  bei  jeder  € -Probe  nur  eine  endliche 
Anzahl  Abtrünniger  auftritt. 

Wenn  also  u^  aufsteigend  nach  ti  konvergiert,  so  ist  beständig  Un  ^  u. 
Ebenso  ist,  wenn  Un  absteigend  nach  u  konvergiert,  beständig  Un^u. 

Hat  man  nun  z.  B.  bei  einer  aufsteigenden  Folge  Ui,U2,iis,  ••  eine 
Zahl  u,  die  von  keinem  Un  übertroffen  wird,  so  ist  leicht  zu  sagen,  wann 
lim  Ua  ==  u  ist.  Gibt  es  nämlich  bei  einer  e-Probe  überhaupt  ein  ge- 
treues Uli,  so  sind  auch  alle  folgenden  Ua  getreu,  und  das  sind  fast  alle  u^. 
Es  ist  also  lim  Un  =  u,  wenn  bei  keiner  e-Probe  alle  ^^„  abtrünnig 
werden.  Dies  bedeutet  aber,  daß  ti  —  £  nicht  mehr  wie  u  die  Eigenschaft 
hat,  von  keinem  u„  übertroffen  zu  werden,  und  zwar  gilt  dies  für  jedes 
positive  £.  Daraus  ersieht  man,  daß  u  die  kleinste  Zahl  ist,  die  von 
keinem  u^  übertroffen  wird.  Ebenso  ist  bei  einer  absteigenden  Folge 
mit  dem  Grenzwert  11  dieser  Grenzwert  die  größte  Zahl,  die  die  Eigen- 
schaft hat,  kein  Glied  der  Folge  zu  übertreffen. 

Kehren  wir  zu  den  Beispielen  in  §  3  zurück,  betrachten  wir  also  eine 
absteigende  geometrische  Reihe  öj,  62»  ^31  "' '  ^i*  lauter  positiven  Gliedern,  so 
ist  lim  ba  =  0  in  der  Tat  die  größte  Zahl,  die  die  Eigenschaft  hat,  kein  Glied 
der  Eeihe  zu  übertreffen.  Denn  b^  sinkt  bei  zunehmendem  n  unter  jede  Grenze 
herab.  Ebenso  ist  bei  der  aufsteigenden  Folge  &i,  &i  +  627  ^1  +  ^2  +  ^3>  •  •  • 
lim  (öl  +  •  •  •  +  bu)  =  bi^:  {bi  —  62)  die  kleinste  Zahl,  die  von  keinem  Glied 
der  Folge  tibertroffen  wird.     Denn 

(^1  H h  bn)  == 


61-62       '  '    '  '       '        h-h 

sinkt  bei  zunehmendem  n  unter  jede  Grenze  herab,  so  daß  61  +  •  •  •  +  bn  bei 
zunehmendem  n  schließlich  größer  als  v  wird,  wenn  v  irgend  eine  Zahl  kleiner 
als  61 2;  (^^  _  ^2)  ist. 

Aufsteigende  Folgen,  die  einem  Grenzwert  zustreben,  treten  als  unendliche 
Dezimalbrüche  schon  in  der  Schulmathematik  auf.    Dort  lernt  man  z.  B.,  daß 

1=0,9999  ••••     und     ^^  =  0,3333   ■•■• 
o 

ist.     Dies  bedeutet  aber  nichts  anderes,  als  daß  die  aufsteigende  Folge 


fast  alle  =  alle  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Ausnahmen. 
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0,9;  0,99;  0,999;  •••• 
den  Grenzwert  1,  und  die  Folge 

0,3;     0,33:     0,333;  •■•• 

den  Grenzwert  13  hat,  oder  daß  1   die  Summe  der  geometrischen  Reihe 

9        _9_  9 

lÖ'      lÖÖ'      1000' 

und  1/3  die  Summe  der  geometrischen  Reihe 

3        J^       _3_ 

To'    100'    1000' 

ist.  Ferner  lernt  man  auf  der  Schule,  daß  V2  ein  unendlicher  Dezimalbruch 
ist,  von  dem  man  nach  dem  Radizierungsverfahren  so  viele  Stellen  bestimmen 
kann,  als  man  Avill.  Ebenso  ist  es  mit  der  Zahl  7t,  die  das  Verhältnis  des 
Kreisumfangs  zum  Durchmesser  angibt.  In  allen  diesen  Fällen  handelt  es 
sich  "um  Grenzwerte  aufsteigender  Folgen. 


§  5.     Beschränkte  und  unbeschränkte  monotone  Polgen. 

Ui,  u-2,  ifs,  •••  sei  eine  aufsteigende  Folge.  Es  sind  bei  einer  solchen 
Folge  offenbar  zwei  Möglichkeiten  vorhanden. 

Entweder  wächst  u„  bei  zunehmendem  w  über  alle  Grenzen  oder  es  gibt 
eine  Grenze  G,  über  die  ii,i  nicht  hinauskann.  Im  ersten  Falle  nennt  man 
die  Folge  unbeschränkt,  im  zweiten  Falle  beschränkt.  Eine  aufsteigende 
arithmetische  Reihe  (wie  z.  B.  1,  2,  3,  •  •  •)  und  eine  aufsteigende  geometrische 
Reihe  mit  positiven  Gliedern  (wie  z.  B.  1,  2,  2 2,  2 3,  •  •  •)  bieten  Beispiele  für 
den  ersten  Fall.  Die  in  §  4  erwähnten  unendlichen  Dezimalbrüche  sind 
Beispiele  für  den  zweiten  Fall. 

Wenn  eine  aufsteigende  Folge  nach  einem  Grenzwert  u  konvergiert,  so 
ist  sie  sicher  beschränkt.  Denn  wir  sahen  in  §  4,  daß  u  von  keinem  Glied 
der  Folge  übertreffen  wird. 

Man  kann  nun  umgekehrt  fragen,  ob  j  e  d  e  beschränkte  aufsteigende  Folge 
Wj,  U2,  W3,  •  •  •  einem  Grenzwert  zustrebt.  Wir  werden  sehen,  daß  dies  wirk- 
lich der  Fall  ist. 

Zum  Beweise  benutzen  wir  die  dezimale  Einfächerung  der  Zahlen, 
kommen  die  ganzzahligen  Fächer 


Zuerst 


—  3-- 

_2...     -1... 

0... 

1  . .  .       2  •  •  • 

3-- 

4  ... 

Ein  solches  Fach  umfaßt  alle  Zahlen  x,  die  den  Ungleichungen 

genügen   (/.•  eine  der  Zahlen  0,  ±1,  ±2,  •  ■  ■).      Wir  nennen   dieses   Fach 
das  Fach  k. 
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Jedes  ganzzahlige  Fach  zerfällt  in  zehn  Zehntelfächer,  z.  B.  das  Fach  /.:  in 


^■• 

"+ro- 

'-Ä- 

3 

-.V- 

*4- 

"4- 

^^l'o- 

'-Ä- 

'-fo- 

Das  Zehntelfach 

-fo- 

r                                        r  +  1 
enthält  alle  Zahlen  von  k  -^    .   einschließlich  bis  A'  -j — —  ausschließlich. 

Wir  nennen  dieses  Zehntelfach  k  +  0,  r. 

Jedes  Zehntelfach  zerfällt  in  zehn  Hnndertelfächer.     Das  Himdertelfach 


*'  +  10  + 100  ■ ' 

^-lo  +  loo  ""'"" 

«ßuchbis/,+;Q+^+; 

umfaßt  alle  Zahlen  von   k 

ausschließlich.     Dieses  Hundertelfach  nennen  wir  k  +  0,  rs. 

Jedes  Hundertelfach  zerfällt  in  zehn  Tausendtelfächer  usf. 

Mit  diesem  Fächerwerk  operieren  wir  jetzt. 

A;  sei  das  höchste  ganzzahlige  Fach,  in  welchem  ein  Uu  vorkommt, 
A;  +  0,  «1  das  höchste  Zehntelfach,  /.•  +  0,  «i  «2  <ias  höchste  Hundertelfach, 
worin  ein  11,^  zu  finden  ist  usw.  Daß  die  Nummern  der  Fächer  wirklich  diese 
Form  haben  müssen,  ist  klar.  Wenn  nämlich  in  einem  Fach  ein  «^^  liegt, 
so  liegt  auch  in  Avenigstens  einem  Zehntel  dieses  Faches  ein  Un.  Wenn  aber 
ein  Fach  kein  u^  enthält,  so  können  auch  seine  Zehntel  keins  enthalten. 

Betrachten  wir  nun  die  Zahl  w,  die  durch  den  unendlichen  Dezimalbruch 

k  +  0,  «1  «2  «3  •  •  • 

dargestellt  wird,  so  ist  leicht  zu  erkennen,  daß  lim  ti,,,  =  u  ist.     Aus  unserer 
Betrachtung  geht  nämlich  hervor,  daß  es  in  dem  Fach 

k  -\-0^  tti  «2  •  ■  •  (t'H  ^ 

aber  nicht  in  den  folgenden  10"-telfächern  ein  Un  gibt. 

Liegt  aber  Uy  in  dem  Fach  A -f- 0,  «1^2  •••««,  so  liegen  auch  m,.+  i, 
Uv  +  2,  ■••   alle  in  diesem  Fach;  denn  sie  können  wegen 

Uy  ^  U,+  i^  Uy  +  2^  ■  ■  ■ 

in  keinem  niedrigeren  10"-telfach  enthalten  sein,  aber  auch  in  keinem  höheren, 
weil   dort  überhaupt  kein   u^  vorkommt.     Es  liegen  daher  fast   alle  m„  in 
dem  Fach  A  +  0 ,  «i  «2  ■  * "  ^n- 
Nun  weichen  aber 


^-  +  0,  «1  «2  ••■«/*     und     A-  +  0 ,  «1  «2  •  •  •  «-(  + 


1 
"10^ 


0,  a,  «off. 
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höchsten3  um  — —  ab,  mithin  auch  fast  alle  m«.  Da  (vgl.  §  3)  bei  genügend 
großem  n 

^<^ 

ist  (£  >»  0),  so  weichen  fast  alle  Un  von  u  ^=  k-\-  0,  a^a-ia^  •  •  •  um  weniger 
als  «  ab,  und  das  gilt,  wie  man  auch  das  positive  £  wählen  mag.  Bei  jeder 
£-Probe  bleiben  also  fast  alle  Un  dem  u  getreu.    Das  bedeutet  aber  gerade,  daß 

lim  Un.  =  u 
ist. 

Genau  entsprechend  läßt  sich  beweisen,  daß  jede  beschränkte  absteigende 
Folge  einem  Grenzwert  zustrebt.  Da  muß  man  aber  das  unterste  ganz- 
zahlige Fach  nehmen,  das  ein  u^  enthält,  ebenso  das  unterste  Zehntelfach  usw. 

§  6.     Konvergente  und  divergente  Reihen  mit  positiven  Gliedern. 

Im  Falle  der  unendlichen  geometrischen  Reihe  (§  3)  haben  wir  bereits 
gesagt,  was  man  unter  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe  versteht.  Liegt 
die  unendliche  Reihe  Mj  ,  v^,  u^,   •  •  •  vor,  so  kann  es  sein,  daß 

.S„  =  Mj  +  ^/2  +  •  •  •  +  '^n 

(man  nennt  diese  Summe  die  n-te  Partialsumme  der  Reihe)  bei  zunehmen- 
dem n  einem  Grenzwert  s  zustrebt.  Wenn  dies  der  Fall  ist,  so  heißt  5  die 
Summe  der  Reihe,  und  man  schreibt 

s  =;  Mj  4-  ^^2  +  W;.  +  •  •  • 

Unendliche  Reihen,  bei  denen  eine  Summe  existiert,  nennt  man  konvergent, 
die  andern  divergent. 

Wenn  alle  Glieder  der  Reihe  positiv  sind,  so  bilden  die  Partialsummen 
*i  5  ^2  7  *3  5  •  •  •  eine  aufsteigende  Folge.  Aus  §  5  wissen  wir  aber,  daß  eine 
solche  Folge  dann  und  nur  dann  einem  Grenzwert  zustrebt,  wenn  sie  be- 
schränkt ist. 

Hieraus  ergibt  sich  folgender  Satz: 

Eine  unendliche  Reihe  mit  positiven  Gliedern  ist  dann  und  nur 
dann  konvergent,  wenn  alle  ihre  Partialsummen  unterhalb  einer 
endlichen  Grenze  liegen. 

Bemerkt  man  bei  einer  Reihe,  daß  sich  beliebig  große  Partialsummen  bilden 
lassen,  so  ist  das  ein  Zeichen  der  Divergenz. 

Zwei  Reihen  mit  positiven  Gliedern  seien  so  beschaffen,  daß  jedes  Glied 
der  ersten  kleiner  als  das  entsprechende  Glied  der  zweiten  ist.  Dann  pflegt 
man  die  zweite  Reihe  eine  Majorante  der  ersten  zu  nennen.  Ein  einfaches 
und  sehr  häufig  benutztes  Mittel,  um  über  die  Konvergenz  einer  Reihe  mit 
positiven  Gliedern  zu  entscheiden,  besteht  darin,  daß  man  versucht,  eine  kon- 
vergente Majorante  herzustellen.  Die  Partialsummen  der  Reihe  sind  kleiner 
als  die  entsprechenden  Partialsummen  der  Majorante.  Konvergiert  die  Majo- 
rante, so  sind  ihre  Partialsummen  alle  kleiner  als  eine  passend  gewählte  Zahl  G. 
Um  so  mehr  sind  also  die  Partialsummen  der  betrachteten  Reihe  kleiner  als  G. 
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Findet  man,  daß  eine  gegebene  Reihe  eine  Majorante  für  eine  divergente 
Reihe  mit  positiven  Gliedern  ist,  so  kann  man  schließen,  daß  die  gegebene 
Reihe  ebenfalls  divergent  ist. 

Eine  Reihe,  die  zuerst  Jakob  BernouUi  betrachtet  hat,  und  mit  der  sich, 
wie  wir  später  sehen  werden,  Euler  beschäftigt  hat,  nämlich*) 

12  +  22  "*"  32  "* 

möge  als  Beispiel  für  die  Majorantenmethode  dienen.    Die  Glieder  dieser  Reihe 
sind  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe 

'  +  A+0+-- 

Da 

1  11 


11  [n—\)       n  —  1       n 
ist,  so  kann  man  die  letzte  Reihe  auch  so  schreiben 


nme  lautet 


Ihre  w-te  Partialsumme  lautet 


und  hat  den  Grenzwert  2.     Es  ist  somit 

Wir  haben    also   für   die  Reihe    t^  +  "^  +  :^  +  "  "  *    ^ine    konvergente 

Majorante   gefunden,  und   damit  ist    die  Konvergenz   dieser  Reihe   gesichert. 
Ihre  Summe  zu   finden,  ist   erst  Euler   gelungen.     Jakob  Bernoulli   hatte 
sich  vergeblich  darum  bemüht. 
Für  die  Reihen 


1 

13" 

+  ^  + 

1 

+  ••• 

1 

+  ^-^ 

1 

H 

ist 

-  +  -  +  - 

12  ^02  ^32 

+ 

eine    konvergente   Majc 

also  ebenfalls 
Wie  steht 

konvergent. 
es  nun  mit 

de 

•  Reihe 

1 
T 

-1  + 

1 

+  ••• 

Diese   Reihen    sind 


*.  Eigentlich  sollte  man  erst  dann  «H-eto  +  ^sH schreiben,  wenn  man  schon 

weiß,  daß  die  Reihe  konvergiert.  Es  ist  aber  allgemein  üblich,  dies  auch  sonst  zu  tun. 
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Man  nennt  diese  Reihe  die  harmonische.  Johcann  BernouUi  war  der 
erste,  der  ihre  Divergenz  erkannte.  Seinen  Beweis  können  wir  aber  hier 
noch  nicht  bringen,  da  uns  noch  Sätze  über  das  Rechnen  mit  konvergenten 
Reihen  fehlen,  auf  die  er  sich  stützt.  Jakob  BernouUi  hat  einen  anderen 
Beweis  geliefert,  der  elementarer  ist.  Er  benutzt  dabei  seine  in  §  2  mit- 
geteilte Bemerkung  über  arithmetische  und  geometrische  Reihen  mit  zwei 
gemeinsamen  Anfangsgliedern  und  außerdem  noch  den  Satz  (vgl.  §  3),  daß 
in  einer  absteigenden  geometrischen  Reihe  (mit  positiven  Gliedern)  das  all- 
gemeine Glied  den  Grenzwert  Null  hat. 

Jakob   BernouUi    bildet    von    zwei    aufeinanderfolgenden    Gliedern    — 

1  ^ 

und  der  harmonischen  Reihe  ausgehend  die  geometrische  Reihe 


_!    iL    i! 

a  '     a  '     a 


[^  =  ^^ 


Er  weiß  dann,  daß  die  Glieder  der  arithmetischen  Reihe 

ö,     a  +  1,     a  +  2,   •  ■  • 
kleiner  sind  als  die  entsprechenden  Glieder  der  geometrischen  Reihe 

a       a 

die   dasselbe   erste  und   dasselbe   zweite  Glied  j —  =  rt-f-l|  hat  wie  jene. 
Daraus  folgt,  daß  \^  / 

111 


a  '  a  +  r  a-1-2' 
bezüglich  größer  sind  als 

^  iL  i!  ... 

a''    a''    a'' 

Setzt  man  diese  geometrische  Reihe  bis  zu  dem  Gliede  h  fort,  so  ist  ihre  I 
Summe  gleich 

^"^^       a  +  l       ,  .    .    1 


ha  =  \  -\ ha. 


1  —  q  a  a 

Weil  nun  g"  :  a  bei  zunehmendem  n  unter  jede  Grenze  herabsinkt,  kann  ■ 
man  erreichen,  daß  h  <'  —z  ist.     Dann  wird  aber 

1+— —  i«>  1 

a 

und  die  entsprechende  Partialsumme  der  Reihe  — ,  ,   >   •  •  ■    ist 

erst  recht  größer  als  1.  ^^     a  +  1     a  +  2 

Jetzt   ist  es  leicht,    die  Divergenz   der  harmonischen  Reihe  zu  beweisen. 
Wir  wissen  nämlich   nach    dem   eben   erhaltenen   Resultat,    daß   man   durch 
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Addition  genügend   vieler   aufeinanderfolgender  Glieder   stets  mehr  als  1  er- 
halten kann,  gleichviel  von  welchem  Gliede  der  Reihe  man  ausgeht. 
Man  kann  also  zunächst  n^  so  wählen,  daß 


T-^l+- 

+i>' 

wird,  darauf  ??2  so,  daß 

1,1, 

1     ^    - 1 

n,+  l    '   7i,  +  2 

'    «,  +  «2"^' 

darauf  7?^  so,  daß 

1              ,              1 

1              ,                  1 

n^^n2  +  l       11^-^712  +  2 

'              '    »1  +  «2  +  «3 

>1 

wird,  usw.  p  solcher  Stücke  bilden  eine  Partialsumme,  die  größer  als  p  ist. 
Es  gibt  also  in  der  harmonischen  Reihe  beliebig  große  Partialsummen,  und 
damit  ist  ihre  Divergenz  bewiesen. 

Mit  der  Divergenz  der  harmonischen  Reihe  hängt  ein  berühmter  Satz  der 
Zahlentheorie  zusammen,  den  schon  Euklid  bewiesen  hat,  nämlich  der  Satz, 
daß  es  unendlich  viele  Primzahlen  gibt.  Diesen  Zusammenhang  hat 
Euler  bemerkt. 

Gäbe  es  nur  k  Primzahlen 

PU    P2:     ■■•,    VU, 

so  ließe  sich  jede  der  Zahlen  1,  2,  3,   ••  • ,  7^  in  der  Form 

pI'  pI'  ■  ■  ■  p? 

schreiben.  Die  a  sind  Zahlen  aus  der  Reihe  0,  1,  2,  •••.  Bezeichnet  man 
mit  a  den  größten  unter  den  7ik  Exponenten  a,  so  ist  klar,  daß  in  dem 
ausgerechneten  Produkt 


die  Glieder 


PV 

/      1      1  1  \ 


11  1 

T'  Y' 


71 


vorkommen   und   eventuell  noch   andere.     Daraus    folgt,    daß  jenes   Produkt 
nicht  kleiner  ist  als 

T  +  I+     ■  +  I- 
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Nach   der  Summenformel   für   die   endliche  geometrische  Reihe  sind  aber 
die  Faktoren  des  Produktes  kleiner  als 


pl         Pl 

Pk 

1 

P2 
p,-l 

1  — 

Es  folgt  also 

Jl_^_1_4_  ,     1    ^      Pi  P2  _PJl 

^  -h  2   -1-        ^  ,^  -^ _^^  _  1    ^.^  _  1        p^—1 

Weil  dies  für  ?^  =  1 ,  2 ,  3 ,  •  •  •  gilt,  würde  daraus  die  Konvergenz  der 
harmonischen  Reihe  folgen.  Da  wir  nun  wissen,  daß  diese  Reihe  divergent 
ist,  so  muß  die  Annahme,  daß  es  nur  /.•  Primzahlen  gibt,  falsch  sein.  Dies 
ist  der  Eulersche  Beweis  des  Euklidischen  Primzahlensatzes. 


§  7.     Die  Zahl  e. 

Jakob  Bernoulli  hat  einmal  folgende  Frage  aufgeworfen: 
I         „Quaeritur,  si  Creditor  aliquis  pecuniae  summam  foenori  exponat,  ea  lege, 
ut   singulis  momentis   pars  proportionalis   usurae   annuae    sorti   annumeretur; 
quantum  ipsi  finito  anno  debeatur?" 

(Es  wird  gefragt,  wenn  ein  Gläubiger  eine  Geldsumme  auf  Zinsen  aus- 
leiht unter  der  Bedingung,  daß  in  den  einzelnen  Augenblicken  ein  propor- 
tionaler Teil  des  Jahreszinses  mit  zu  dem  Kapital  gerechnet  wird,  wie  viel 
ihm  dann  am  Ende  des  Jahres  geschuldet  wird.) 

Man  nennt  dieses  Problem  das  Problem  der  kontinuierlichen  oder  stetigen 
Verzinsung. 

Wir  wollen  hier  einen  Spezialfall  behandeln,  der  dem  Zinsfuß  100%  ent- 
spricht. 100  Ji,  diesen  Fall  fingieren  wir,  sollen  in  einem  Jahre  100  Ji 
Zinsen  bringen.      1  ,//  wird  also  in  einem  Jahre  1  .//  Zinsen  bringen. 

Zunächst  nehmen  wir  an,  daß  am  Schlüsse  jedes  w-tel  Jahres  der  ?^-te  Teil 

der  Jahreszinsen,    also  —  Jl,  zum  Kapital  geschlagen  und  mitverzinst  wird. 

''  1  /  1  \ 

1  Jf,  wächst  dann  in  einem  n-ie\  Jahr  zu  1  -j Jl  an  und  k  Ji  zu  /.'  1 1  H 1  Ji. 

n  \  n) 

Das  Kapital  multipliziert  sich  also  in  jedem  ?^-tel  Jahr  mit  dem  Faktor  \ -\ 

1     ^^ 
Haben   wir   1  Ji  ausgeliehen,    so   multipliziert   sie    sich   in    1  =  ?^  •  —  Jahr 

1  *'' 

?i-mal  mit  1  -! ,  d.  h.  sie  wächst  in  1  Jahr  zu 

JI  an.  Wir  nähern  uns  dem  BernouUischen  Fall  der  stetigen  Verzinsung, 
wenn  wir  n  unbegrenzt  zunehmen  lassen,  und  was  Bernoulli  sucht,  ist 
nichts  anderes  als 


I 


i™(i  +  i)' 
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Diesen  Grenzwert  kann  man  als  die  Summe  betrachten,  zu  der  1  Ji  in 
einem  Jahre  anwächst,  wenn  der  Jahreszins  100%  beträgt,  und  „in  den 
einzelnen  Augenblicken  ein  proportionaler  Teil  des  Jahreszinses  mit  zu  dem 
Kapital  gerechnet  wird". 

Man  übersieht  sofort,  daß  ( 1  +    - 1   bei  zunehmendem  n  wächst.     Denn 


(-» 


je  ö^ter  die  Zinsen  zum  Kapital  geschlagen  werden,    desto  mehr  wird  es  im 
Laufe  eines  Jahres  anwachsen. 


(-!)■  (^-ir- (-t)' 


ist  also  eine  aufsteigende  Folge.     Daß  sie  beschränkt  ist,    erkennt  man 

sofort,  wenn  man   (l-j 1    mittelst    der    Binomialformel    ausrechnet.     Man 

findet  dann  nämlich 


.( 


1  \"  n      1     .   nin  —  l)      1  1 


..  + L_/i_lWi_A\.../i_^-^\  ♦) 

\  -2  ■■n\         n)\         n]        \  n     r 


woraus  hervorgeht 

Nun  ist  aber 


<i+4-+^-^+ 


1     '1-2'  '    1-2    -n 

1  •  2  •  3  ^  22' 

l <1 

1  •  2  ■  3  -4  ^  25' 

^ <_i_ 


also 


Die  Summenformel  der  geometrischen  Reihe  zeigt,  daß 


*)  Ersetzt  man  hier  n  durch  n  +  1,  so  vergrößern  sich  die  w  —  1  letzten  Glieder 
und   es   tritt   noch  ein  weiteres  positives  Glied  hinzu.     Daraus  ergibt  sich,    daß 

(l  H 1     bei  wachsendem  7i  zunimmt,  was  wir  bereits  wissen. 
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i  +  Y+--+^.,< — r 


2 

ist.     Es  ergibt  sich  somit 


2 


Da,  wie  wir  aus  §  5  wissen,  jede  beschränkte  aufsteigende  Folge  einem 
Grenzwert  zustrebt,  so  ist  die  Existenz  von 


lim 


(-!)■ 


gesichert.  Man  bezeichnet  diesen  Grenzwert  allgemein  mit  e.  Ein 
bequemes  Mittel,  um  e  beliebig  genau  zu  berechnen,  werden  wir  später  kennen 
lernen. 

§  8.     Die  einfachsten  Sätze  des  Limeskalküls. 

Will  man  Grenzwerte  berechnen,  so  muß  man  einige  Bemerkungen  und 
Sätze  kennen,   die  wir  hier  entwickeln  wollen. 

1.  Wenn  alle  Glieder  der  Folge  ii^j  u-i,  ?/3,  ■•■  gleich  u  sind,  ist  auch 
lim  11, i  =  u. 

Bei  jeder  £-Probe  bleiben  alle  w^,  getreu,    da  sie  mit  u  zusammenfallen. 

2.  ri,  1-2,  ^3,  ••■  entstehe  aus  u^,  u^^  W3,  •••  durch  Unterdrückung  ge- 
wisser Un^  sei  also  eine  Teilfolge  von  Wj,  W2?  ^^3»  " ' "  •  Ist  dann  lim  u^  =  w, 
so  ist  auch  lim  r»  =  ?**). 

Bei  jeder  £-Probe  bleiben   fast   alle   w„   getreu,    also  auch   fast  alle  Vn- 

3.  t'i,  1-2,  v'g,  •••  entstehe  aus  ?,^i,  u^^  u^,  •••  durch  Hinzufügung 
einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern.  Ist  dann  lim  w«  =  m,  so  ist  auch 
lim  Vn  =  u. 

Beweis  wie  in  Nr.  2.  Weshalb  dürfen  nicht  unendlich  viele  beliebige 
Glieder  hinzugefügt  werden?  Fügt  man  nur  solche  Glieder  hinzu,  die  schon 
in  der  Folge  stehen,  so  dürfen  es  auch  unendlich  viele  sein. 

4.  Vi ,  r^  >  ^"3  7  ■  ■  entstehe  aus  u^ ,  1(2,  u^,  •  •  durch  Umordnung  der 
Glieder.     Ist  dann  lim  u^  =  m,  so  ist  auch  lim  r,<  =  u. 

Beweis  wie  in  Nr.  2  und  3. 

5.  Wenn  lim  u^  =  u  und  lim  f„  =  u  ist,  so  konvergiert  auch  die  Folge 
u^,  rj,  u^ji  ^25  ^'3?  ^"3?  ■■■5  deren  Glieder  abwechselnd  aus  ^/l,  ii-i,  M3,  ••• 
und  rj,   rj,   «s,   •    •   entnommen  sind,  nach  dem  Grenzwert  u. 

Bei  jeder  t-Probe  bleiben  sowohl  fast  alle  u^  als  auch  fast  alle  r„  dem 
u  getreu.  Das  bedeutet  aber,  daß  fast  alle  Glieder  der  Folge  z^i,  ri,  ii^-,  v^, 
z/3,  r3,  . .  .  getreu  bleiben. 

6.  Wenn 

lim  u,,  =  lim  iv„  =  u 

ist,  und  v„  beständig  zwischen  u,,  und  ic, 

lim  v„  =  \ 


*)  Am  besten  formuliert  man  diesen  Satz  so:  Konvergiert  eine  Folge  nach 
so  konvergieren  auch  alle  ihre  Teilfolgen  nach  k. 
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Da  fast  alle  u„  und  fast  alle  tv»,  zwischen  u  —  e  und  u  +  £  liegen,  so 
liegen  auch  fast  alle  r„  zwischen  diesen  Grenzen,  und  das  gilt,  wie  auch  die 
positive  Zahl  £  gewählt  wird.     Es  ist  also  in  der  Tat  lim  r„  =  u. 

7.  Grenzwert  einer  Summe.  Der  Grenzwert  einer  Summe  ist  gleich 
der  Summe  der  Grenzwerte,  d.  h.  aus 

lim  u,t.  =  u ,     lim  v^  =  v 
folgt 

lim  {U;t  +  r,,)  =  u-\-  r. 

£  sei   eine  beliebige  positive  Zahl.     Macht  man  bei  ti  die  -^  -Probe,  so 

£ 

bleiben  fast  alle  Un  getreu.     Macht  man  bei  v  die  —--Probe,  so  bleiben  fast 

^      e  £ 

alle  Tn  getreu.     D.  h.  fast  alle  Un  liegen  zwischen  u —  und  u  +  -^,  fast 

£  £  2  2 

alle  v,i  zwischen  v —  und  v  -i-  —•     Daraus  folgt,  daß  fast  alle  Un  +  v,^ 

2  2 

zwischen  u-{-  v  —  £  und  u-\-  v  -^~  e  liegen.  Wenn  man  also  bei  u-\-  v 
die  £-Probe  macht,  so  erweisen  sich  fast  alle  u^  -\-  i\,  als  getreu.  Dies  be- 
deutet aber,  daß 

lim  [Un  +  v,i)  =  u-\-  V 
ist  oder 

lim  {Un  +  Vn)  =  lim  Uh  +  1™  'Vn  . 

Der  Satz  überträgt  sich  sofort  auf  mehr  als  zwei  Summanden. 

8.  Grenzwert  eines  Produkts.  Der  Grenzwert  eines  Produkts  ist 
gleich  dem  Produkt  der  Grenzwerte,  d.  h.  aus 

lim  Un  =  u,     lim  v„  =  v 
folgt 

lim  {UnV,i)  =  UV. 

Wir  wollen  den  absoluten  Betrag  einer  Zahl  x  immer  mit  \x\  be- 
zeichnen. \x\  ist  also  gleich  x,  wenn  a;  ^  0,  gleich  —  x,  wenn  x  <^0,  und 
gleich  0,  wenn  x  =  0  ist.     Man  verifiziert  leicht,  daß  die  Ungleichung 

\x  +  y\^  \x\  +  \ij\ 

gilt*),  d.  h.  daß  der  absolute  Betrag  einer  Summe  nie  größer  ist  als 
die  Summe  der  absoluten  Beträge.  Der  Satz  läßt  sich  sofort  auf  eine 
beliebige  endliche  Anzahl  von  Summanden  ausdehnen. 

Die  Differenz  uv  —  Un'Vn-,  um  die  es  sich  für  uns  handelt,  läßt  sich  nun 
in  folgender  Weise  schreiben: 

U  V  —  UnVa  =  ^<  V  —  [U  +  (M,t  —  U)]  [V  +  [Vn  —  v)} 
=  {U  —  Uu)  V  -\~  {V  —  V,,)  U  —  [U  —  Un)  [v  —  Vn). 

Demnach  ist 

\UV  —  UnVn\  <^  j?;j  \U  —  Un\  +  [^i  \v  —  Vn\  +  \u  —  Un\  \v  —  t'„|- 

*)  Wenn  x,  y  nicht  verschiedene  Vorzeichen  haben,  so  ist  \x-\-y\  =  Ia;|  +  !«/|. 
Haben  sie  aber  verschiedene  Vorzeichen,  so  ist  im  Falle  |a;|  ^  \y\  offenbar  \x+y\  <  \x\, 

im  Falle  1^/1  ^  [a;|  aber  \x-\-y\<i'y\- 

2* 
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Wir  wollen  unter  t'  eine  positive  Zahl  verstehen,  die  kleiner  als  1  ist.    Dann 
ist  für  fast  alle  Werte  des  Index  n 

weil  eben  wegen  lim  u„  =  u,  lim  ?;„  =  v  bei  der  «'-Probe  fast  alle  Un  dem  u 
und  fast  alle  v,,  dem  v  getreu  bleiben. 

Beachtet  man,    daß  €'^<^£'  ist,    so   ergibt  sich,    daß  fast  alle  M„r,(  der 
Ungleichung 

luv  —  UnVn\  <  e' {\u\  +  !i;|  +  l) 
Genüge  leisten. 

Wenn  man  uns  eine  positive  Zahl  £  vorlegt,  so  können  wir  immer 


1  +  ,^1  +  M 

annehmen,  und  fast  alle  UnVn  werden  dann  von  uv  um  weniger  als  €  ab- 
weichen, weil  eben  «' (^  +  |i;|  +  1)  ■<  £  ist.  Bei  jeder  £-Probe  bleiben 
also  fast  alle  m„v„  dem  uv  getreu.     Dies  bedeutet  aber,  daß 

lim  [UnVn)  =  UV 

ist  oder 

lim  [UaVn]  =  (lim  u„)  (lim  v„). 

Der  Satz  überträgt  sich  sofort  auf  mehr  als  zwei  Faktoren. 

Haben  alle  v„  denselben  Wert  c,  so  ist  vgl.  Nr.  1)  auch  lim  Vn  =  c,  und 
wir  erhalten  den  Satz,  daß  aus  lim  u,^  =  u 

lim  [cUn)  =  cu 
folgt.     Daher  ist  (vgl.  Nr.  7) 

lim  {Vn  —  u,>)  =  lim  v^,  —  lim  u„  ■ 

9.  Grenzwert  eines  Quotienten.  Der  Grenzwert  eines  Quotienten  ist 
gleich  dem  Quotienten  der  Grenzwerte  (falls  der  Divisorgrenzwert  nicht 
gleich  Null  ist),  d.  h.  aus 

lim  u,i  =  u,     lim  Vn  =  i"  ^  0 
folgt 

lim(^)  =  ^. 
\  vj        V 

Zum  Beweis  beachte  man,  daß 

U         Uli  UVn  —  V  U„    U  {Va  —  V)  —V  {Un  —  u) 

V  V,i  VVn  t'^-{-v[rn —  v) 

1  positive  Za 
fast  alle  Ua  die  Ungleichung 

\Un  —  ^1  <C  *''> 

fast  alle  v,i  die  Ungleichung 


ist,  und  wähle  eine  positive  Zahl  e',  die  kleiner  als  -—  \v\  ist.     Dann  erfüllen 
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so  daß  für  fast  alle  Werte  des  Index  n 

2  2 

und 

\^_uA        2{\u\  +  \v\)b' 

I  V         Vn  I  ^  v^ 

ist.  ,    . 

Legt  man  uns  ein  positives  s  vor,  so  können  wir  immer 

'  <  27M+7!) 
annehmen  und  sind  dann  sicher,  daß  fast  alle  u„ :  Vn  von  u  :  v  um  weniger 
als  £  abweichen.     Bei  jeder  £-Probe  bleiben  also  fast  alle  M;,  :  ?'„  dem  u:v 
getreu,  d.  h.  es  ist 

lim(^)  =  ^ 

\Vnf  V 

oder 

Un\        lim  Un 


lim  ,       ,        ,. 

vj        hm  Vn 

10.  Grenzwert  des  absoluten  Betrages.  Der  Grenzwert  des  ab- 
soluten Betrages  ist  gleich  dem  absoluten  Betrag  des  Grenzwertes,  d.  h.  aus 

lim  Ua  =  u 
folgt 

lim  ;M,t|  =  1^1 . 

Wir  stützen  uns  hier  auf  die  Ungleichung 

\^  —  y\^  \A  —  \y\ • 

Sie  besagt,  daß  der  Betrag  einer  Differenz  nie  kleiner  ist  als  die  Differenz 
der  Beträge,  und  ergibt  sich  sofort  aus  der  uns  bekannten  Ungleichung  für 
den  Betrag  einer  Summe.     In  der  Tat  ist 

x  =  [x  —  y)  +  ij, 
also 

\x\  ^\x-y\  +  \y\,  d.  h.  \x-y\^  \x\  -  \y\ . 

Da  \x  —  y\  =  ^y  —  x\,  so  hat  man  zugleich 

\x  -  y\  ^  \y\  -\x\, 

so  daß  auch 

\x  —  y\^\\x\~\y\\ 
ist. 

Nach  dieser  Ungleichung  hat  man  nun 

\U  —  Un\  ^  IM  —  ^»11- 

Wenn  also 

\U  —Un\   <C  £ 

ist,  so  ist  gleichzeitig 

\\u\-\Un\\<e. 
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Es  bleiben  aber  wegen  lim  u,^  =  u  bei  jeder  £- Probe  fast  alle  u^  dem 
u  getreu,  folglich  auch  fast  alle  \u,i\  dem  \u\.     Dies  bedeutet  aber,  daß 

lim  \Un\  =  \u\ 
ist  oder 

lim  \u,i\  =  |lim  u„\ . 

Aus  lim  \Un\  =  0  folgt  lim  u„  =  0.  Im  Falle  \u\  >>  0  darf  man  aus 
lim  \u,i\  =  \u\  nur  dann  auf  lim  u,i  =  u  schließen,  wenn  fast  alle  Ua  das 
Zeichen  von  u  haben. 

11.  Aus  Un  ^  0  folgt  lim  m„  ^  0,  d.  h.  wenn  tij,  ^  0  und  u  =  lim  u,^ 
ist,  so  ist  auch  u  ^  0. 

Wäre  it  <^0,  dann  könnten  wir  e  so  klein  wählen,  daß  alle  Zahlen 
zwischen  u  —  e  und  u  -{-  e  ebenfalls  negativ  sind.  Nun  liegen  aber  wegen 
lim  Un  =  u  fast  alle  Un  zwischen  u  —  £ ,  u  -{-  e,  während  doch  u^  ^  0  ist. 

Wenn  lim  tin  ==  u  und  lim  ?'„=  ^'  und  beständig  u^  ^  Vn  ist,  so  ist 
auch  u  ^  V.  Da  nämlich  iCn  —  Vn  ^  0  ist,  muß  auch  lim  {u,i  —  v„)  =; 
u  —  V  ^  0   sein. 

Es  gentigt  übrigens,  wenn  die  Ungleichung  zi^  ^  v^  für  fast  alle  Werte 
des  Index  n  gilt.     (Vgl.  Nr.  3.) 

§  9.     Nochmals  die  Zahl  e. 

In  §  7  lernten  wir  die  Zahl  e  kennen.  Sie  ergab  sich  uns  als  Grenzwert 
der  aufsteigenden  Folge 

Jetzt  werden  wir  eine  absteigende  Folge  mit  dem  Grenzwert  e  kennen 
lernen,  zugleich  aber  auch  einen  neuen  Beweis  dafür,  daß  die  Folge  mit  dem 

allgemeinen  Glied  |l-j j    aufsteigend  ist.     Wir  sind  überhaupt  in  diesem 

Paragraphen  ganz  unabhängig  von  §  7. 

Wir  stützen  uns  auf  die  Bernoullische  Ungleichung  (vgl.  §  2) 

(!  +  /?)">  l  +  7^/^, 

die  unter  den  Bedingungen  l-{-  h^O  und  ??.  =  2,  3,  4,   •■  •   gültig  ist. 
Setzen  wir  in  dieser  Ungleichung 


"  =  .^ 


so  liefert  sie 


Nun  ist  aber 


Wir  haben  also 


h^r>^-  " 


n^—  1 


->-  =  - 
1  ^  n^         n 


>+.;^r>^-i 
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oder 


(^.2-1)» 
d.  h. 


iT^)">  m 


oder 

1  \"  +  ' 


Hieraus  ersehen  wir,  daß  die  Folge 


(^-ir-  {^-\i  {^^\i 


absteigend  ist.     Sie  ist  außerdem  beschränkt,  weil  alle  ihre  Glieder  größer 
als  Null  sind.     Nach  §  5  existiert  also 

1  \"  +  ^ 
liniil  H • 

Setzen  wir  in  der  Bernoullischen  Ungleichung 

1 


nP- 


so  erhalten  wir 


oder 


oder  endlich 


(-i4 


n 


d.  h. 


(7i2  —  1)"      n—1 
n^"  n 


m">iT^r' 


i+^r>(i+  ' 


n]         \         n  —  1 
Daraus  ersehen  wir,  daß  die  Folge 

aufsteigend  ist.     Die  Ungleichungen 

K¥)"<(i +  ¥)""<''  +  '''  =  ' 

zeigen,  daß  sie  beschränkt  ist.     Beides  wissen  wir  aus  §  7. 

Daß  diese  Folge   einem  Grenzwert   zustrebt,   können  wir  aber  jetzt  auch 
so  beweisen.     Es  ist 


lim 


Kl-)-^- 
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weil  fast  alle  —  kleiner  als  e  sind   (e  eine  beliebige  positive  Zahl).     Ferner 
können  wir  schreiben: 


n 


und  daraus  folgt  nach  Nr.  9  in  § 


/         1  \"  /         1  \"  +  i 

|1  H 1  und  11  -| 1  konvergieren  also  beide  nach  demselben  Grenz- 
wert e,  und  zwar  \\ -\ j  aufsteigend,  (l  H j  absteigend.  Dem- 
nach ist  (vgl.  §  5) 

Wir  können  hiemach  e  mit  vorgeschriebener  Genauigkeit  berechnen.    Die 
beiden  einschließenden  Zahlen  weichen  voneinander  um 

ab  oder,  da  (vgl.  §  7) 

ist,  um  weniger  als  3  :  n.  Jede  stellt  also  e  mit  einem  Fehler  dar,  der  kleiner 
als  3  :  n  ist. 

Dieser  Weg,  e  zu  berechnen,  ist  aber  noch  zu  unbequem.     Es  gibt  einen 
andern  bequemeren.     In  §  7  hatten  wir  die  Formel 


r+si 

=i+j+- 

L-2 

+— 

1- 

2- 

3 

-+ 

Hieraus 

entnehmen 

wir, 

daß 

(^  + 

i) 

'<1 

+ 

1 
1 

+ 

1 
1-2 

l)(l_^ 

n]\       n 


n]\       n]     \  n    i 


1-2 


1-2-n 


ist.     Ferner  sehen  wir,  daß  für  n  >>  k 


(^+^r 
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1'       1-2      '  '  1-2  ■  ■■  k 

ist.     Nach  Nr.  11  in  §  8  folgt  also 

._J^  /.         1\        /.        k—V 

1     .  ?i    , 


l  ?M        l  ?^     / 


d.  h. 

'^'  +  \  +  ^2  +  -+r^k- 

Diese  Ungleichung  gilt  für  A:  =  1,  2,  3,  •  ■  • .    Es  ist  daher  für  n  =  1^2,  3, 


nj                   1     '1-2  l-2---7i  — 

1  +  - — |-  - — -  +  •  ■  •  -j-  .; — liegt  also  zwischen  zwei  Grenzen,  die  beide 

1  1  •  <s  i.  •  a  •  •  •  IZ 

nach  e  konvergieren.    Daraus  ergibt  sich  (vgl.  Nr.  6  in  §  8) 
.     /  1  1  1 

i    oder  nach  der  üblichen  Schreibweise  (vgl.  S.  12) 

''='  +  T  +  r2  +  i:¥:3+  ••■ 

Wie  genau  erhält  man  e,  wenn  man  von  der  unendlichen  Reihe  nur  die 
p  ersten  Glieder  summiert? 

Wir  müssen  hierbei  benutzen,  daß  aus 

s  =  u^  +  U2  +  ^^3  H 

folgt 

Beide  Seiten  sind  nämlich  der  Grenzwert  von 

[u^  +  W2  H h  u„)  —  (i<i  +  ^2  + \-iip)  =  Up  +  x+  ■■■  +u„ 

bei  zunehmendem  n. 


In  unserm  Falle  ist  also,  wenn  wir 

■"^l-2--.(p-l) 


^=^  +  T  +  r2  +  --+1.2..1-l)  +  ^^' 


setzen, 

1.1.1 


^'     ^!-^(p+l)!"^(^  +  2)! 


Wenn  s  =  2<i  +  «2  +  •  •  • ,  so  ist  es  =  cmj  +  cm2  + 
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+ 


ist*),  so  folgt 


{p-l)\  p-1 

Bleibt  man  also  bei  dem  j?-ten  Gliede  stehen,  so  ist  der  Rest  kleiner  als 
der  (^  — l)-te  Teil  dieses  Gliedes. 
e  liegt  also  zwischen 

11  .1 


""^1!"^2! 
und 

-r  ■ 

'   ip-iy- 

1-4-   ^  +  ^  +---4- 

1          1          1 

^  1!^2!  ^       ^ 

ip- 

-1)!       (p-l)\  1 

Im  Falle  p  =  11  gestaltet  sich 

die 

Rechnung  so: 

0,166  666  66  <- 

1 
3! 

-  <  0,16666667 

0,041  666  66  < 

1 

--^  0  04.1  666  67 

4! 

0,008  333  33  < - 

1 
5! 

-<  0,008  333  34 

0,00138888  < - 

1 

<^  0  001  388  89 

6! 

0,00019841  < 

1 
~7T 

-<  0,000198  42 

0,00002480  <  - 

1 

<^  0  OOOOPzLSI 

8! 

0,000002  75  <- 

1 
9! 

-  <  0,000002  76 

0,000000  27  <  - 

1 
10! 

-<  0,00000028 

0,21828176 

0,218  28184 

] 

1 

Ö"!T 

e 

^<  0,00000003 

2,71828176  < 

0,218  28187 
<  2,71828187. 

Bis  auf  6  Dezimalen  ist  also  e  gleich 

2,718  281. 

*j  Hier  kommt  Nr.  11  aus  §  8  in  Betracht. 
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§  10.     Der  Grenzwert  von  a". 
a  sei  eine  positive  Zahl.     Wir  wollen  die  Folge 
1,  a,  «2^  dZ^  ... 
betrachten. 

Im  Falle  a  =  1  sind  alle  Glieder  der  Folge  gleich  1,  mithin  auch 

lim  a"  =  1. 

Im  Falle  «  <^  1  ist,  wie  bereits  Jakob  Bernoulli  bewiesen  hat  (vgl.  §  3), 

lim  a"-  =  0. 

Daraus  geht  hervor,   daß  a''  im  Falle  a  ^  1  über  alle  Grenzen  wächst. 
Setzt  man  nämlich  a  =  1  :  Z>,  so  wird 

a»  ==  1  :  b" 

und  b"  sinkt  unter  jede  Grenze  herab.  Folglich  nimmt  a"  über  alle  Grenzen 
zu,  oder  es  wird,  wie  man  kurz  zu  sagen  pflegt,  unendlich. 

Wir  wollen  hier  den  Fall  a  <^1  auf  einem  andren  Wege  erledigen.  Dann 
ist  nach  dem  oben  Gesagten  auch  der  Fall  a  ^  1  erledigt.  In  §  3  machten 
wir  es  gerade  umgekehrt.  Wir  führten  dort  den  Fall  a  <^1  auf  den  Fall 
a  ^  1  zurück. 

Im  Falle  a<^l  ist  1,  a,  a^^  ci^^  ■■■  eine  absteigende  Folge.  Da  ihre 
Glieder  alle  positiv  sind,  so  ist  diese  Folge  beschränkt.  Daraus  folgt  nach 
§  5  die  Existenz  von  lim  a".     Nun  beachte  man,  daß 

lim  a"  ~  1  =  lim  a" 

ist.     Die   beiden  Folgen   — ,   1,  a,  a^^  •••    und    1,  a,  «2^  ...    unterscheiden 

sich  nur  um  ein  Glied,  und  wir  wissen  (§  8,  Nr.  3),  daß  der  Grenzwert 
erhalten  bleibt,  wenn  man  die  Folge  um  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern 
erweitert. 

Nach  Nr.  8  in  §  8  ist  aber 

lim  a"  =  lim  [a  ■  a''-'^)  =  a  lim  a"  -  \ 

Demnach  gilt  die  Gleichung 

lim  a"  =  a  lim  a" 
oder 

(1  —  a)  lim  a"  =  0. 

Da  a  <^  1  ist.  kann  der  erste  Faktor  der  linken  Seite  nicht  verschwinden. 
Daher  muß 

lim  a"  =  0 
sein. 

Der  Leser  berechne  nach  derselben  Methode  den  Grenzwert  von  —. ,  wobei 


c  eine  beliebige  positive  Zahl  ist. 
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§  11.     Das  arithmetisch-geometrische  Mittel. 

a  und  b  seien  zwei  positive  Zahlen.  Die  halbe  Summe  beider,  also 
-^[a-+-b)  nennt  man  das  arithmetische  Mittel  zwischen  a  und  b,  die 
Quadratwurzel  aus  dem  Produkt,  also  Vcib  das  geometrische  Mittel. 

Offenbar  bilden 

a,  1  (a  +  ö),  b 
eine  arithmetische  und 

a,  Vab,  b 
eine  geometrische  Reihe. 

Wenn  man  mit  den  Aufangsgliedern  a,  V ab  eine  dreigliedrige  arith- 
metische Reihe  bildet 

a,  Vab,  2Vab  —  a, 
so  ist  nach  dem  Bernoullisehen  Satze  in  §  2 
ö>  2Yäb  —  a, 

Vab<'^. 


d.h. 


Das  geometrische  Mittel  ist  also  kleiner  als  das  arithmetische. 
Im  Falle   a  ==  b,    den   wir   aber   hier   ausschließen,    fallen  beide  zusammen. 
Man  kann  die  hier  gefundene  Ungleichung  auch  so  beweisen: 


also 


{a  -\-  &)2  —  Aab  =  (a  —  &)2  >  0, 
ab<{^^)\unihmVarb<"^ 


Wir  wollen  zu  dieser  Ungleichung  noch  eine  Figur  zeichnen.  Dabei  machen 
wii-  die  Annahme  a  <^b.     In  Fig.  4  sei 

OÄ  =  a,   OB  =  b, 
der  Winkel   0  CB  ist  ein  rechter,  also 

0  c  =  y^ . 

Um    das    geometrische    Mittel    zu    finden, 

müssen  wir  0A[=  OC  machen.     Das  arith- 

Fig-  4  metische  Mittel   OBx  geht  bis  zum  Mittelpunkt 

der  Strecke  AB. 

Der  Satz  besagt,    daß    man  von  A  nach  B  gehend  zuerst  Ai ,   dann  B^ 

trifft. 

Wenden  wir  auf  A^B^  dieselbe  Konstruktion  an  wie  soeben  auf  AB,  so 
finden  wir  zwei  neue  Punkte  A,  B2.  Auf  J^2^2  können  wir  wieder  unsere 
Konstruktion  anwenden  usw. 

Analytisch  bedeutet  das  folgenden  Prozeß: 
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a-\-h 


Man  sieht,  daß 


ö'ij  ^2j  ^hj  ■■'  ß^^®  aufsteigende, 
b,  öj,  52?  ^3)  ••■   ^i°6  absteigende 
Folge  ist.     Beide  liegen  zwischen  a  und  ö,  sind  also  beschränkt. 

Wir  können  hier  also  den  Existenzsatz  aus  §  5  anwenden  und  schließen, 
daß  die  beiden  Grenzwerte 

lim  a,,  =  a,  lim  bn  =  ß 
existieren. 

Man  kann  schon  aus  der  Figur  erraten,  daß  a  =^  ß  sein  wird.    Will  man 
dies  beweisen,  so  bedient  man  sich  der  Formel 

aus  der  sofort  folgt 

,              lim  ün  +  lim  b^ 
hm  6„  +  i= » 


oder 


ß='l±^,     also    a  =  /i. 


Man  könnte  auch  die  Relation 

ö»  +  l  =  (t'nbn 

benutzen  und  aus  ihr  schließen 

lim  afj+i  =  (lim  a„  +  i)-  =  lim  a„  lim  ö„, 
d.  h. 

o;2=  aß . 

Da  a  die  sämtlichen  a„  übertrifft  (vgl.  §  5),  so  ist  es  positiv,  und  daher 
folgt  aus  dieser  Gleichung  wieder  a  =  ß. 

Gauß  nennt  den  gemeinsamen  Wert  von  lim  a„  und  lim  ö„  das  arith- 
metisch-geometrische Mittel  zwischen  a  und  b.  Wir  wollen  dieses 
Mittel  mit  g{a,b)  bezeichnen.  Da  uns  bekannt  ist,  daß  g[a,b)  immer 
zwischen  a,,  und  6„  liegt,  läßt  sich  g  {a,  b)  leicht  mit  vorgeschriebener  Ge- 
nauigkeit berechnen.  a„  und  bn  rücken  bei  zunehmendem  n  sehr  rasch  an- 
einander.    Man  hat  nämlich 

&«+,-  «.+1  =  {-(««+  K  -  2y^;Ä)= y(i/&^  -  y^n)^ 

also  

bn+i—Cln  +  l   ^     1_  VK  —  Van  ^  J^ 

bn-an       "   2  yi'.^yä,,        2  ■ 
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Daraus  folgt 


§  12,  Das  arithmetiscli-harmoniselie  und  das  geometrisch-harmonische j 

Mittel. 

Man  sagt,  daß  «i,  a^y  %?  *  ■ '   eine  harmonische  ßeihe  bilden,  wenn  die| 
reziproken  Werte 

öi" '    «2  '    «3  ' 

eine    arithmetische  Reihe   liefern*).     So  bilden  z.  B.  1,  |,  J-,  •••   eine  har- 
monische Reihe,  weil  die  rezi- 
^3    proken   Werte    1 ,   2 ,    3 , 

eine   arithmetische  Reihe  dar- 
stellen. 
r  -  Die  Punkte  in  Fig.  5  seien! 

so  konstruiert,  daß  AAi  durch! 
A[   und  ^3,  AA-i   durch  A-A 
Fjo-.  5.  und  J.4,  allgemein  AAn.  durch! 

An-i   und  A,i  +  i    harmonisch! 
geteilt  wird.     Dann  bilden,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 

AA„    AA,,    AA„  ... 

eine  harmonische  Reihe  in  dem  soeben  definierten  Sinne. 
In  der  Tat  ist 

An-iAn  AAn  —  AA„_i  AA,, 


AAn 

-1 

AAn-X                          AAn-X 

Da  nun 

AnA 
AAn 

H  + 
+  1 

^  _AAn^X—  AAn  _^            AAn 
AAn  +  l                                  AAn+l 

An-lAn            AnAn  +  i 

ist,  so  folgt 
oder 

AAn-l               AAn  +  i 

AAn              ^            ^              AAn 
AAn-l                ~~                AAn  +  l 

1111 

AAn-^          AAn           AAn          AAn+l 

*)  Die  Saitenlängen,  die  dem  harmonischen  Dreiklang  c,  e,  g  entsprechen,  ver- 
halten sich  wie  1 :  f :  | .     Ihre  reziproken  Werte  wie  4:0:6-    Diese  Saitenlängenl 
bilden  also  eine  harmonische  Reihe  in  dem  oben  angegebenen  Sinne.     Dies  ist  der! 
Ursprung  jener  Benennung. 

Der  Würfel  hat  6  Flächen,  8  Ecken  und  12  Kanten.    Diese  Zahlen  bilden  ancli 
eine  harmonische  Reihe.    Deshalb  galt  der  Würfel  bei  den  Pythagoreern  als 
heimnisvolles  Symbol  der  harmonischen  Beziehung. 
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Die  Reihe 


1 


1 


1 


liernach  eine  arithmetische,  AÄ^^  AA^^  ÄA,, 


also  eine  harmonische. 


Liegt,  wie  in  Fig.  5  A^  zwischen  A  und  A^,  so  bilden  OA^^ ,  OA^^  OA^, 
eine  aufsteigende   harmonische 
Reihe. 

Liegen  AA^A-i  so  wie  in  Fig.  6, 
so  gibt  es  eine  absteigende  har- 
monische Reihe. 

Wenn  a^  c^  h  eine  arithmetische 
oder  geometrische  Reihe  bilden,  so 
heißt,  wie  wir  wissen,  c  das  arith- 
metische bezw.  das  geometrische 
Mittel  zwischen  a  und  h.  Ist  a,  c,  b 
eine  harmonische  Reihe,  so  soll 
c    das    harmonische   Mittel    zwischen    a  und    b 

Falle  - 


Da    in    diesem 


— ,  -,-  eine  arithmetische  Reihe  bilden,  so  ist 


=  i(i+ 


oder 


2ab 


a-{-b 

Wie  liegt  das  harmonische  Mittel  zum  arithmetischen  und  geometrischen? 
c,  b  denken  wir  u 
Man  beachte,  daß 

2  ab        a-\-b 


a,  c,  b  denken  wir  uns  als  positiv. 


4ab  —  [a  +  by^ 


2{a 


by 


<0 


ist.     Dann  erkennt  man 
metische  ist. 

Ebenso  ersieht  man  aus 


2{a-Yb)  2[a-\-b) 

daß  das  harmonische  Mittel  kleiner   als  das   arith- 


2ab 


yab  = 


2\aVb—a 


i?y,r6  =  ^(^ 


■Yb 


fV^b 


<0, 


a-\-b       '  ~"  a  +  ö  ' --     -  a-\-b 

daß  das  harmonische  Mittel  kleiner  als  das  geometrische  ist.  Daraus  folgt 
übrigens  sofort,  daß  es  auch  kleiner  als  das  arithmetische  ist,  weil  dieses 
nach  §  11  das  geometrische  Mittel  übertrifft. 

Man  hat  also  folgende  Beziehung  zwischen  den  drei  hier  betrachteten  Mitteln : 

Harm.  M.  <^  Geom.  M.  <;  Arithm.  M. 

Für  die  beiden  Zahlen  1  und  4  ist  z.  B.  das 

härm.  M.     =  1| , 

geom.  M.    =  2   , 

arithm.  M.  =  2^  . 
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Es  sei  nun  a  <^  ö,  und  man  bilde  der  Reihe  nach  folgende  Zahlenpaare: 
2ah  ,         a-\-h 

0, 


^        «+6'       ^  2      ' 

2  «1  bi       ,         «1  +  bi 

Jedesmal  soll  also  a„  +  i  das  harmonische  und  &«  +  i  das  arithmetische  Mittel 
zwischen  a„  und  ö,,  sein,  so  daß  die  Ungleichungen 

a.  <ö.  +  i  <bn'+i<b„ 
gelten. 

a,  n^i ,  «2)  ■•■  ist  demnach  eine  aufsteigende,  ö,  &i,  ^2,  •••  eine  ab- 
steigende Folge.  Beide  liegen  zwischen  a  und  ö,  sind  also  beschränkt,  und 
wir  können  nach  §  5  sicher  sein,  daß 

lim  a,i ,     lim  b,t 
existieren.     Aus 

folgt  dann 

,.     ,              ,.     ,          lim«;, +  lim6„ 
hm  0,1  +  1  =  hm  b,^  = , 

also 

lim  a„  =  lim  i>„ . 

Diesen  gemeinsamen  Grenzwert  von  a„  und  b,i  kann  man  das  arithmetisch- 
harmonische Mittel  zwischen  a  und  b  nennen. 

c„  und  b„,  rücken  bei  zunehmendem  ?i  sehr  rasch  aneinander.  Es  ist  nämlich 

,        _  _  a„  -f  bn  2a„bn    _  {b„  —  ünY 

""-'       "'"■*■'""         2  a,.  +  bn~2{a,,  +  bn)' 

Daraus  ersieht  man,  daß 

bn  +  1  —  ün  +  i 1     b,,  —  a„          1 

bn  —  «„      ~  ~2    bn  +  a„  ^  Y 
ist,  also 

z  ^  b—  a 

bn  —  a„  <  -^^  . 

Bildet  man  von  a,  b  ausgehend  immer  das  geometrische  und  das  harmo- 
nische Mittel,  bildet  man  mit  andern  Worten  die  Zahlenpaare 
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so  ist  wieder  lirna'j  =  limö'i,  und  man  kann  diesen  gemeinsamen  Grenzwert 
als  das  geometrisch-harmonische  Mittel  zwischen  a  und  b  bezeichnen. 
Auch  hier  rücken  f/'j  und  b'n  bei  zunehmendem  n  sehr  rasch  zusammen.  Es 
ist  nämlich 

&Ui  -  «Ui  =  ya'M.  -  ^^+7;;  <-^ ar-h^<T(^"  -  ^"^' 

also 

h'n  —  an  <  ^;^  • 

Im  Anschluß  hieran  stellen  wir  dem  Leser  folgende  Aufgabe. 
Er  überzeuge  sich  zunächst,  daß 

\/  a^  +  h'^ 
zwischen  a  und  h  liegt.     Zweitens  bemerke  er,  daß 


]/^ 


±^>y^^ 


ist.     Darauf  bilde  er  folgende  Reihe  von  Zahlenpaaren 


2 


i^±bi^ 
2~ 


und  zeige,  daß  lima„,  lim  i„  beide  existieren  und  gleich  sind. 


§  13.     Eine  Grenzwertaufgabe  von  Wallis. 

John  Wallis  (1616—1703),  dessen  „Arithmetica  infinitorum"  (1655) 
eine  mächtige  Anregung  auf  Newton  ausübte,  hat  in  dem  genannten  Buch 
n.  a.  folgende  Aufgabe  behandelt. 

Es  soll  der  Grenzwert  von 

V'-{-2i'  -\-   ■  ■  ■  -{-nP 


7lP  +  ^ 

bei  zunehmendem  n  bestimmt  werden,    p  ist  eine  positive  ganze  Zahl. 

Man  kann  diese  Aufgabe  am  bequemsten  mittelst  der  figurierten  Zahlen 

lösen.  Diese  Zahlen  entstehen  auf  folgende  Weise.   Man  geht  aus  von  der  Reihe 

1,     2,     3,     4,  ... 

und  bildet  die  sukzessiven  Partialsummen 

1,     1  +  2  =  3,     1  +  2  +  3  =  6,     1  +  2  +  3  +  4  =  10,... 
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Mit  der  so  erhaltenen  Reihe 

1,     3,     6,     10,  .  .  . 

macht  man  dasselbe,  d.  h.  man  bildet  die  sukzessiven  Partialsummen 

1,     1  +  3  =  4,     1  _^  3  _^  6  ^  10,     1  +  3  +  6  +  10  =  20,   .  . 

Auf  die  Reihe 

1,     4,     10,     20,  .  . . 

wendet  man  dasselbe  Verfahren  an. 

1,2,3,4,...  sind  die  figurierten  Zahlen  1.  Ordnung,   1,  3,  6,  10, 
die  figurierten  Zahlen  2.  Ordnung  usw. 

Die  7i-te  figurierte  Zahl  2.  Ordnung  ist 

1  +  2+   •  •  •   +'«  ^    ^    ' 


1.2 


Die  n-te  figurierte  Zahl  3.  Ordnung  lautet: 


^t/(r+l)(i/  +  2)       yj{v—l)r'{v-i-l)_n{7iA-l){n-^2) 
^  1     5>    3  ^ 


1.2.3  ^  1.2.3 

Für  die  w-te  figurierte  Zahl  4.  Ordnung  findet  man 


1.2.3 


-^  1.2.3  -^ 


1.2.3.4 


((^  +  3)-(v-lj) 


^  ^y(^+l)(y  +  2)(r+3)  _  ^ (a/_i),;(^+i)(,<+2) 

iri         1.2.3.4  ^' 


1.2.3.4 


n[n-^  l)(«  +  2)(«  +  3; 
1.2.3.4 


Hiernach  ist  zu  erwarten,  daß  die  n-te  figurierte  Zahl  jj-ter  Ordnung 

n[n  +  1)  (?^  +  2)  ...  [n -Y  V  —  1) 
1.2.3  ..  .^ 

lauten  wird.     Um  es  zu  beweisen ,  kann  man  den  Schluß  von  _p  auf  _/:>  +  1 
anwenden 

Die  figurierten  Zahlen  hängen,  wie  man  sieht,  aufs  engste  zusammen  mit 
den  Binomialkoeffizienten.     In  dem  dreieckigen  Schema 

1 


,   1, 

1, 

1, 

1,     ... 

1, 

2, 

3, 

4,     .  .  . 

1, 

3, 

6,     ... 

1, 

4,     ... 
1,     ... 
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stehen  in  der  ersten  Zeile  lauter  Einsen,  in  der  zweiten  Zeile  stehen  die 
figurierten  Zahlen  1.  Ordnung,  in  der  dritten  die  figurierten  Zahlen  2.  Ord- 
nung usf.  Schreibt  man  die  figurierten  Zahlen  in  dieser  Weise  auf,  so  sind 
die  Zahlen,  die  in  der  {n  -{-  l)-teii  Spalte  des  Schemas  stehen,  gerade  die 
Koeffizienten  in  der  Entwickelung  von  («  +  &)".     Z.  B.  sind 

1,     2,     1 

die  Koeffizienten  in  {a -\- b)'^  =  a"^  ~\- 2ab -\- b^.  Man  nennt  das  obige 
Schema  das  Pascalsche  arithmetische  Dreieck. 

Bezeichnen  wii-  die  n-te  figurierte  Zahl  p-ter  Ordnung  mit  fp{7i),  so  ist 

f^  [n]  =  n  =  Cji  n 

.  ,  ,        n{n-\-  1)  hl  -'-  2)  .  o  , 

/s  (n)  =  -^ ^p^-^3 =  C31  7^  +  C32?*2  +  C33  7•^3 


Die   c   sind   gewisse   Rationalzahlen   und   c^,   C22,   C33,  ...    sind   gleich   — r, 


1        1 


1! 


— r- ,    ^ ,    . .  . ,    also  jedenfalls    nicht  null.     Man    kann    deshalb   die   obigen 
Gleichungen  nach  n,  «-,  n^,  ..  .  auflösen  und  findet*): 

n'  =  C,,f, [n]  +  C32/'2N  +  C,,f,[n) , 


Allgemein  ist 

nP  =  C,Ji[n)  +  C,^Mn)  H h  Cppfp{n). 

Da  nun  die  Relation 

bestellt  (nach  dem  Bildungsgesetz  der  figurierten  Zahlen),  so  ist 

oder,  wenn  man  für  die  f  ihre  Ausdrücke  einsetzt  und  zugleich  bedenkt,  daß 
ist, 


*)  Cn,  C22,  C33,  •••  haben  die  Werte  1!,  2!,  3! 
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Die  Werte  der  y  interessieren  uns  nicht.    Es  genügt  für  uns,  aus  der  letzter 
Formel  zu  entnehmen 


i?  +  i 


_l_  hl 


nP 


um  daraus  zu   schließen: 


lim 


IP  +  2/'  H [-nP 


Das  ist  das  Resultat  von 
Setzen  wir 

IP  -i-2P  -\- 


Wall 


1 

J+1 


riP 


so  konvertiert 


7tP  +  ^  p  - 

nach  Null.     Wenn  man 

IP  -\-2P  -\- [-71P  ^ 


+-s> 


nP  +  ^ 


schreibt, 

IP  -{-2P  + 


nP  +  ^ 


oder  auch 


macht  man  einen  Fehler,  der  nach  Division  durch 

p+1 

+  nP  dem   Grenzwert  Null  zustrebt.     Man  kann  also  sagen, 

nP  +  ^ 
daß  der  relative  Fehler,  mit  dem —^  die  Summe  1p  -{-  2"  -{-  ■  ■  ■  nP  dar- 


Für  sehr  große  Werte 


von  n  ist  also   dieser 


\ 


stellt,  nach  Null  konvergiert, 
relative  Fehler  sehr  klein. 

Wir  wollen  hier  gleich  eine  Anwendung  des  Wallisschen  Satzes  machen. 

Die  Kurve  y  =  xp  {p  =  2,  3,  4,  •  •  •) 
pflegt  man  eine  Parabel  p-ter  Ord- 
nung zu  nennen,  x,  y  sind  rechtwink- 
lige cartesische  Koordinaten.  Fig.  7 
zeigt  diese  Kurve  für  den  Fall  jp  =  2*). 
Die  Kurve  y  =  xp  geht  durch  den 
Anfangspunkt  0  und  durch  den  Punkt 
E,  dessen  Koordinaten  beide  gleich  1 
sind.  Wir  wollen  das  Flächenstück 
betrachten,  das  durch  den  Kurven- 
bogen OjE",  durch  die  .r- Achse  und 
durch  die  Ordinate  ^^des  Punktes  E  begrenzt  wird.  Diese  Aufgabe  ist  schon 
lange  vor  der  Erfindung  der  Infinitesimalrechnung  gelöst  worden.  Für  den 
Fall  p  =  2  läßt  sich  die  Lösung  aus  der  Berechnung  eines  Parabelsegments 
entnehmen,  die  schon  Archimedes  ausgeführt  hat**). 

Wir  teilen  EÄ  in  ?^  gleiche  Teile  und  errichten  in  den  Teilpunkten  Lote. 
Diese  zerlegen  das  zu  berechnende  Flächenstück  in  Streifen.  Ein  solcher 
Streifen  ist  z.  B.  P  Q  Q' F .  Ziehen  wir  durch  P'  und  Q'  Parallelen  zur 
a;- Achse,  so  entstehen  die  beiden  Rechtecke  QP'  und  PQ'.  Der  betrachtete 
Streifen  ist  offenbar  in  dem  größeren  Rechteck  enthalten,  während  das  kleinere 


p    a    A 


Fig.  7. 


*)  Im  Falle  />  =  2  haben  wir  eine  gewöhnliche  Parabel. 

*)  Vgl.  auch  Heiberg-Zeuthen:  Eine  neue  Schrift  des  Archimedes. 
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Eechteck  in  ihm  entlialten  ist.     Daraus  entneliinen  wir,    daß   der  Inhalt  des 
Streifens  zwischen  den  beiden  Rechtecksinhalten  liegt.    Der  Inhalt  von  OAE, 
den   wir  berechnen   wollen^   liegt  also   zwischen   der 
Summe   aller  Rechtecke    QP'   und   der   Summe  aller 
Rechtecke  PQ'  (vgl.  Fig.  8).  j. 

Das  Rechteck  PQ'  hat  offenbar,  wenn  OP  =  — 
ist,  den  Inhalt 


m'^ 


1  //j+  ly 
n 


Fig.  8. 


denn  PQ  ist   gleich  l\n  und   QQ'  gleich  I  —  —  1  , 

da   es   zu  der  Abszisse   0  Q  =^  [k  ■-[- 1) :  n  gehört.     Das  Rechteck   QP'  hat 
dagegen  den  Inhalt 


n  \nl 
alt  S  g 


Für  den  gesuchten  Flächeninhalt  S  gelten  also  die  Ungleichungen 


Ausführlich  geschrieben  lauten  sie 


IP 


2P 


nP 


nP- 


<S< 


IP  +  2P  + 


nP 


nP- 


S  ist  auf  diese  Weise  zwischen  zwei  Zahlen  eingeschlossen,  die  beide  nach 


konvertieren. 


Es  ist  nämlich 

1/'   4-  2P  + 


P 


lim  —  =  0  und  lim 
Daher  ist  (vgl.  Nr.  6  in 


nP- 


j9+l 


i>  -1-  1  ' 

Die   Kurve  y  =  xp  teilt  also    das    Quadrat    OE  hn 
I    Verhältnis  1  :  p,  d.  h.  der  Teil  OAE  verhält  sich  zu 
dem  anderen  wie  1  '.p. 

Wenn  man  jede  Ordinate  der  Kurve  mit  einem 
konstanten  Faktor  versieht,  so  verwandelt  sich  die 
Kurve  OE  in  OE'  (Fig.  9),  und  diese  Kurve,  deren 
Gleichung  y  :=  cxP  lautet,  hat  die  Eigenschaft,  das 
Rechteck  OE'  im  Verhältnis  1  :p  zu  teilen.  Der 
Leser  ersieht  das  sofort  daraus,  daß  die  inneren  und  Fig.  9. 

äußeren  Rechtecke  bei  OE'  sich  von  den  entsprechenden 

bei  0^  um  den  Faktor  c  unterscheiden.  Die  Höhen  haben  sich  nämlich 
alle  mit  diesem  Faktor  multipliziert.  Außerdem  braucht  nur  noch  benutzt 
zu  werden,  daß  lim  {cu„)  =  c  lim  u^  ist. 
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Wenn  man  die  Längeneinheit  anders  wälilt,  so  ist  der  Erfolg  der,  daß  in 
der  Gleichung  y  =  cxp  der  Faktor  c  einen  anderen  Wert  c'  annimmt.  Wendet 
man  auf  die  Kurve  ij  =  c'  x^'  das  bisherige  Resultat  an,  so  erkennt  man,  daß 
y  =  cx^'  die  Eigenschaft  hat,  das  Rechteck  aus  Abszisse  und  Ordinate 
immer  im  Verhältnis  l:p  zu  teilen. 

§  14.    Berechnung  von  p  positiven  Zahlen  aus  ihren  Potenzsummen. 
Wir  nehmen  an,  daß  von  den  ])  positiven  Zahlen 

X\  ,    3^2  j     '  '  '  }    "^  p 

ihre  Potenzsummen 

•si  =xi   +  «2   H h  ■'^p  , 

USW.  bekannt  sind,  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  x  zu  berechnen. 
Die  X  seien  so  numeriert,  daß 

0Ci^X.2^---'^Xp 

ist.   Es  läßt  sich,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden,  zunächst  Xi  berechnen.   X2  •  ■  ■ ,  Xu 
mögen  gleich  .Tj   sein,  dagegen  Xk  +  \,  ■■■,  Xp  kleiner  als  x^. 


Dann  ist 


^^'l  +  K  +  x  +  ---  +  ^ 


ebenso 

— r-K(^r^v...+(f-}. 

Hieraus  folgt 


Sn 


^+(^)"  +■■  +(!)" 


und 

lim =  .Ti  -  =  .r, . 

Sn-\  k 

Man  hat  nämlich  (vgl.   §  10) 

Nachdem  x^  berechnet  ist,  wendet  man  auf  die  Potenzsummen 

S\  =  S^  —  X]^^       52  =  «2  —  ^1^     •  •  •  ,    S^  =  Sp  —  Xp^ 

dasselbe  Verfahren  an  und  findet  x^  usw. 

Sind  x^.  X2,   •  •  ■ ,  Xp  die  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung 

iK^' +  «1  a:^  - 1  +  •  •  •  +  a^  =  0, 


Grenzwerte  und  Reihen.  39 

so  kann  man  die  Potenzsummen  der  x  aus  den  Koeffizienten  berechnen.  Hat 
mau  dies  getan,  so  ergeben  sich  die  Wurzeln  in  der  oben  geschilderten  Weise. 
Dabei  wird  angenommen,  daß  die  Wurzeln  alle  positiv  sind.  Man  nennt 
dieses  Verfahren  die  Bernoullische  Methode  zur  angenäherten  Auflösung 
einer  algebraischen  Gleichung. 

n 

§  15.     Zwei  Grenzwertsätze  von  Cauehy  und  lim  ]/a. 

In  Cauchys  berühmtem  „Cours  d'analyse  algöbrique"  stehen  zwei  be- 
merkenswerte Grenzwertsätze,  die  wir  jetzt  beweisen  wollen. 

1-  'i)  '"2?  ''3?  ■■■  sei  eine  aufsteigeude  Folge  und  unbeschränkt. 
Dann  ist 

lim  —  =  lim  — 


^/i  '^'jj  +  l  '^n 

vorausgesetzt,  daß  der  zweite  Grenzwert  existiert*). 

Nennen  wir  diesen  Grenzwert  g^  so  weichen  fast  alle 

W„  +  1  —  Un 


von  g  um  weniger  als   «'  ab,   wie  man   auch   das  positive   e'  wählen   mag. 
Bei  passender  Wahl  von  v  werden  also 


^<,  +  l 

—     Uy 

Uy  +  1 

—  u 

.'  +  1 

U,.  +  i  —  U,.  +  i 

^'v  +  l 

—     Vy 

'l'r  +  l 

—  V 

•'+1 

V,  +  3—  t\.  +  2 

j 

tlich  zwischen 

9  —  ^ 

und  g 

+  £' 

liegen,  so  daß  die 

Ungleichungen 

9  — 

^'<7 

'4-1  " 

—  ti, 

-<9+^', 

9- 

^'<" 

+  2- 

■+2  - 

—  Uy 

—  Vy 

^<9  +  ^\ 
+  1 

gelten.     Da  die  Nenner  alle  positiv  sind   (weil  Vi  <; 72  <C  r^  <C    ■  •  voraus- 
gesetzt wird),  folgt  hieraus 

{g  —  fi')K.H.i—  V,.)  <  u,  +  i—u;<:  [g  +  e')[v,  +  ^—v,), 

[g  —  £')K  +  2  —  V,  +  x)  <  U,  +  2  —  Wv  +  l  <  (^+  £')(/\,  +  2  —  «^v  +  O, 

Addiert  man  die  n  —  v  ersten  von  diesen  Ungleichungen,  so  ergibt  sich 

[g  —  e){Vn  —  V,)  <  u,,  —  u,  <{g  +  e){Vn  —  t\) . 

Da  Vn  bei   zunehmendem  n  über  alle  Grenzen  wächst,    so  sind  fast  alle 
Vn  positiv.     Ist  aber  i-„  ^  0,  so  liefern  die  vorstehenden  Ungleichungen 


*)  Man  kann  rechts,  wenn  man  will,  n  durch  «  —  1  ersetzen. 
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Der  Grenzwert  der  äußersten  Linken  ist  /weil  lim  — -  =  Ol  gleich  g  —  c', 

der  der  äußersten  Rechten  g  -{-  e' .  Für  fast  alle  Werte  des  Index  n  wird 
also  die  äußerste  Linke  gi-ößer  als  g  —  2  e',  die  äußerste  Rechte  kleiner  als 
g  -\-  2e'  sein.   Dies  bedeutet  aber,  daß  fast  alle  u„jVn  zwischen  g  —  e  und  g  -\-  t 

liegen  {i.  ^  0;.     Man  braucht,  um  das  zu  erkennen,  nur  t'  =  -^  zu  setzen. 

Cauchy  behandelt  noch  den  Fall,  daß  g  unendlich  ist  oder,  wie  man 
zu  schreiben  pflegt,  g  =  co  bzw.  ^  =  —  oo. 

Zunächst  wollen  wir  uns  klar  machen,  was  die  uneigentliche  Limes- 
relation 

lim  u%,  =  CO 

sagen  will*).     Sie  bedeutet,  daß  jede  Zahl  von  fast  allen  Gliedern  der  Folge 
iVi,   ivi^  iC'i,   ■■•  übertroffen   wird.     Das    ist   z.B.   der   Fall   bei    einer   auf- 
steigenden Folge,  die  unbeschränkt  ist. 
Man  überzeugt  sich  sofort,  daß  aus 

lim  IV „  =  CO     immer     lim  —  =  0 

U'n 

folgt.  Fast  alle  ir,^  sind  nämlich  größer  als  —  (6  >  0).  Folglich  liegen  fast 
alle  l'i'W,,  zwischen  0  und  c.  " 

Umgekehrt  folgt  aber  aus 

lim  IV.  =  oo. 


lim 

1 

=  0 

nicht 

immer     1 

z. 

B. 

lautet 

bei 

der  Folge 

1 

1 

1 

1 

T'  " 

"  Y' 

3  '   ~ 

T' 

deren  Glieder  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  die  Folge  der  reziproken 
Werte 

1,  -2,  3,   -4,   ••• 

Diese  Folge   hat  aber   keineswegs   die  Eigenschaft,    daß  jede  Zahl   von 
fast  allen  ihren  Gliedern  übertroffen  wird. 

Wenn  lim  —  =  0  und  fast   alle  iv,^  positiv  sind,    dann  folgt  wirklich 

IV,,  ^  '  ^ 

lim  Wn  =  oo. 

Wir    müssen   nun  noch  bemerken,  daß  die  uneigentliche  Limesrelation 

lim  IV,,  =^  —  oo 

folgendes  besagt.  Jede  Zahl  wird  von  fast  allen  Gliedern  der  Folge  ?ri, 
2V2,  tVs,  ■■■  unterti-offen  'd.  h.  fast  al'e  Glieder  der  Folge  sind  kleiner  als 
die  Zahl).     Auch  diesmal  folgt  aus 

lim  w,i  =  —  oo     immer     lim  —  =  0 , 


*)  In  Worten:  wn  wird  unendlich  oder  icn  konvergiert  nach  unendlich. 
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aber  aus 

lim  —  =  0     nicht  immer     lim  iv^  =  —  oo. 

Wenn  jedoch  lim  —  =  0  ist  unil  fast  alle  ii\^  negativ  sind,  dann  folgt 

wirklich  lim  «•,,  =  —  oo. 

Jetzt   kehren  wir  zu  dem  Cauchy sehen  Grenzwertsatz  zurück.     Er  lau- 
tete so: 

Wenn  i\^,  aufsteigend  nach  co  konvergiert,  so  folgt  aus 

lim  ^--^^-^^'1  =  ff 


lim— =  ff, 


>  Ä", 


auch  dann  noch,  wenn  ff  =  oo  oder  ff  =  —  co  ist. 

K'  sei  eine  beliebige  Zahl.     Dann  hat  man  im  Falle  g  =  co  bei  passend 
e:ewähltem  v 

Vv  +  l—  tV 

Vy  +  2—   Vy  +  l 

oder 

u,  +  i  —  u,      >  K'  {v,  + 1  —  t\,) , 

Din-ch  Addition  der  n  —  v  ersten  von  diesen  Ungleichungen  erhält  man 

Un  —  Uv  >  K'  [Vn  l\) 

und,  wenn  r«  ^  0  ist  (was  bei  fast  allen  Vn  zutrifft), 

1\i  Vn  Vn 

Ist  nun  K  eine  beliebige  Zahl,  und  nimmt  man  K'  >  K,  so  wird  wegen 
lim  —  =  0  für  fast  alle  Werte  des  Index  n 

Vn 

Vn  Vn 

sein,  mithin 

Vn 

Dies  bedeutet  aber,  daß 

hm  —  =  oo 

Vn 

ist. 
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Ganz  ähnlich  erledigt  sich  der  Fall  ^  ==  —  oo. 

Dem  C au chy sehen  Satz   läßt   sich   ein   andrer  an  die  Seite  stellen,    der 
so  lautet: 

Wenn  i\,  absteigend  nach  Null  konvergiert,  so  folgt  aus 


lim 


Un 


-^--  =  g     und     hm  u^  =  0 


Bei  passend  gewähltem  v  liegen 

Uy    tly  +  i  UyJ-t     —     11,^2 

v,—  v,+i'     r,  +  i  — r.+-,' 
zwischen  g  —  a  und  g  -j-  £.     Man  hat  also,  wenn  n  ^  v  ist, 

[g  —  £) {Vn  —  v>,  +  i)      <  w„  —  n„ ^1       <{g-h£) [Vn  —  r,>  + 1) , 

{g  —  £){Vn  +  i  —  Vn  +  2]  <  U„^x  —  21,^2  <  {g+€){Vn  +  X  —  i'„+2), 

Addiert  man  die  j)  ersten  von  diesen  Ungleichungen,  so  ergibt  sich 

[g  —  t)[Vn  —  V,+p)  <  lln  —  U„+p  <{g+  e){Vn  —  Vn+p] 


oder 


t  ,1       (-'it+p 


Halten  wir  ?^  fest  und  lassen  jj  die  Werte  1,  2,  3,  ...  annehmen,  so 
wird  (wegen  lim  u„  +  p  =  lim  r„  +  p  =  0) 

,.        Un  —  Un  +  p  Un 

hm  — =!^  = 

Es  ist  also  für  n^  v  sicher  (vgl.  §  8,  Nr.  11) 

mithin 

,.     Un 

hm  —  =  g. 

Vn 

Die  Bedingung  lim  u,.  =  0  ist  nicht  überflüssig.  Addiert  man  nämlich 
zu  allen  2i„  dieselbe  Zahl,  z.B.  1,  so  bleibt  {Un  —  u„  +  i,):  {v,i — Vn  +  i)  un- 
geändert.  Dagegen  ändert  sich  Un'.i'n  um  1:^,;,  eine  Zahl,  die  nach  oo 
konvergiert. 

Der  Leser  überzeuge  sich,  daß  der  obige  Satz  auch  für  ^  =  oo  und 
g  =  —  oo  gilt. 

2.  Den  zweiten  Cauchy sehen  Grenzwertsatz  geben  wir  hier  in  einer 
weniger  allgemeinen  Form  als  Cauchy,  und  zwar  deshalb,  weil  wir  noch 
nicht  erklärt  haben,    was  unter  a^  [x  eine  beliebige  Zahl]  zu  verstehen  ist. 

Wenn  u,,  ^0  und 
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hm       ^^  =  q 

ist,  so  folgt 

'/ — 
lim  yun  =  g- 

Im  Falle  g  '^  0  sei  s'  eine  beliebige  positive  Zahl  kleiner  als  g.     Dann 
gelten  bei  passend  gewähltem  v  die  Ungleichungen 


,  ^     ct.,  JL.\  ^  , 

9-^  <^<9-\'^\ 


9-^'  <'~^<9-\-^\ 


Multipliziert  man  die  n  —  v  ersten,  so  ergibt  sich 

[9  -  ^'r-"  <'^<{9  +  ^'Y-' 

oder,  da  Uy  ^  0  ist, 

[g  -  e'Y-\Uy  <  Un  <[g  +  £')''-'■«.' 
Daraus  folgt  aber 


Wenn  nämlich  a  ^  ö  >  0 ,  so  ist  sicher 

Aus 

Yb^yä 

würde  (durch  Erheben  zur  «-ten  Potenz)  folgen  b  ^  a. 

Wir  werden  durch  die  obigen  Ungleichungen  für  ]/w^  dazu  geführt,    uns 

mit  der  Folge 

-/—        -V-       ^7— 

a,    ya ,  "j/a,  |/a,  •  •  • 

zu  beschäftigen,  wo  a  irgend  eine  positive  Zahl  ist. 
Im  Falle  «  =  1  lautet  die  Folge 

1,  1,   1,  1,  •••. 

Es   ist  also  ]/a  =  1  und  daher  auch  lirü  )/«  =  1 . 
Im  Falle  «  >■  1  ist  die  Folge  absteigend.     Aus 

würde  nämlich  durch  Erheben  zur  Potenz  n{n-\-l)  folgen 
a»>a"  +  i       d.h.     1  >  a. 
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Da  alle  Glieder  der  Folge  größer  als  1  sind,  haben  wir  eine  beschränkte 

n 

absteigende  Folge  vor  uns.     Die  Existenz  von  lim  ya  =  Ä  ist  also  nach 

§  5   gesichert,    und    aus   ya  ^  1  ersieht  man  (vgl.  §  8  Nr.  11),  daß  J.  ^  1 
ist.     Benutzt  man  die  Relation 

/  2ii_  ,  2  n  _ 

\ya  ]  =  ya 
und  bedenkt  (vgl.  §  8,  Nr.  2),  daß 

2  /( _  /'  _ 

lim  ]/«  =  lim  ]/«  =  A 
ist,  so  folgt 

A'^=A, 

und  hieraus  ergibt  sich  wegen  ^  ^  1  schließlich 

^  =  1,     d.  h.     lim  y«"=  1. 

Den  Fall  a  <^  1  kann  man  ähnlich  behandeln.     Die  Folge  ist  diesmal  auf- 
steigend und  beschränkt   (da  alle  Glieder  kleiner  als  1  sind).     Die  Existenz 

von  lim  ya  =  A  ist  also  gesichert.     Außerdem  ist  A  sicher  nicht  Null,  weil 

Ya  <<  A  ist  (vgl.  §  5).    Man  kann  also  wieder  aus  J.2=  ^  folgern  A  =  1, 

d.  h.  lim  ]/a  =  1 .     Der  Fall  «  <^  1  läßt  sich   übrigens   auch    so    erledigen. 

Man  setzt  «'  =  — .    Dann  ist  a">>  1  und  aus 
a  "^ 


ya=^ 


a 


folgt  (vgl.  §  8  Nr.  9) 

lim  Ya  =      ^^  _  =  1 . 

lim  ]/a' 

Schließlich  kann  man  es  im  Falle  a  >  1  auch  in  folgender  Weise  machen. 
Man  setzt  in  der  Bernoulli sehen  Ungleichung  (§  2) 

(1  -f  h)"  >  1  +  nh 

1  -f.  nk  =  a,    also  h  =r  •      Weil    «  j>  0     angenommen     wird,     ist 

n  . 

1  -|-ÄI>0,    wie   es  bei   der  BernouUischen  Ungleichung  sein  muß.     Man 
hat  also 

K^)'>» 

und  daher 

i<T/ä<i  +  ^. 

Hieraus  folgt  sofort  (vgl.  §  8  Nr  11) 

lim  ]/«  =  1 . 
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Jetzt  kehren  wir  zu  den  Ungleichungen  für  ]/««„  zurück,  die  wir  oben 
erhalten  haben.  Die  beiden  äußersten  Seiten  konvergieren  nach  g  —  t'  bzw. 
^  -j-  e',  weil 


lim 


Wir  können  also  sicher  sein,  daß  fast  alle  |/z^,  zwischen  g  —  2e'  und  g  -\-  2  s' 
liegen  oder  zwischen  g  —  e  und  g  -\-  £  (wenn  wir  s'  ==  —  machen).  Damit 
haben  wir  aber  bewiesen,  daß 

n 

limyua  =  g 
ist. 

Im  Falle  g  =  0  lauten  die  Ungleichungen,  die   man  für   yUn  fiudet,  so: 


0  <:yü^<£'y 


Aus  ihnen   folgt  limyw^  =  0  =  ^. 

Nun  bleibt  noch  der  Fall  <;  =  oo  übrig.     Wenn  K'  eine  beliebige  positive 
Zahl  ist,  so  läßt  sich  v  so  wählen,  daß  die  Ungleichungen 

^^>ir',  ^^^^>^', ... 

gelten.     Aus  ihnen  ergibt  sich  (für  n  ^  v) 

—  >  ^' "  -  •■,     mithin     "jA^  >  K'  y^.  ■ 

Ist  nun  irgend  eine  Zahl  K  gegeben,  so  wähle  man  K'  größer  als  K.  Dann 
erfüllen  fast  alle  ]/m„  die  Ungleichung 

n 

fun.  >  K. 

Es  ist  also 

"/ — 
limy«,,  =  oo  . 

§  16.     Beispiele  zu  den  Cauehysehen  Grenzwertsätzen. 
1.  Es  sei  lima,t=a.     Bildet  man  die  Folge 

«1  +  «2      «1  +  «2  +  a^ 

«1,        2       ,  3  ,---^ 

deren  n-tes  Glied  das  arithmeiische  Mittel  aus  den  ?i  ersten  Gliedern 
der  Folge  a^,  a2,  «3,  •■•  ist,  so  konvergiert  sie  ebenfalls  nach  dem  Grenz- 
wert a.     Es  ist  mit  andern  Worten 
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hm^— ' — -^ =  lim  a,, , 

n 

wenn  lim«,,  existiert. 

Wendet  man  den  ersten  Cauehyschen  Grenzwertsatz  auf  die  beiden  Folgen; 

«1,    «1  +  «2,    «1  +  «2  +  «3  J    ■  •  •  («^1>    "^2,    «<3,    •  •  •) 

nnd 

1,        2,  3,  •••  (yi,  1/2,    t'3,  •••): 

an,  so  erhält  man  direkt  die  behauptete  Gleichung.     Es  ist  hier  nämlich 

?/„  «1  +  «2  +  •  ■  ■  +  ^n 

Vn  ~  n 

und 


Cln  +  i 


Vn  +  l  —V. 

Wenn  man  eine  konvergente  Reihe 

5  =  Ci  +  C2  -f-  C3  +    ■  •  • 

hat  und  die  Partialsummen 

5i  =  C, ,    52  =  Cj  +  C2  ,    «3  =  Cl  +  ^2  +  C,; 

bildet,  so  ist 

lims,,  =  s, 
also  auch 

Sl  +  «2  H h  Sn 


lim 


7^ 


Das  arithmetische  Mittel   aus   dem  n  ersten  Partialsummen  konvergiert   also 
nach  der  Summe  der  unendlichen  Reihe. 

Wir  wollen  dies  einmal  an  der  geometrischen  Reihe 

l+(/  +  ry2  +  g3_f_...  (0<^<1) 


1-^ 
verifizieren.     Hier  ist 

1-^ 


s„  =  l  +  ^H hr-'  = 


und  daher 

S\  -f-  8-2  -\-  ■  ■  ■  -t-  Sn YZl 

q-qn  +  i 

1  —  ^     71        q  —  q 


l-q  1-q         (1-g)'^    ' 
also 

gl  +  ^2  +  •  •  •  +  s„  _       1  _  1    q  —  q''  +  ^ 

n               ~  l  —  q~^    (1  —  9)2 
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Wir  entnehmen  hieraus 


1  q  ^  ^1  +  ^2  H \-Sn^ 


1  —  q      n{l  —  q)^  n  ^1  —  q' 

wonach  wirklich 

hm =  ~ 

n  ^  —  q 

ist. 

Es  kann  vorkommen,  daß  bei  einer  Reihe  lims„,  der  Grenzwert  der  n-ten 

Partialsumme,  nicht  existiert,  wohl  aber  lim -^ ^,  der  Grenz- 

wert  des  arithmetischen  Mittels  der  n  ersten  Partialsummen.  Eine  solche 
Reihe  ist  divergent.  Man  kann  aber,  indem  man  den  Summenbegriff  verall- 
gemeinert, lim-^^ als   ihre  Summe  bezeichnen.     Von  dieser 

Art  ist  die  Reihe 

1  —  1  +  1  —  1  +  1  —  IH ■ 

Sie  entsteht  aus  1  +  r/  +  r^^  +  ■  •  • ,  indem  man  (/  =  —  1  setzt.  Die 
Partialsummen  s^,  s^,  ^5  j  •  •  •  siiid  gleich  1 ,  die  Partialsummen  «2  j  ^4  j  ^e  >  •  •  • 
gleich  0.     lims,i   existiert  also  nicht,  d.  h.  die  Reihe   ist  divergent.     Weil 

nun  für  q  =  —  1  aus  1 :  fl  —  q]  gerade  —  wird,  hat  man  gesagt,  daß  die 

^  1 

Summe   der  Reihe  1  —  1  +  1  —  1+  •••   gleich  --  ist.     Diese  Aussage 

ist  natürlich  ohne  Sinn,  solange  man  nicht  weiß,  was  bei  einer  divergenten 
Reihe  unter  der  Summe  zu  verstehen  ist.  Man  darf  sich  nicht  auf  die  Summen- 
formel  =  1  +  (^  +  ^2  _j_  ...  berufen,  weil  diese  nur  im  Falle  \q\  <^  1 

bewiesen  ist. 

Definiert  mau  nun  aber  als  Summe  einer  Reihe  den  Grenzwert 


lim^ 


«2 


so  wird  an  der  Summe  einer  konvergenten  Reihe  nichts  geändert,  und  es  werden 
auch  gewisse  divergente  Reihen  summierbar,  z.  B.  die  Reihe  1  — 1  +  1  — 1+--. 
Bei  dieser  Reihe  hat  man  nämlich 

SiH-S2H hS2»_  1     «1+52  H \-S2n-i__        n      ^^L,        1      \ 


2n  2  '  2?z  —  1  2n~l        2  \     '   2/^ 

also 

^.^«1+52+  ••+g2n  _  _!      ^^S,  +  .2  +  •  ■  •  +  «2.-1  _.    1 


2n  2 '  2n 

und  daher  auch  (vgl.  Nr.  8  in  §  5) 

lim  ^1  +  ^2  H hSn  ^  J^ 
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In   diesem  neuen  Sinne   hat  also  1  —  1  -{-  1  —  1  -f-  •  •  •    in  der  Tat  die 

1 
Summe  —  • 

Guido  Grandi  (1671—1742),  ein  Camaldulensermönch,  der  in  Pisa  eine 
mathematische  Professur  bekleidete,  betrachtete  die  Formel 

A  =  i_i_i-i_i  +  i_i-j 

als  das  Symbol  der  Schöpfung  aus  nichts.  Er  faßte  zu  diesem  Zweck  die 
Glieder  der  Picihe  in  folgender  Weise  zusammen: 

(1  —  1)  +  (1  —  1)  +  (1  —  1)  H ,  d.  h.  0  +  0  +  0  H 

Diese  Zusammenfassung  ist  aber  unzulässig  und  ändert  die  ganze  Sachlage. 
Denn  jetzt  haben  wir  eine  Reihe,   deren  Summe  gleich  Null  ist. 

Auch  der  berühmte  Leibniz  hat  in  dem  Streit  über  die  Pteihe 
1  —  1  +  1  —  1  +  •  •  ■ ,  der  sich  an  Grandis  Auffassung  knüpfte,  das  Wort 
ergriffen,  in  einem  offenen  Brief  an  den  Philosophen  Wolff.    Guido  Grandi 

snchte    die    Formel    — =  1  —  1  +  1  —  1+---    durch    ein   Rechtsbeispiel 

plausibel  zu  machen.  „Ein  Vater  hinterläßt  zwei  Söhnen  einen  wertvollen 
Edelstein,  der  abwechselnd  je  ein  Jahr  in  dem  Besitze  eines  jeden  von  beiden 
bleiben  soll,  ohne  veräußert  werden  zu  dürfen.  Dann  gehört  er  tatsächlich 
jedem  zur  Hälfte,  während  dessen  Besitzrecht  durch  die  Reihe  1  — 1  +  1  — 1+--- 
dargestellt  wird''*].     Dieses  Beispiel  schien  Leibniz  unzulänglich. 

Er  suchte  sich  die  Formel  —  =  1  —  1  +  1  —  1+--  so  zurechtzulegen : 

„Die  unendliche  Anzahl  der  Reihenglieder  kann  nur  gerade  oder  ungerade 
sein.  Ist  sie  gerade,  so  entsteht  0  als  Reihensumme,  1  dagegen,  wenn  die 
Gliederzahl  ungerade  ist.  Da  aber  kein  Vernunftgrund  für  das  vorzugsweise 
Geradesein  oder  das  vorzugsweise  Ungeradesein  der  Gliederzahl  geltend  gemacht 
werden  kann,  so  geschieht  es  durch  eine  wunderbare  Eigenart  der  Natur, 
daß  beim  Übergang  vom  Endlichen  zum  Unendlichen  zugleich  ein  Übergang 
von  dem  Disjunktiven,  welches  aufhört,  zu  dem  Bleibenden,  welches  in  der 
Mitte  zwischen  dem  Disjunktiven  liegt,  stattfindet.  Wie  die  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung vorschreibt,  man  habe  das  arithmetische  Mittel,  d.  h.  die  Hälfte  der 
Summe,  gleich  leicht  erreichbarer  Größen  in  Rechnung  zu  ziehen,  so  beobachtet 
hier  die  Natur  der  Dinge  das  gleiche  Gesetz  der  Gerechtigkeit"**). 

Leibniz  selbst  fühlte,  wie  wenig  befriedigend  diese  Argumentation  dem 
Mathematiker  erscheinen  muß.     Deshalb  fügt  er  hinzu: 

„Diese  Art  zu  schließen  ist  freilich  mehr  metaphysisch  als  mathematisch, 
aber  dennoch  sicher,  wie  denn  überhaupt  die  Anwendung  der  wahren  Meta- 
physik in  der  Mathematik,  in  der  Analysis,  in  der  Geometrie,  sogar  weit 
häufiger  von  Nutzen  ist  als  man  gemeinhin  glaubt"**). 


*)  Aus  CantorsGeschichtederMathematik,  Bd.  III,  S.  352.  Man  muß  sich,  damit 
das  Grandi  sehe  Beispiel  besser  paßt,  vorstellen,  daß  die  Söhne  ewig  leben  bleiben. 
**)  Wieder  aus  Cantor. 
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2.    Als  zweites  Beispiel  diene  der  Wallis  sehe  Grenzwert 

.     li'  -\-2t'  -^  ■■  ■  -i-nP 
hm —— • 

n,i>  + 1 

Nach  dem  ersten  C au chy scheu  Grenz wertsatz  ist 

lim r-j =  lim  — -j -. T— ZT  =  lim 


\  ^W  ?i     ^     1.2^2  ■    ' 


Aus 


entnimmt  man  aber 


!-Kir}--{^— ^ 


)p 


limn|l-il--)        [=.lim]j;  +  l-'\    .J     +  •  •  -f  =  P  +  l- 

Der  gesuchte  Grenzwert  ist  also  gleich  1  :  (j9  +  1)?  wie  wir  auch  in 
§  13  fanden. 

3.  Der  Leser  beweise  mittels  des  zweiten  Cauchy sehen  Grenzwertsatzes 
die  Formeln 

lim  Yn  =  1 , 


u  e 


Im  zweiten  Falle  schreibe  er 

yn\ 


Wir  wollen  hier  noch  eine  nachträgliche  Bemerkung  zu  den  Cauchyschen 
Sätzen  machen. 

Es  kann  beim  ersten  Satze 

hm  — 

existieren,  ohne  daß 


lim 


Vn  +  1   —  V„ 

existiert.     Man  setze  z.  B.  i\i  =  n  und  u,i  =  i —  1)".     Dann  ist 


lim^  =  lim  LJ^  =  o, 


aber 


lim^^^^±^ u^^  lim2(-  1)"  + 

Vn  +  1  —  V„ 

existiert  nicht. 

Kowalewski,  Analysis  des  Unendliclien. 
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Ebenso  kann  beim  zweiten  Satze 

lim  Yic^i 

lim  — ^^— 


existieren,  ohne  daß 


existiert, 

Ui,  U2,  «3,  •  •■  sei  z.  B.  die  Folge  1,  2,  1,  2,  •  •  • ,  deren  Glieder  abwechselnd 
gleich  1  nnd  2  sind.     Dann  ist 


aber 


existiert  nicht,  weil 


ist. 


lim  Yitn  =  1 , 
hm 


U2n 


2      ;iud 


n-2>, 


U-ln 


17.     Der  Grenzwert  von 


In  einer  Ebene  sei  ein  rechtwinkliges  Achsensystem  zugrunde  gelegt. 
Wir  beschreiben  um  den  Anfangspunkt  einen  Kreis  vom  Radius  1,  den  so- 
genannten Einheitskreis.    Er  schneide  die  positive  a;-Achse  im  Punkte  E. 


Fig.  10. 

Durch  £"  ziehen  wir  eine  Parallele  zur  ?/- Achse,  die  also  zugleich  die  Tangente  des 
Kreises  im  Punkte  E  ist.  Nun  stellen  wir  uns  vor,  daß  diese  Tangente  ein 
unendlich  langer  Faden  ist,  der  bei  E  an  der  Peripherie  des  Kreises  festsitzt. 
Dieser  Faden  soll  jetzt  mit  seinen  beiden  Enden  um  den  Einheitskreis 
herumgewickelt  werden,  wie  es  die  Fig.  10  andeutet. 
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y 

p 

^P' 

\ 

\           ^ 

\ 

E     Jo 

/ 

1 

d 

Fig.  12. 


Jeder  Punkt  P  des  Fadens  kommt  dann  an  eine  bestimmte  Stelle  P'  des 
Einheitskreises. 

Ist  ip  die  Ordinate  von  P  (Fig.  11)  und  sind  x',  y'  die  Koordinaten  von 
P',  so  nennt  man  x'  den  Kosinus  und  y'  den  Sinus  von  ff  und  schreibt 

x'  =  cos  f/) ,     y'  =  sin  (p- 

Aus  dieser  Definition  sieht 
man  sofort,  daß 

cos  [rp  -\-  Tt)  =  —  cos  cp 
und 

sin  {cp  -\-  n)  =  —  sin  (p 
ist  (vgl.  Fig.  12)  und 

cos  [cp  -\-  2rc)  =  cos  (p , 
sin  {(p  +  27r)  =  sin  (p. 

Außerdem   zeigt  sie  unmittel- 
bar, daß 

cos  ( —  cp)  =  COä  cp, 

ist  (vgl.  Fig.  11). 

Wenn  Um  cp  =  0  ist*),  so  wird 

lim  cos  cp  =  1. 

Um  dies  zu  erkennen,  beachte  man,  daß  in  Fig.  11  die  Entfernung  der 
Punkte  P'  und  E  kleiner  als  \cp\  ist.  Wenn  also  \<'p.<C£,  so  ist  auch 
P'E<C  £  und  um  so  mehr 

{sinr/)|<;£,      |1  —  coscp\<Ci£. 
Wir  wollen  jetzt  den  Quotienten 

sin  cp 
9 
betrachten  und  cp  durch  positive  Werte  nach  Null  konvergieren  lassen. 
soll  also  f/)  ]>  0  und  lim  r/)  =  0  sein*). 

Wegen  lim  cp  =0  sind  fast  alle  Werte  von  cp  kleiner 

als  -— ,  und  für  solche  Werte  gilt  Fig.  13.     Aus  dieser 

Figur  ersieht  man,  daß  der  Kreissektor  OEP'  größer 
als  das  Dreieck  OAP'  und  kleiner  als  das  Dreieck  OET 
ist,  oder  in  Formeln: 

cos  cp  sin  9  ^^  9  ^^    sin  fp 
2  ^  T  '^  2  cos  9) ' 


Fig.  11. 

sin  ( —  (^)  =  —  sin  cp 

lim  sin  (p  =  0. 


Fig.  13. 


*)  Damit  meinen  wir,  daß  qp  eine  Folge  ^1,  (f%  cps,  •■•  durchläuft,  die  nach 
Null  konvergiert.  Wir  lassen  den  Index  n  der  Kürze  halber  fort.  Das  machen  wir 
auch  später  an  verschiedenen  Stellen. 

4* 
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d.h. 


sin  cp  1 

cos  fß  <c  — -  <r  — 

(p  cos  rp 


Da  nun 

lim  cos  ^  =  1, 
ist,  so  folgt  (vgl.  §  8,  Nr.  11 


folglich  auch     lim 


lim'^  =  l. 


Konvergiert  cp    durch   negative   Werte   nach   Null,    ist   also    ^  <  0   und 
lim  rp  =  0,  so  gilt  diese  Formel  ebenfalls.     Man  hat  nämlich 

sin.  fp  sin  ( —  q)) 

cp     ~~      —cp 
Konvergiert  (p  irgendwie  nach  Null,   aber  ohne    selbst  null  zu  sein,    so 
gti-ebt  ^^^-^  auch  dann  dem  Grenzwert  1  zu.    Entweder  haben  nämlich  fast 

alle  (p  dasselbe  Zeichen,  und  wir  können  uns  auf  Nr.  3  in  §  8  berufen, 
oder  das  ist  nicht  der  Fall,  und  es  kommt  Nr.  5  in 
§  8  in  Betracht. 

sin  (p 


Auf    die    Formel    lim 


1    stützt    sich    eine 


fp 


Rektifikation  der  Kreisbögen,  die  von  James  Gre- 
gory herrührt.  Oldenburg  (Sekretär  der  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  zu  London)  berichtet  darüber  (am 
26.  Juli  1676)  an  Leibniz. 

Wir  betrachten  einen  Bogen  EÄq  auf  dem  Einheits- 
kreise (kleiner  als  7t),  ziehen  die  Sehne  EAq  und  er- 
richten auf  ihr  in  ^o  eine  Senkrechte.  Nun  suchen 
wir   die   Mitte  Jfi    des  Bogens  EA^   auf  und  bringen 

E3Ii    mit   jeuer    Senkrechten    zum    Schnitt.     In    dem 

^  ^        Schnittpunkt  A^    errichten   wir   ein  Lot   auf  E A^    und 

Fig- 14.  schneiden  es  mit  E'M'^  (J/o  die  Mitte  des  Bogens  EM^]. 

In  dem  neuen   Schnittpunkt  A.^   errichten   wir   ein  Lot 

auf  EA<i  usw.     Vgl.  Fig.  14.     Wir   fragen   nach   dem  Grenzwert  von  EAn- 

Ist  (/iq  die  halbe  Länge   des   Bogens  EA^,    so   hat   man   nach  dem  Satz 

vom  Peripheriewinkel  * ) 


^A^EA^  --=  rp^  = 


ffo 


^  A^  EA-,  ==  rp2  = 


fpi 


*]  Die  Winkel  werden  in  der  höheren  Analysis  anders  gemessen  als  in  der 
Elementarmathematik.  Man  beschreibt  um  den  Scheitel  einen  Einheitskreis  und 
nimmt  die  Länge  des  Kreisbogens,  der  in  dem  Winkelraum  liegt.  Ein  Winkel  von 
180"  ist  hiernach  gleich  dem  halben  Umfang  des  Einheitskreises,  also  gleich  n.    1° 

ist  also  gleich  .^  • 
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^Ä2EAi=  cp3 


2 


ferner 


EÄ^  =  2  sin  f/iQ  =  22  sin  cf^  cos  f/i , 

EAa  =  — ^-^  =  22  sin  w,  =  23  sin  «Jo  cos  0)2, 
cos  ^1  ^ 

EA2  = —  =  23  sin  92  =  2'^  sin  (f^  cos  fjPa, 

COS  (f  2 


Allgemein  ist  also 

EA„  =  2"  +  '  sinf/)„  =  2"  +  i 

^^"1^ 

oder 

2" 

Hieraus  folgt 

lim  EA,i  =  2  7^0  1™  | |  =  2  ^0  • 

Bringt  man  die  in  Aq,  Aj  ^2»  •  •  •  auf  ^^o?  ^^17  ^^25  • ' '  errichteten 
Lote  mit  der  Tangente  des  Kjeisbogens  in  E  zum  Schnitt,  so  entstehen  auf 
dieser  die  Strecken  EA'o,  EA't,  EA2,   •••,  nnd  es  ist  offenbar 

^AnEA'o  =  ^A,,_iEA,i  =  (fm 
also 

EA'.,  =  -^ 

cos  f/),j 

und 

.     ^  .,  limE'J,, 

lim  EA'„  =  r^ ^  =  2  0)0  • 

limcosf/:« 

Sowohl  £"^.,4  als  auch  EA',,  konvergiert  somit  nach  der  Länge  des  Kreis- 
bogens EAq  . 

Man  überzeugt  sich  leicht,  daß 

EA,,<:2rp,,<CEA',, 
ist.     In  der  Tat  ist 

sin  cp,,  <  f/)„  , 
also 

EA>,<.2^>  +  'fPn  =  2fpo 
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Ferner  ist  *)  (vgl.  S.  52) 


also 


Erstes  Kapitel, 
sin  (pn 

cos  Cfn 


2"  +  -»my  „^, 

C03  (/)„ 


'/O- 


Das  Verfahren  hat  den  Vorteil,  daß  es  immer  ein  Paar  einschließender 
Zahlen  liefert.  Man  weiß  also  jedesmal,  wie  stark 
man  sich  dem  gesuchten  Bogen  2  cp^  schon  ange- 
nähert hat. 

Wir  wollen  hier  noch  die  angenäherte  Berechnung 
des  Kreisumfangs  besprechen,  wie  sie  im  Anschluß 
an  Archimedes  auf  der  Schule  durchgeführt  wird. 
Vgl.  Fig.  15. 

Die  Seite  des  dem  Einheitskreise  einbeschriebenen 
regulären  ?^-Ecks  ist  gleich 


Fig.  15. 


d.  h.  gleich 


2  sin 


2  n  sin 


2  TT 


.        TP 

sin  — 
n 


Daß  man  durch  Vergrößerung  von  n  beliebig  nahe  an  27r,  den  Umfang 
des  Einheitskreises,  herankommen  kann,  beruht  auf  der  Limesrelation 


lim  ,  2  7v 


2  ;t  lim 


2.Tr 


Der  Umfang  des  umbeschriebenen  7i-Ecks  ist  gleich 


2n  sin 


2  7t 


Er  konvergiert  ebenfalls  nach  2  7r,  weil 


*;  Der  Bogen  EA^  wurde  kleiner  als  n  angenommen,     qco,  seine  halbe  Länge, 
ist  also  kleiner  als  -^,  so  daß  die  Ungleichungen  auf  S.  52  gelten. 
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lim    2  TT 


=  2 ,  r  lim 


lim 


=  2/f 


ist. 


§  18.     Wie  Leibniz  die  logarithmisclie  Kurve  konstruiert. 

In  seiner  berühmten  Arbeit  über  die  Kettenlinie*)  (1691)  führt  Leibniz 
in  sehr  einfacher  und  natürlicher  Weise  die  logarithmische  Kurve  (Logarith- 
mica)  ein. 

Er  fordert,  daß  einer  arithmetischen  Reihe  von  Abszissen  immer  eine 
geometrische  Reihe  von  Ordinaten  entspricht,  und  zeigt,  wie  man  aus  zwei 
Punkten  einer  solchen  Kurve  sozusagen  die  ganze  Kurve  findet. 

B^  Bi  seien  die  beiden  gegebenen  Punkte  und  AB,  A^B^  ihre  Ordinaten. 
Trägt  man  AA^  nach  rechts  und  links  ab: 

•••^_2^_i  =A_iA  =  AAi  =AiA.  =  •••, 

so  müssen  die  Ordinaten 

••■^_2^_2,  ^-1^-1,  AB,  A,B,,  A2B2,  ■■■ 

eine  geometrische  Reihe  bilden.    Dadurch  sind  die  Punkte  B2,  ■  ■  ■  und  B^i, 
i)_  2 ,  •  •  •  völlig  bestimmt.    Sie  ^ 

können  mit  Zirkel  und  Lineal 
konstruiert  werden. 

um  nun  weitere  Punkte 
zu  finden,  bemerkt  Leibniz, 
daß  der  Mitte  At  zwischen  A 
und  A^  das  geometrische  Mittel 
zwischen  AB  und  A^B^  als 
Ordinate  entspricht.  Auf  diese 
Weise  gewinnt  er  (mit  Hilfe 
des  Zirkels  und  Lineals)  den 
Punkt  B^.     Dasselbe  Verfahren  liefert  die  Punkte  5|,  B^ 


A.j 


Fig.  16. 


Punkte  B 


-J^' 


B 


Man    hat  jetzt    schon    eine 


•    sowie 
dichtere   Kette 


die 


Kurvenpunkten  als  vorher.  Sie  läßt  sich  aber  immer  noch  dichter  machen. 
Der  Mitte  Ax  zwischen  A  und  Ai_  muß  als  Ordinate  das  geometrische  Mittel 
zwischen  AB  und  A^Bx  entsprechen.  So  wird  der  Punkt  ^4.  gewonnen. 
Dasselbe  läßt  sich  bei  J^  und  J., ,   A^   und  A3,  ■■■,    ebenso  bei  Ä_^  und 


A .  A 


und  A_x,  ■  ■  ■  machen,  wodurch  man  die  Punkte  5^,  B5,  •  ■  ■  bezw. 
i>_j,  B_3,  ■■■  erhält.  Man  sieht,  daß  dieses  Verfahren  sich  beliebig  weit 
fortsetzen  läßt,  nnd  daß  die  Kette  der  Punkte  B  bei  jedem  Schritt  dichter  und 
dichter  wird.  So  kommt  man  der  gesuchten  Kurve  beliebig  nahe,  und  damit 
begnügt  sich  Leibniz. 


*)  Vgl.  Ostwalds  Klassiker,  Nr.  162,  S.  12  ff. 
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Wir  wollen  das  Leibnizsclie  Verfahren  ins  Analytische  übersetzen, 
A  machen  wir  zum  Anfangspunkt,  A  A^  zur  Längeneinheit.  Außerdem  führen 
wir  die  Bezeichnungen 

A   P 
AB  =  a     und     ^  \     '  =  q 
AJd 

ein.     Wir  nehmen    an,   daß  q'^1  ist.     Andernfalls  würden    wir  A]^    zum 
Anfangspunkt  machen  und  die  positive  Richtung  der  ic-Achse  umkehren. 

Der  Abszisse  x  =  k:2"  entspricht  die  Ordinate 
_t_ 
aq2"^  =  aq^' . 

Das   ist   der  kurze   Inhalt   der   Leibniz sehen    Überlegungen,     /i,  n  sind 

ganze  Zahlen,  und  qi"-  bedeutet  soviel  wie  \'yq] • 

Wir  wollen  einen  Punkt  der  ä;- Achse,  dessen  Abszisse  sich  in  der  Form 
Ä: :  2"  darstellen  läßt,  einen  dyadischen  Punkt  nennen.  Zu  den  dyadischen 
Punkten  gehören  in  erster  Linie  die  ganzzahligen  Punkte 

••■,     —2,     —1,     0,     1,     2,   •■-.  (nullte  Klasse) 

Dann  kommen  die  Brüche  mit  dem  Nenner  2 

_A      _A      _   1        0        1         2        3 

'"'         "2"'         T'  T'    T^'    Y'    T'    ^ 

dann  die  Brüche  mit  dem  Nenner  2^=4 

_A_A_^        0        1        2        3 

■■■'        4'       T'    ~T'   T'    4'   T'   T 


(erste  Klasse) 


,  (zweite  Klasse) 


dann  die  Brüche  mit  dem  Nenner  2^=8  usw. 

Wir  kennen  die  Ordinaten  für  alle  dyadischen  Punkte  der  Abszissenachse. 
Denn  wir  wissen,  daß  die  Ordinate  gleich  aq^  sein  muß,  wenn  die  Abszisse 
eines  solchen  Punktes  gleich  x  ist.    Nun  gibt  es  aber  auf  der  Abszissenachse 

auch  niehtdyadische  Punkte.    Z.  B.  sind  x  =  -—  oder  x  =  V2  nichtdyadische 

Punkte.     Wie   steht   es   nun   mit   den    Ordinaten    in    diesen   nichtdyadischen 
Punkten? 

X  sei  die  Abszisse  eines  nichtdyadischen  Punktes.  Er  liegt  dann 
zwischen  zwei  dyadischen  Punkten  nullter  Klasse  a"o  und  a^,',  zwischen  zwei 
dyadischen  Punkten  erster  Klasse  ^i  und  x[^  zwischen  zwei  dyadischen 
Punkten  zweiter  Klasse  x-i  und  x'i  usw.  Sind  .r„  und  x'„  die  dyadischen 
Punkte  n-itx  Klasse,  die  den  Punkt  x  einschließen,  so  hat  man 

^H  <C^  <i  ^'i   und    x\,  =  a:;,,  H • 

Nun  übersieht  man  sofort,  daß 

^ij  =  -^1  ^  3"2  ;S  •  ■  • 
und 

x'^'^x\^x^t^  ■■■ 
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ist,  also  Xq,  Xx,  x-i^  ■  ■  ■  eine  aufsteigende  und  x'^j^  x'i^od-ii  ■  ■  ■  eine  absteigende 
Folge.  Daraus  ergibt  sich  aber,  daß  die  zu  X(^^  Xx,  x^,  ■•■  gehörigen  Ordi- 
naten  l/o,yi,y2,  •••  eine  aufsteigende  und  die  zu  Xo,x[,X2,  ■■■  ge- 
hörigen Ordiuaten  yo,yi,y'i^   •■■  eine  absteigende  Folge  bilden. 

Sind  nämlich  cli  und  d-y  die  Abszissen  von  zwei  dyadischen  Punkten,  so 
hissen  sie  sich  in  der  Form  schreiben 

7  "1  7  "'^ 

Die  zugehörigen  Ordinaten  lauten  dann: 

aq2"    bezw.    aq2". 
Ist  nun  t/i  <C  ^2,  90  folgt  k^  <^  L^ ,  und    (da  q  ^ 


1,  mithin  auch  Yq  ^  1/ 


a(l/qY<a(}q) 


Wir  wissen  jetzt  also,  daß  //o,  y\T  y-ii  •■•  eine  aufsteigende  und 
7/0,  y[,  y'2,  ■  ■  ■  eine  absteigende  Folge  ist.  Außerdem  folgt  aber  aus  Xm  <C-^''o 
daß  ?/,„  <<  i/u  ist.  Jedes  y  ist  also  kleiner  als  alle  y'.  Die  beiden  Folgen 
sind  also  beschränkt,  und  wir  können  nach  §  5  schließen,  daß  lim  y„  und 
lim  ?//j  existieren.     Wenn 

^'*  —  ^ ' 
so  ist 

k+1 

Man  hat  daher 


also 
Daraus  folgt 


ln  =  a\Y^)  ,    2j:,==a\yq)  , 


yu 


ynVq. 


lim  yu  =  lim  y,,  ■  lim  ]/g  =  lim  yu , 
weil,  wie  wir  aus  §  15  w  ssen. 


limj/^"=  1 
ist. 

Wenn  wir  jetzt  den  gemeinsamen  Grenzwert  von  y^  und  y'^^  zur  Ordinate 
an  der  Stelle  x  machen,  so  hat  jede  Abszisse  ihre  Ordinate.  Diese  Ordinate 
lautet  aq-',  wenn  wir  für 

lim  q'^"^  =  lim  q^'^ 
die  Bezeichnung  q^  benutzen. 

y  =  aq^  ist  die  Gleichung  der  Logarithmica  (logarithmischen  Kurve),  wie 
Leibniz  sie  nennt. 


58  Erstes  Kapitel. 

§  19.     Eigenschaften  von  (f. 
7^  hat   nach    §  18    für   alle   Werte    von   x    eine   Bedeutung.     Ist  x   eine 
dyadische  Zahl,    also  q=—,   so  ist  5*=  [yqj   .     Ist  a?  nicht  dyadisch,  und 
sind   Xn,   x'n   die    beiden    einschließenden    dyadischen   Zahlen    7i-tQr  Klasse, 

Xn<CXn,  so  konvergiert  c/"  aufsteigend  und  5^"  absteigend  nach  einem 
Grenzwert,  den  wir  in  §  18  als  den  Wert  von  g^  definierten.  Aus  dieser 
Definition  geht  hervor,  daß  q^-  größer  (kleiner)  ist  als  q^,  sobald  die  dyadische 
Zahl  d  kleiner  (größer)  als  x  ist*;.  Gehöii;  d  z.  B.  zur  n-ten  Klasse  der 
dyadischen  Zahlen,  so  ist  d  ^  x'n  [d  ^  Xn)-,  mithin 

q^  ^  rf'"  fe^  ^  q^'"). 
Daraus  folgt  (vgl.  §  8,  Nr.  11) 

q'^  ^  5^  [q'^  ^  q^). 

Die  Gleichheit  ist  aber  ausgeschlossen,  weil  es  zwischen  d  und  x  noch 
dyadische  Zahlen  f/'  gibt,  und  dann  die  Ungleichungen  q'^  ^  q^^'  ^  q-^ 
[q^  <  q<^'  ^  q"-)  stattfinden. 

Jetzt  können  wu*  beweisen,  daß  q^   bei  zunehmendem  x  wächst  [q  ^  li 
Wenn  u  <^  i-,  so  ist,  wie  wir  zeigen  werden, 

Zu  diesem  Zweck  wählen  wir  eine  dyadische  Zahl  c/,  die  zwischen  u  und  v 
liegt  [u  <C  d  <^  v).     Dann  haben  wir 

g«<Q<^    und    q'^  <q\ 
und  daraus  folgt  5"  <^  q\ 

q^  ist  stets   größer   als  Xu  11;  denn  man  kann  immer  eine  dyadische 
Zahl  d  wählen,  die  kleiner  als  x  ist.     Dann  hat  man  aber  0  <^  q'^  <^  q^. 
Eine  zweite  Eigenschaft  von  q^  drückt  sich  in  der  Formel 
qu  +  v-^  quqv 

aus.  Sind  u,  r  dyadisch,  so  ist  diese  Formel  richtig.  Sie  lautet  nämlich, 
wenn  man 

k  l 

setzt, 

(i^,)'-"=(i/,-)'(i^): 

Sind  w,  V  beliebige   Zahlen,    dann    wähle    man    zwei    dyadische    Zahlen 
w-ter  Klasse  ?<,<,  ?•„  so,  daß 


*)  Wenn  x  dyadisch  ist,  gilt  dies  offenbar  auch. 
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q-> 

'^5' 

<i' 

> 

q" 

^Sg' 

<q' 

.+? 

?" 

n  +  ^', 

'^q' 

q'< 

q 

'^-^A. 

-  I 

H    ^ 

M  + 

v<u 

.  +  v> 

^^^-^ 

Daraus  folgt 

und 
Da 


ist,  so  hat  man  zugleich 

qn  +  v  mjji  g«g!-  unterscheiden  sich  demnach  um  weniger  als 

also  sicher  um  weniger  als 

r/'  +  ^(|/o~-l). 
Nuu  ist  aber 

lim  yq     =  1 , 
also 


lim 


und  daher  q"-^^  =  (^"5'. 

Dieser  Schluß  kommt  sehr  häufig  vor.  Man  weiß,  daß  zwei  Zahlen  sich 
um  weniger  als  iv^  unterscheiden,  und  außerdem  konstatiert  man,  daß 
lim  iv,i  =  0  ist.  Daraus  folgert  man ,  daß  die  betrachteten  Zahlen  gleich 
sind.  Wären  sie  nämlich  um  £  verschieden  («  ^  0),  so  hätte  man  beständig 
Wu  ^  £ ,  Während  doch  wegen  lim  'W^  =  0  fast  alle  tVn  kleiner  als  £  sein 
müssen. 

Nachdem  wir  die  Formel  q"  +  ^  =  q''^q''  bewiesen  haben,  können  wir  zeigen, 
daß  die  Leibnizsche  Logarithmica 

2j  =  aq'^ 

wirklich  die  Eigenschaft  hat,  die  Leibniz  von  ihr  fordert,  daß  sie  also  jeder 
arithmetischen  Abszissenreihe  eine  geometrische  Ordiuatenreihe  zuordnet. 
Es  entsprechen  nämlich  den  Abszissen 

X,    X  +  hj    X  +  2/^,   •  •  • 
die  Ordinaten 


aq"" 

=  ^> 

aq"" 

+  h 

=  aq' 

g''  = 

yq\ 

aq- 

+  2/1 

=  aq' 

+  !.qh 

=  y{q'?, 
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Eine  dritte  Eigenschaft  von  q^-  ist  diese: 

Wenn  a;  nach  Null  konvergiert*],  strebt  q'^  dem  Grenzwert  1  zu. 

Fast  alle  Werte  von  x  liegen  im  Falle  lima?  =  0  zwischen  —  -^  und  --, 
also  fast  alle  Werte  von  q^  zwischen 


d.  h.  zwischen 
Wegen 


q    2"  und  q2"^ , 
1  :  yq   und    yq. 

2"  /  2"„' 

lim]/g  =  1    und  limll  :  j/^ 


können  wir  n  so  wählen,  daß  q  2"  und  q2''>  zwischen  1  —  e  und  1  +  £ 
fallen.  Es  unterscheiden  sich  also  fast  alle  5^  von  1  um  weniger  als  e,  wie 
man  auch  die  positive  Zahl  e  gewählt  hat.  Dieser  Tatbestand  wird  aber 
durch  lim  q^=  1  ausgedrückt. 

Es  ist  jetzt  leicht,  folgenden  allgemeineren  Satz  zu  beweisen. 

Wenn  l\mu  =  Xj  so  ist  limq"  =  q^  . 

Setzt  man  u  =  x  -\~  h,   so  ist  lim  Ji  =  0  und  lim  5''  =  1,  also 

lim  q"  =  lim  [q'^q''}  =  q""  lim  (/''  =  5^. 

Diese  Eigenschaft,  daß  g^'  nach  5^  konvergiert,  wenn  u  nach  x  konvergiert, 
nennt  man  die  Stetigkeit  von  q^. 

Was  wird  aus  5^  ,  wenn  x  über  alle  Grenzen  wächst**)?  Wir  wissen,  daß 
Vvmq"  =  CO  ist  [n  =  1,  2,  3,  •  •  ■).  Wird  uns  also  eine  beliebige  Zahl  G 
vorgelegt,  so  ist  bei  passender  Wahl  von  n 

q">G. 

Wegen  limx  =  00  übertreffen  aber  fast  alle  x  diese  Zahl  n  und  daher  sind 
fast  alle  5-'  größer  als  q",  also  auch  größer  als   G. 
Was  wird  aus  q^  im  Falle  lim  j-  =  —  00  ?     Da 

ist,  so  hat  man 
nnd 


Da  nämlich  lim  (—  x)  =  00  ist,  wird  lim  ry-  ^  =  co,  also  lim  (1  :  q- ^:  =  0 
(vgl.  S.  40j. 

Wir  wollen  jetzt  eine  vierte  Eigenschaft  von  5^  behandeln,  die  sich 
kurz  so  ausdrücken  läßt: 


q' 

'q- 

-  X 

=  r~' 

= 

1 

r/ 

1 

q-- 

lim 

r/ 

= 

lim 

q-^ 

= 

0 

*)  d.  h.  irgend  eine  Folge  mit  dem  Grenzwert  Xull  durchläuft. 
**   Wir  denken  uns,  daß  x  eine  Fol^e  mit  dem  Grenzwert  00  durchläuft. 
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q''  nimmt  jeden  positiven  Wert  an. 

Wir  wissen,  daß  cf  immer  positiv  ist.  Es  fragt  sich  nun,  ob  q^-  die 
positiven  Werte  erschöpft. 

Nehmen  wir  an,  die  positive  Zahl  y  gehöre  nicht  zu  den  Werten  von  q' . 
Setzen  wir  dann  für  x  eine  dyadische  Zahl  9^-ter  Klasse  ein,  so  wird  g^  ent- 
weder kleiner  oder  größer  als  ?/.     Beide  Fälle   treten  wirklich  ein.     Durch- 

12       3 
läuft  nämlich  x  die  Werte  — ,  — -,  — ,   •••,    so  wird  lim  g^  =  oo,    durch- 

12  3 

läuft  es  die  Werte   —  — ,  —  — ,   —  — ,   •••,  so  wird  lim  q^  =  0. 

Es  gibt  also  sicher  dyadische  Zahlen  72-ter  Klasse,  die  g^  kleiner  als  y 
machen,  und  ebenso  solche,  die  g-^  größer  als  y  machen.  Jede  Zahl  der 
ersten  Art  ist  kleiner  als  jede  der  zweiten  Art  (weil  q^  bei  wachsendem  x 
zunimmt).     Deshalb   muß   unter   den  Zahlen   der   ersten  Art  eine   größte  x^ 

vorhanden  sein ,  und  x'^,  =  Xu  +  ^  ist  dann  die  kleinste  Zahl  der  zweiten 
Art.     Ferner  ist  offenbar 

Xn  '^Xn  +  \  <C  ^'h  +  1  ^  x',  , 

d.  h.  a^i,  Xi,  0^3,  •••  ist  eine  aufsteigende  und  iCi,  x'i^  x'z^  •■■  eine  ab- 
steigende Folge.  Beide  Folgen  sind  beschränkt,  weil  jedes  Xn  kleiner  als 
jedes  x'a  ist.  Es  existiert  also  (vgl.  §.  5)  lim  x.,i  und  lim  x'i .  Beide  Grenz- 
werte sind  überdies  gleich;  denn  aus 

^''  =  ^"  +  ^ 
folgt 

lim  ,r',  =  lim  x„  -|-  lim  — -  =  lim  x^. 

Setzen  wir  nun 

lim  Xn  =  lim  x'a  =  x , 
so  ist  leicht  zu  zeigen,  daß 

q'  =  y 

ist,  daß  also  y  doch  zu  den  Werten  von  q^  gehört,  gegen  die  Voraussetzung. 
Man  hat  nämlich 

q"<y<q", 

also 

lim  q"""  ^y  ^  lim  g"""  . 
Da  andererseits  wegen  der  Stetigkeit  von  q^ 

lim  q^"  =  lim  q'^"  =  (f 
ist,  so  folgt 

r  =  V' 

Jede  positive  Zahl  y  läßt  sich  also  in  der  Form  5^  darstellen,  und  wir 
können  hinzufügen,  daß  dies  nur  auf  eine  Weise  möglich  ist.  Ist  nämlich 
X  ^  x\  so  ist  auch  (f  ^  q^' . 
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Wir  wollen  dieses  Resultat  benutzea,  um  die  Gleichung  der  Leibnizschen 
Logarithmica  zu  vereinfachen.  Verschieben  wir  den  Anfangspunkt  des  Achsen- 
systems auf  der  .-r- Achse  um  die  Strecke  c,  so  ändern  sich  alle  Abszissen 
um  denselben  Betrag.  Die  neue  Abszisse  j:  steht  zu  der  alten  x  in  der 
Beziehung 

x^jc-\-c. 

Die  Gleichung  der  Logarithmica 

7j  =  aq^ 
verwandelt  sich  in 

y  =  aff  +  ''  =  aq^q^. 

Wie  wir  aus  dem  Obigen  wissen,  läßt  sich  c  so  wählen,  daß 

1 

q'  =  — 

ist,  also  aq'^  =  1.  Dann  lautet  aber  die  Gleichung  der  Logarithmica  y  =  q'^. 
Der  Faktor  a  ist  gleich  1  geworden. 

Wir  können  dieses  Resultat  auch  so  aussprechen.  Die  Kurve  y  =  aq^ 
läßt  sich  durch  eine  Parallelverschiebung  in  Richtung  der  a:;-Achse 
mit  der  Kurve  y  =  q^  zur  Deckung  bringen. 

Bisher  haben  wir  immer  angenommen,  daß  q  '^  1  ist.  Wendet  man  auf 
den  Fall  0  <;^  g  <^  1  die  Leibnizsche  Konstruktion  an,  so  kommt  eine 
Kurve  heraus,  die  aus 


all 
\<1 


durch  Herumklappen  um  die  y-Achse  entsteht.     Dies  bedeutet,  daß 

1 


ist.  Aus  diesem  Zusammenhang  ergibt  sich,  daß  q^  (im  Falle  0  <^q  <ll) 
bei  wachsendem  x  abnimmt.  Im  Übrigen  aber  gelten  dieselben  Eigenschaften 
wie  im  Falle  g  ^  1. 

Für  5'  =  1  ist  q^'  immer  gleich  1. 

Zum  Schluß  seien  noch  zwei  Eigenschaften  von  g^  erwähnt,  die  sich 
sofort  unter  Benutzung  der  Stetigkeit  beweisen  lassen. 

Wenn  q  und  q'  positive  Zahlen  sind,  so  gilt  die  Gleichung 

{qq'Y  =  q'q'\ 
Für  dyadische  Werte  von  x  ergibt  sich  dies  aus 

Wenn  x  nicht  dyadisch  ist,  so  seien  Xn  und  x'^  die  beiden  einschließenden 
dyadischen  Zahlen  ?^-ter  Klasse.  Dann  ist  lim  x^  =  x  und  daher  wegen 
der  Stetigkeit 

{qq;Y  =  lim  [qq'f"  , 

5-  =  limg""", 

q'^  =  lim  q  ^'"- . 
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Da  nun  die  Gleichung 

besteht,  so  ist  auch 

lim  [qq'f"  =  lim  q"""  lim  q''' ,  d.  h.   (qq')''  ==  q'^q''^. 

Wenn  x  ^  0  ist  und  0  <^  «  <:^  &,  so  gilt  die  Ungleichung 

«'■  <  ö-^ 

Man  setze,  um  das  zu  erkennen,  b  =  aq  und  benutze,  daß 

b^  =  «■'■  q- 

ist.     Da  q^  1,  so  ist  5*  >>  1,  also  «^^-^  ]>  «^  und  daher  b'''^  a^. 
Jetzt  beweisen  wir  noch,  daß 

[q-y  =  q-y 

ist.     Wir  schließen  x  zwischen  zwei  dyadische  Zahlen  72-ter  Klasse  x,i  und 
x'n  ein,  ebenso  y  zwischen  zwei  dyadische  Zahlen  ?i-ter  Klasse:  ?/,<  und  ?/',. 
Dann  liegt  q^  zwischen 

q^"  und  (f"  , 
mithin  (g^)^  zwischen 

[q'-y  und  (5*»)^ 

(g-^")'^  liegt  nun  wieder  zwischen 

[q^'^Y"  und  [q^'Y'' 

und   (g"*")-'  zwischen 

(g^'f  -  und  i/'Y"- 

Sicher  liegt  also  [q^yj  zwischen  dem  größten  und  kleinsten  unter  den 
vier  Werten 

{^q^nfn^     (^q^u/n^     (^fn^     i/,^^ .  , 

Da  für  dyadische  x^  y  die  Gleichung  [q^-yj  =  q^'J  richtig  ist,  so  können 
wir  auch  sagen,  daß  [q^y  zwischen  dem  größten  und  kleinsten  unter  den 
vier  Werten 

enthalten  ist.     Diese  konvergieren  aber,  da 

lim  {x„y„)  =  lim  [x„y'„)  =  lim  {x'ny,i]  =  lim  {x'^yu)  =  ^y, 
alle  nach  q'^y.     Folglich  ist  auch  {q'^jy  =  q'^y. 

§  20.     Die  Logarithmen. 

Wenn  q  eine  positive  Zahl,  aber  nicht  gerade  gleich  1  ist,  so  nimmt  q'' 
jeden  positiven  Wert  an,  und  zwar  jeden  nur  einmal  (vgl.  §  19).  Jede  posi- 
tive Zahl  y  läßt  sich  also  in  der  Form  q"-  schreiben,  und  zwar  nur  auf  eine 
Weise.     Wenn 

y  =  q^ 
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ist,    so   nennt   man  x  den  Logarithmus  von  y  zur  Basis  q  und  schreibt 
X  =  Log  y. 


Aus. 

^xj  +  a...  __  qx^gr.■, 

folgt,  daß 

Log  (?/i  7/2)  =  Log  2/1  +  Log  ?/2  , 

aus 

(7-  =  (g-)", 

daß 

Log  ?/"  =  u  Log  ?/ 

ist. 

"Wenn  5^1  ist,  so  wächst  y  =  q^  bei  zunehmendem  x.  Daraus  ergibt 
sich,  daß  Log  y  bei  zunehmendem  y  wächst.  Wir  wissen,  daß  ftir  lim  x  =  00 
auch  lim  y  =  00  wird,    für  lim  .r  =  —  00  dagegen  lim  y  =0.     Es  ist  also 

lim  Log  ?/  =  00     für     lim  ?/  =  00 
und 

lim  Log  y  =  —  00     für     lim  y  =  0. 

Log?/  hat  wie  q^  die  Eigenschaft  der  Stetigkeit,  d.  h.  wenn  lim?/;,  =  y 
ist  {y  >  0),  so  ist  gleichzeitig 

lim  Log  y„  =  Log  y. 

Es  ist  mit  andern  Worten 

lim  Log  y,.  =  Log  lim  y,,. 

Man  braucht  nur  zu  zeigen,  daß  die  Werte 

Xn  =  Log?/,,  (??,  =  !,  2,  3,  .  .  .) 

fast  alle  zwischen  x  —  e  und  x  -\-  e  liegen,  wobei  x  =  Log  y  ist. 

Ist   Xn'^X  —  6  (^  iC  +  £  ,    so    muß 

q-n^q^-^-^q:c  +  .) 
sein,  d.  h. 

Vn  -^yq-'i^ycf). 

Kun  liegen  aber  wegen  lim  ?/„  =  y  fast  alle  ?/„  zwischen  ?/5~'  und  yq'. 
Mithin  liegen  auch  fast  alle  .r,,  zwischen  x  —  £  und  x  -\-  s. 

Aus  der  Stetigkeit  des  Logarithmus  läßt  sich  leicht  die  Stetigkeit  von 
x^  beweisen,  wo  k  eine  gegebene  Zahl  ist  und  x  nur  positive  Werte  an- 
nimmt.    Man  hat  nämlich 

X^'  =  (^LogajÄ  __  qkljosx^ 

Ist  lim  x„  =  a:  0>  0),  so  wird 

lim  (/.-  Log  x„)  ==  k  Log  x 
und  daher 

lim  xit  =  q^  ^°s  2;  :^=^  x^. 
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Wenn  lim  oc,,  =  0  ist  (aber  immer  x,,  >>  0),  so  wird  lim  Log  x„  =  —  oo, 
also 

lim  [k  Log  .X;,)  =  —  oo     oder     lim  (A-  Log  x,,)  =  +  oo, 

je  nachdem  /.•  >>  0  oder  A-  <^  0  ist.     Im  ersten  Falle  ergibt  sich 

lim  x\  =  lim  (l  ^'^ '"  =  0 ,  (/.•  >  0) 

im  zweiten 

lim  xl  =  lim  ^'■^°^""  =  oo.  {k  <  0) 

Im  Falle  A-  =  0  ist  .r''  ^  (f  =  1  und   daher   auch  lim  x,',  =  1. 
Die  Logarithmen  zur  Basis  e  (vgl.  §  7)  heißen  natürliche  Logarithmen. 
Zu  ihrer  Bezeichnung  benutzt  man  das  Symbol  log  (mit  einem  kleinen  /).    Aus 


Mgif 


y 


folgt 

Log?/-  log  ry  =  log?/, 
also 

Log^  =  |^. 
'^  -^       log  g 

Man  erhält  also  aus  dem  natürlichen  Logarithmus  den  Logarithmus  zur  Basis  q, 
indem  man  mit 

1 
logr/ 

multipliziert.  Diesen  Faktor,  der  die  natürlichen  Logarithmen  in  die  Loga- 
rithmen zur  Basis  g  verwandelt,  nennt  man  den  Modul  der  Logarithmen  zur 
Basis  q.  Der  Modul  der  Logarithmen  zur  Basis  10,  die  man  gewöhnlich  be- 
nutzt, ist  hiernach  gleich  1  :  log  10. 

j_ 
§  21.     Grenzwert  von  (1  +.rj'',  wenn  x  nach  Null  konvergiert. 

./:  konvergiere  durch  positive  Werte  nach  Null.     Durchläuft  es  dabei  die 

Folge  1,  — ,    y,    ^,  •••,    so  wird 


lim (1  +  r) ^  =  lim  j  1  +  —  j  =  e. 


Es  wird  sich  zeigen,  daß  auch  dann  noch  e  herauskommt,  wenn  x  durch 
beliebige  positive  Werte  nach  Null  konvergiert. 

Man  suche  in  der  Folge  1 ,  -^ ,  ^ ,  ■  ■  ■    die  beiden   Glieder  — ,      ZiTT 
auf,  die  x  einschließen,  so  daß 

n-\-  1  —  n 

ist.     Dann  hat  man 
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7^  +  1  —  n 

und  (vgl.  S.  63) 

1  \^ 


(i+,Tiirs(i+-)^<(i+i)' 


Ferner  ist  wegen  n  <i  —  ^  w  +  1 


{^^i^M^-^^:^ 


and 

1  \"  +  ^ 


Es  gelten  also  sicher  die  Ungleichungen 


oder 


Bei  nach  Null  konvergierendem a;  ist  nun  \\mn  =  co  und  daher  konvergieren 
die  einschließenden  Werte  beide  nach  e  (vgl.  §  8).     Folglich  ist  auch 

j_ 

lim  (1  +  a;)  -^  =  e . 

Konvergiert  x  von  der  negativen  Seite  nach  Null,  so  setze  man 

1 


l-{-x. 


1  +  x' 
Dann  ist  a:'  ^  0 ,    lim  x  ==  0 ,    und  man  hat 

(1  +  x)^  = ^  =  (1  +  x'Y^ 

(1  +  x'Y 

=  \{i  +  xri    . 

Fast  alle  (1  +  .x')^'  liegen  zwischen  e ^   und  e  +  — ,   also  fast  alle 

(1  +  x)*   zwischen 

/  c  \^  +  -^'  /  £  \i+«' 
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Diese  Werte  sind  aber,    da  sie  für  iima;'=  0  nach 

,__   und  e  +  - 

konvergieren,   fast   alle   zwischen  e  —  £  und  e  -j-  e  enthalten.     Dasselbe  gilt 

folglich  von   fast  allen  (1  +  x)-"  ,  d.  h.  es  ist  lim(l  +  a;)^  =  e. 

Konvergiert  x{^0)    in  irgend    einer  Weise  nach  Null*),  so  ist 

auch  dann  noch  lim  (1  +  .r)^  =  e.  Sollte  x  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  negativen  (positiven)  Werten  annehmen,  so  folgt  der  Satz  aus  dem  Obigen 
(unter  Berücksichtigung  von  Nr.  3  in  §  8).     Wird   x  unendlich  oft   negativ 

und  unendlich  oft  positiv,  so  haben  die  (1  +  x)^  mit  positivem  x  den  Grenz- 
wert e,    ebenso   die   mit  negativem  x,    und   nach   Nr.  4   und    5  in   §  8    ist 

j_ 

dann  der  Grenzwert  aller  (1+a")^   ebenfalls  gleich  e. 
Im  Anschluß  hieran  läßt  sich  sehr  leicht 

lim(l  +Ä;a;)^ 

bestimmen.     Es  ist  nämlich  im  Falle  k  ^  0 

-        f  — l ' 

(1  H-Zca;)^  =  1(1  +  kx)'''^]  =  uK 

Da  nun  lim  [kx]  =  0,  so  ist 

lim  u  =  lim  (1  +  kx)''  ^  =  e , 

also  (wegen  der  Stetigkeit  von  u'') 

\\mti''=  e'^, 
d.  h. 

lim(l  +/,;rr)^=  eK 
Für  Ä'  =  0  gilt  diese  Formel  auch  noch,  weil 


ist. 


1^  = 

=  1 

und 

eO  = 

1 

Folg 

e  1, 

1 

1 

durchlaufen. 

so 

ergibt 

sich 

lim 

1  + 

nf 

=  e''- 

{n  = 

1, 

2,  3, 

...) 

*)  d.  h.  durchläuft  x  irgend  eine  Folge  mit  dem  Grenzwert  Null. 

5* 
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§  22.      Grenzwert  von  (a^ —  1)  :x^  wenn  x  nach  Null  konvergiert. 

Es  sei  «  ^  0  und  lima;  =0.     Dann  hat  man  (vgl.  §  19) 

lima^=  1 . 

Unter  a  verstehen  wir  eine  gegebene  positive  Zahl. 
Ist  a  =  1 ,  so  wird 

=  0 ,    also   auch  lim =  0 . 

X  X 

Wenn  a  von  1  verschieden,  so  setze  man 

Dann  ist  ?/  <  0  und  lim?/  =  0.     Ferner  wird 

X  log«  =  ]og(l  +  ?/), 
also 

a^ — 1  2/ log«     log« 


X  log(l  +  2/)  (  il 

Aus  §  21  wissen  wir,  daß 

lim(l  -^y)y=  e 
ist.     Feiner  wissen  wir,  daß  der  Logarithmus  die  Eigenschaft  der  Stetigkeit 

hat.     Es  folgt  deshalb  aus  limll -] j    =e 

lim  log  ||l  +  -^j''f  =  löge  =  1, 
und  daher  ist 

lim =  log«  .  (limic  =  0,  a;  <  0) 

Diese  Formel  stimmt  auch  im  Falle  a  =  li,  weil  log  1  =  0  ist. 

Läßt  man  x  die  Folge  1,  — -,  — ,  -^,  •    •   durchlaufen,  so  ergibt  sich 


\vk- 


lim  2"  \ya—  1\  =  log  a. 

Wenn  man  also  aus  a  n-mal  die  Quadratwurzel  zieht,  sie  um  1  ver- 
mindert und  diese  Differenz  ?2^mal  verdoppelt,  so  erhält  man  bei  sehr  großem 
n  einen  guten  Näherungswert  für  loga.  Dies  ist  aber  eine  sehr  unbequeme 
Methode  zur  Berechnung  von  log«.  Wir  werden  später  viel  bessere  kennen 
lernen. 

Im  Anschluß  an  die  Limesformel  für  log«  wollen  wir  folgende  Aufgabe 
behandeln. 
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Oi,  a^,  ■■■,   dp  seien   positive  Zahlen,     x   sei   von  Null  verschieden  und 
konvergiere  nach  Null.     Wir  fragen  nach 


im  /«T  +  «2  H h  ap\  - 


lim 
Setzen  wir 

«1  —  1        ,  ,  «p  —  1 

— -—  =  log  «1  +  fi ,  •  •  • ,  -^— -  =  loga^  +  £p, 

X  -X 

so  konvergieren  e^ ,  •  •  • ,  e^,  nach  Null.      Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich 
aber 

^  l  p  1  ' 

wobei 

_  €i  H h  gp 

^  —  ) 

P 
also  lim  £  =  0  ist. 

Führen  wir  die  Abkürzung 

log  («1  •  •  •  cip)    ,  ,     // , 

P'--\-£   =  log]/«!   ■  .  .    «p  +   £  =  W 


P 

ein,  so  wird 


|a,+  -+3>|  _  (^  _^  ^^^^,  _  l(,  _^  ^^)., 


Da  nun 

lim  z^  =  logy^i  ■  ■  ■  ttp 
und 

lim  [xu)  =  0 
ist,  so  haben  wir 

_}_ 
\imw  =  lim(l  +a;z<)*^'*  =  e, 
mithin 

lim  log  IV  =  1 . 
Es  folgt  hieraus 

p, 

lim  [u  log  i^)  =  log]/ai  •  •  ■  a^ 
und 

p. 

lim  w»  =  lime«  i°s?c  =  i/a^  ...  « 

d.h. 

1 


^.^|aT  +  «2+---4-^j^^  ^^^-^-— -^  ^j.^^  =  0,  2;  ^  0) 


70  Erstes  Kapitel. 

Was  wird  wohl  aus 


P  I 


wenn  wir  x  nach  oo  konvergieren  lassen? 

Wir  können  annehmen,  daß  die  a  absteigend  geordnet  sind: 

tti,   «2,    ••■,    tt};  mögen   gleich  a^  sein,    die   übrigen  a  aber   kleiner   als  «j. 


Setzen  wir 


^/.-M,      •••,     —  =  ^^' 


«1 


so  sind  die  b  kleiner  als  1. 
Nun  ist 


ich_±_^^t_i±A\' =  /«i(^  +  ^>f+i-i [-b;)Y 


±J^±l^^^tJi\'=a.v 


'  P 

Beachtet  man,  daß 

lim  6^  o.  1  =  •  ■  •  =  lim  b 


hm  V  =;  lim  '  ^ 


also 


ist,  so  folgt 

log  ! 

lim  r"  =  lim  e-^         =  gO  =  l  ^ 
mithin 


i 


limT'^"^   ' 31^     =a,.  (lima:  =  oo) 


«1  -4-  «2  +  ■  •  •  +  öp 


konvergiert   also    im  Falle  lim  x  =  oo  nach    d( 


P 
größten  unter  den  Werten  ö^,  «2)   ••'  (^p- 

Der  Fall  lim  x  =  —  oo   läßt   sich    auf  den  soeben  behandelten  zurück- 
führen.    Man  setzt  x  =  —  x'.     Dann  ist  lim  x'  =  oo  und  man  hat 


/af +  4+    ••+<)" 


/  «1      +  «2      -r  •  •  •  +  öp     \ 
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Der  Grenzwert   des  Nenners   wird   — ;    denn  —   ist   der    größte   unter   den 

^        -^                   1  ^p  ^p 

Werten  — ,    — ,     •  •  • , Man  hat  also 

J_ 

lim  1      ^      ^ j  ""  ^P '  ^       a;  =  —  oo) 

d.  h.  r'  "^  "''  ^  '~  ^A   konvergiert  im  Falle  lim  2;  =  —  00  nach 


/«T  +  «2  + 


dem  kleinsten  unter  den  Werten  a^,  a^^ 


Wir   können  jetzt  über   den   Ausdruck  P  ^      ^1    folgendes 

aussagen :  ^ 

1.  Für  limx  =  —  00  wird  er  gleich  dem  kleinsten  unter  den  Werten 

2,  Für  X  =  —  1  stellt  er  das  harmonische  Mittel  zwischen  ihnen  dar. 
Setzt  man  nämlich 


«/  +  «2^H ha,>  \  ^ _^ 


so  ist 


a        p  V«!       «2  ^pl 


also  —  das  arithmetische  Mittel  zwischen  — ,    — ,    -  ■  • ,  — ,    d.  h.  a  das 

a  «1       «2  «P 

harmonische  Mittel  zwischen  a^,  a-i,  .  .  . ,  üp. 

3.  Für  limx  =  0  geht  unser  Ausdruck,   wie  wii-  zeigten,    in  das  geo- 
metrische Mittel  zwischen  «i,  «2?  •  •  -5  (^p  über,  nämlich  in  ya^,  a^  ...  üp. 

«1  +  «2  +  ■  •  ■  +  %' 

4.  Für  x=l  gibt  er  das  arithmetische  Mittel  ■ —  • 

5.  Für    lim  x  =  00    wird    er   gleich   dem   größten   unter    den   Werten 

«1,   «27   •  • -j   ^P- 
Da  offenbar 

«T  +  «2  +    •  •  +  öp  zwischen  pal  und  pa^  , 


also 


liegt,  so  ist 


«1  +  «2  +   ■  •  •  +  «p  .      ,  X  ,       X 

zwischen  «i  und  a^ 


«i+«2H ha'" 


I   zwischen  Cfj   und  a^ 


p 


\  P 

enthalten.  Der  Ausdruck  stellt  also  immer  ein  Mittel  zwischen  «i  und  üp 
dar,  und  wie  wir  später  sehen  werden,  läßt  sich  durch  passende  Wahl  von 
X  jedes  Mittel  zwischen  a^  und  ttp  aus  ihm  gewinnen. 
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§  23.     Aufgabe. 


a  sei  größer  als  1  und 


/- 


und 


u,,  =  2'M]/ä—  l). 

Es  soll  bewiesen  werden,  daß  ii^,  U2,  ^^3,  .  •  •  eine  absteigende  Folge 
ist,  daß  also  die  Ungleichung  ti„  4. 1  <^  71,^  gilt. 

Nachdem  dies  gezeigt  ist,  kann  man  nach  §  5  schließen,  daß  lim  u^ 
existiert.     Die  Folge  ist  nämlich  beschränkt,  weil  alle  u    positiv  sind. 

Jetzt  entnimmt  man  aus  der  obigen  Gleichung 

log  a  =  2"  log  (1  +  1^)  =  Un  log  {(1  +  2.-«)}^. 
uA 

Da  lim  v,i  =  lim  u,)  lim  —  =  0  ist,  folgt  hieraus : 

lim  u„  =^  log  a . 

Im  Falle  0  ■<  a  ><  1  durchläuft  u„  ebenfalls  eine  absteigende  Folge. 
Sie  ist  beschränkt,  wie  der  Leser  leicht  beweisen  wird.  Das  Weitere  geht 
so  wie  vorhin. 

§  24.     Cauchys  Kriterium  für  die  Existenz  eines  Grenzwertes. 

Cauchy  hat  ein  Kriterium  angegeben,  das  darüber  entscheidet,  ob  eine 
Folge  2(i,  U2,  Uzi  ■••  einem  eigentlichen,  d.  h.  endlichen  Grenzwert  zustrebt 
oder  nicht,  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  ob  die  Folge  konvergent  ist 
oder  nicht. 

Wir  wissen,  was  die  Formel 

lim  Un  =  u 

bedeutet.  Sie  sagt  aus,  daß  bei  jeder  £- Probe  fast  alle  u.i  dem  u  treu 
bleiben.  Da  diese  getreuen  u,,  von  u  um  weniger  als  £  abweichen,  so  difl'erieren 
sie  paarweise  um  weniger  als  2e 

Daraus  läßt  sich  folgende  Eigenschaft  der  konvergenten  Folgen  entnehmen. 

Unter  den  Gliedern  einer  konvergenten  Folge  herrscht  Ein- 
mütigkeit. Wird  irgend  eine  positive  Zahl  ö  vorgelegt,  so  braucht  nur 
eine  endliche  Anzahl  rebellischer  Glieder  beseitigt  zu  werden,  um  alle  vor- 
handenen Differenzen  unter  ö  herabzudrücken. 

Wenn  nun  umgekehrt  eine  Folge  u^  ,  u^,  W3,  •••  die  hier  angegebene 
Eigenschaft  besitzt,  so  läßt  sich  zeigen,  daß  lim  u-,  existiert. 

Um  dies  zu  beweisen,  ist  es  zweckmäßig  von  einer  Verallgemeinerung  des 
Limesbegriffs  auszugehen,  die  schon  bei  Cauchy  zu  finden  ist. 
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Wir  nennen  u  einen  Häufungswert  der  Folge  ^^l,  W2,  M3,  •••,  wenn 
bei  jeder  £ -Probe  unendlich  viele  Un  dem  u  treu  bleiben,  d.  b.  wenn  es 
unendlich  viele  u^  gibt,  die  von  u  um  weniger  als  «  abweichen.  Es  wird 
hier  nicht,  wie  beim  Grenzwert,  verlangt,  daß  bei  jeder  £-Probe  fast  alle  Ua 
dem  u  treu  bleiben,  sondern  nur,  daß  unendlich  viele  getreue  M;,  übrig  bleiben. 
Es  kann  also  unendlich  viele  abtrünnige  u,t  geben. 

Es  ist  zweckmäßig  auch  00  und  —  00  als  un  eigentliche  Häufungswerte 
zuzulassen.  00  ist  ein  Häufungswert  der  Folge  u^^  ^<2,  ?^3,  •••,  wenn  jede 
Zahl  von  unendlich  vielen  u,^  übertroflfen  wird,  und  —  00  ist  ein  Häufungs- 
wert, wenn  jede  Zahl  von  unendlich  vielen  Un  untertroffeu  wird. 

Jetzt  können  wir  folgenden  Satz  (von  Weierstraß)  beweisen:  Jede  Folge 
hat  mindesteus  einen  Häufungswert. 

Ist  —  00  kein  Häufungswert,  so  gibt  es  eine  Zahl  A ,  die  nur  von  endlich 
vielen  Ua  untertroffen  wird. 

Zeigen  alle  Zahlen  gegenüber  der  Folge  dasselbe  Verhalten  wie  A^  so  ist 
00  ein  Häufungswert,  und  zwar  der  einzige.  Nimmt  man  nämlich  irgend  eine 
Zahl  u  und  ein  positives  e ,  so  sind  nur  endlich  viele  ?/„  kleiner  als  u-\-  e^ 
d.  h.  bei  der  «-Probe  werden  fast  alle  Un.  dem  u  untreu,  u  ist  also  kein 
Häufungswert. 

Soll  00  nicht  der  einzige  Häufungswert  sein,  so  muß  es  eine  Zahl  B  geben, 
die  sich  anders  gegen  die  Folge  verhält  wie  A,  die  also  von  unendlich  vielen 
y^,  untertroffen  wird.  Betrachten  wir  nun  alle  dyadischen  Zahlen  |J-ter  Klasse, 
d.  h.  alle  Zahlen  von  der  Form 

A  (A:  =  0,   ±1,  ±2,...), 

so  gibt  es  unter  ihnen  solche,  die  sich  wie  A  und  solche,  die  sich  wie  B 
verhalten.  Unter  denen,  die  sich  wie  A  verhalten,  gibt  es  eine  größte,  die 
wir  mit  Ap  bezeichnen. 

Offenbar  ist  A,  A\,  J2,  •••  eine  aufsteigende  Folge*),  und  diese  Folge 
ist  beschränkt,  weil  Ap  kleiner  als  B  sein  muß.  Nach  §  5  existiert  also 
lim  Ap  =  A' . 

Dieses  A  ist  ein  Häufungswert.  Ap  sollte  die  größte  dyadische  ZahljJ-ter 
Klasse  sein,  die   nur   von    endlich  vielen  u^   untertroffen  wird.     Daher  wird 

Ap  +  — -  schon   von   unendlich   vielen   u,,  untertroffen.     Unendlich  viele  Un 

genügen  also  den  Ungleichungen 

Ap  ^  u,,  <CAp+~. 
'^p 

Wählt  man  ^  so  groß,  daß  Ap   uud  Ap  +  — ^  von  A  um  weniger  als  € 

abweichen  (e  ^  0),  so  werden  auch  unendlich  viele  u^  diese  Eigenschaft  haben. 
Daraus  ersieht  man,  daß  A  ein  Häufungswert  ist. 

Jetzt  wollen  wir  noch  zeigen,  daß  J.'  der  kleinste  Häufungswert  ist.  Ist 
A'  <;  J.',  so  wird  bei  passender  Wahl  von  'p  auch  A'  «<  Ap   sein.    Da  nun 


*)  Eine  dyadische  Zahl  p-ter  Klasse  gehört  zugleich  der  (^4-l)-ten  und  allen 
folgenden  Klassen  an. 
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fast  alle  u,,  größer  oder  gleich  Ap  sind,  so  kann  Ä'  kein  Häufongswert  sein. 
Machen  wir  nämlich  die  f-Probe  mit  e  ==^  A^,  —  Ä\  so  werden  fast  alle  w„ 
abtrünnig,  während  doch  einem  Häufungswert  immer  unendlich  viele  Un  treu 
bleiben  müssen. 

Aus  dem  Obigen  geht  hervor,  daß  jede  Folge  einen  kleinsten  Häufungs- 
wert   besitzt.     Dieser  ist   entweder  —  oo   oder  oo   oder   eine   endliche  Zahl. 

Ebenso  läßt  sich  zeigen,  daß  jede  Folge  einen  größten  Häufungswert  hat. 
Dieser  ist  entweder  oo  oder  —  oo  oder  eine  endliche  Zahl. 

Am  ärmsten  an  Häufungswerten  sind  diejenigen  Folgen,  die  nur  einen 
Häufungswert  besitzen,  der  dann  gleichzeitig  der  gi-ößte  und  der  kleinste 
Häufungswert  ist. 

Es  gibt  auch  Folgen,  die  den  denkbar  größten  Reichtum  an  Häufungs- 
werten haben,  für  die  nämlich  jede  Zahl  ein  Häufungswert  ist.  Von  dieser 
Art  ist  die  Folge 

0    1    -1    J-    A    __!    _A    Jl    A    _i.    _A  ... 

'       '  '     2  '     1  '  2  '  1  '     3  '     1  '  3  '  1  '        ' 


in  der  alle  Fiationalzahlen  vorkommen.  Sie  sind  so  aufgeschrieben,  daß  die  Brüche 
1  2  n—1  1  2  n—1 


«'??,—  !'       '       n     ''  w  '         ?^  —  1 '        '  n 

zusammenstehen.  Unter  ihnen  sind  jedesmal  noch  diejenigen  gestrichen,  die 
sich  kürzen  lassen. 

Für  die  Folge  der  sämtlichen  Rationalzahlen  ist  jede  Zahl  u  ein  Häufungs- 
wert. Denn  es  liegen  zwischen  u  —  e  und  w  -{-  £  immer  unendlich  viele 
Rationalzahlen,  wie  man  auch  das  positive  £  wählt. 

Wir  wollen  nun  zu  den  Folgen  ?<i ,  u^^  u^^  ■  ■  ■  zurückkehren ,  die  nur 
einen  Häufungswert  haben. 

Ist  dieser  einzige  Häufungswert  eine  endliche  Zahl  u  und  nimmt  man 
irgend  ein  positives  t ,  so  liegen  fast  alle  Glieder  der  Folge  zwischen  u  —  e 
und  ti  +  6.  Gäbe  es  nämlich  unendlich  viele  ^^;, ,  die  größer  oder  gleich  u  -\-  s 
sind,  so  bildeten  sie  eine  Teilfolge  i([,  u'i^  u'-^^---.  Diese  hätte  nach  dem 
Weierstraßschen  Satze  mindestens  einen  Häufungswert,  der  aber  sicher  von 
u  verschieden  ist,  da  alle  w',  von  u  wenigstens  um  £  abweichen.  Nun  geht 
aus  der  Definition  des  Häufungswertes  unmittelbar  hervor,  daß  jeder 
Häufungswert  einer  Teilfolge  auch  ein  Häufungswert  der  ganzen 
Folge  ist.  Die  ganze  Folge  hätte  also  noch  einen  von  u  verschiedenen 
Häufongswert,  gegen  die  Voraussetzung.  Ebenso  kann  es  nicht  unendlich 
viele  u,i  geben ,  die  kleiner  oder  gleich  u  —  ^  sind.  Es  liegen  also  in  der 
Tat  fast  alle  n„  zwischen  u  —  ^  und  ?^  +  £,  Avie  man  auch  das  positive  £ 
wählt,  und  dies  bedeutet,  daß  lim  w„  =  u  ist. 

Hat  die  Folge  u,, ,  ^«2  >  ?'3 ,  •  ■  •  nur  den  Häufungswert  oo ,  so  konvergiert 
sie  nach  oo.  Jede  Zahl  a  wird  von  fast  allen  u„  übertroflfen.  Gäbe  es  nämlich 
unendlich  viele  u^^  die  kleiner  oder  gleich  a  sind,  so  bildeten  sie  eine  Teil- 
folge W|,  u'i,  ^^3,  ■  ■  ■.  Da  kein  u'„  größer  als  a  ist,  kann  oo  kein  Häufungs- 
wert von  w'i ,  2/9 ,  w'^ ,  •••  sein.  Diese  Folge  muß  aber  nachdem  Weierstraßschen 
Satze  mindestens  einen  Häufungswert  haben,  und  er  wäre  zugleich  ein  Häufungs- 
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wert    der   ganzen   Folge,    die    doch    andererseits    nur   den   Häufungswert   oo 
haben  soll. 

Ebenso  zeigt  man,  daß  eine  Folge,  die  nur  den  Häufungswert  —  cx)  besitzt, 
nach   —  oo  konvergiert. 

Es  gilt  also  folgender  Satz: 

Hat  eine  Folge  nur  einen  Häufungswert,  so  konvergiert  sie 
nach  ihm.  Er  ist  ihr  eigentlicher  oder  uneigentlicher  Grenzwert, 
je  nachdem  er  endlich  oder  unendlich  ist. 

Auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  ist  richtig: 

Hat  eine  Folge  einen  (eigentlichen  oder  uneigentlichen)  Grenzwert, 
so  ist  er  ihr  einziger  Häufungswert. 

Daß  ein  Grenzwert  stets  ein  Häufungswert  ist,  beruht  darauf,  daß  „fast 
alle"  immer  „unendlich  viele"  sind.  Wir  müssen  nur  zeigen,  daß  er  keinen 
anderu  Häufungswert  neben  sich  duldet. 

Alle  Zahlen,  die  von  der  endlichen  Zahl  u  um  weniger  als  €  (^  0)  ab- 
weichen, bilden,  so  Avollen  wir  sagen,  eine  Umgebung  von  u.  Alle  Zahlen, 
die  grußer  als  eine  Zahl  a  sind,  bilden  eine  Umgebung  von  oo,  alle  Zahlen 
die  kleiner  als  a  sind,  eine  Umgebung  von  —  oo.  In  Fig.  17  sind  diese 
Umgebungen  durch  starke  Linien  angedeutet. 

I  


a. 

Fiff.  17. 


Die  Limesrelation  läßt  sich  unter  Benutzung  dieses  Begriffs  der  Umgebung 
kurz  so  ausdrücken: 

In  jeder  Umgebung  des  Grenzwertes  liegen  fast  alle  Glieder 
der  Folge. 

Ebenso  bequem  läßt  sich  sagen,  was  ein  Häufungswert  ist. 

In  jeder  Umgebung  eines  Häufungswertes  liegen  uuendlicli  viele 
Glieder  der  Folge. 

Jetzt  brauchen  wir  nur  noch  folgende  Bemerkung: 

Zu  zwei  verschiedenen  Werten  lassen  sich  Umgebungen  kon- 
struieren,  die  keinen  Punkt  gemein  haben. 

Das  sieht  man  aus  Fig.  18. 

Hiernach  ist  es  ohne  weiteres  klar,  daß  ein  Grenzwert  keinen  andern 
iHäufungswert  neben  sich  duldet.  Konstruieren  wir  für  den  Grenzwert  und 
'für  einen  davon  verschiedenen  W^ert  Umgebungen,  die  ganz  getrennt  liegen,  so 
verschlingt  die  Umgebung  des  Grenzwertes  fast  alle  Glieder  der  Folge.  Es 
bleiben  daher  für  die  andere  Umgebung  nur  endlich  viele  solche  Glieder  übrig, 
während  doch  ein  Häufungswert  für  jede  Umgebung  von  sich  unendlich  viele 
Glieder  der  Folge  beansprucht. 
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Folgen  mit  einem  (eigentlichen  oder  uneigentliclien)  Grenzwert  und 
Folgen  mit  einem  einzigen  Häufungswert  sind  also  ein  und  dasselbe. 

Jetzt  ist  es  leicht,  den  zweiten  Teil  des  C  auchy  sehen  Kriteriums  zu  beweisen. 

Wenn  eine  Folge  einen  eigentlichen  Grenzwert  hat,  so  läßt  sich,  wie  wir 
wissen,  durch  Unterdrückung  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  be- 
wii-ken,  daß  die  Differenzen  zwischen  den  übrigen  kleiner  als  ö  sind,  und 
zwar  gelingt  dies  für  jedes  positive  d.  Das  wra-  der  erste  Teil  des  C  auchy  sehen 
Kriteriums. 

Der  zweite  Teil  ist  die  Umkehrung  des  ersten:  Wenn  es  für  jedes  positive 
d  durch  Beseitigung  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  gelingt,  die  Differenzen 
zwischen  den  übrigen  unter  ö  herabzudrücken,  so  hat  die  Folge  einen  eigent- 
lichen Grenzwert. 

Kehmen  wir  an,  die  Folge  hätte  zwei  Häufungswerte.  Dann  lassen  sich 
für  diese  Häufungswerte  Umgebungen  konstruieren,  die  ganz  getrennt  liegen 
.  (vgl.  Fig.  18;,    und  offen- 

^  ^  ^/  bar   kann    man   ein   posi- 

tives ö  so  wählen,  daß 
,  ,_,    ,  .  .  .  oo     J^*^®  ^^^^  ^^^'  einen  Um- 

u  cf  gebung  von  jeder  Zahl  der 

anderen     Umgebung     um 

c^o  •  .  .  „ I  .    I  [       mehr  als  o  abweicht.    In 

^         w  Fig.  18   ist  ein  solches  d 

Fig.  18.  angedeutet.      Da   es   sich 

um  zwei  Häuf ungs werte 
der  Folge  z<i,  «^o?  ^'3?  •"■  handelt,  liegen  sowohl  in  der  einen  als  auch  in 
der  andern  Umgebung  unendlich  viele  u„.  Daran  ändert  sich  nichts,  wenn 
man  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  unterdrückt.  Es  läßt  sich  also  durch 
dieses  Verfahren  nie  erreichen,  daß  die  Differenzen  zwischen  den  übrig  ge- 
bliebenen Gliedern  kleiner  als  d  sind.  Dies  widerspricht  aber  unserer  Voraus- 
setzung. 

Wir  wissen  jetzt  schon,  daß  die  Folge  nur  einen  Häufungswert  hat. 
Es  fehlt  noch  der  Nachweis ,  daß  er  von  —  co  und  oo  verschieden  ist. 
Nach  Beseitigung  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  differieren  die  übrigen 
um  weniger  als  Ö,  sie  liegen  also,  wenn  wir  eins  von  ihnen,  etwa  Uy,  heraus- 
greifen, alle  zwischen  u,.  —  e  und  ity-\-€.  Daraus  ersehen  wir,  daß  u, — e 
nur  von  endlich  vielen  u^  untertroffen ,  und  u,.  +  £  nur  von  endlich  vielen 
u,i  übertroffen  wird.  Dann  kann  aber  weder  —  oo  noch  oo  ein  Häufungs- 
wert der  Folge  sein. 

Die  notwendige  und  hinreichende  oder,  wie  man  kürzer  zu  sagen  pflegt, 
charakteristische  Bedingung  für  die  Existenz  eines  eigentlichen  Grenzwertes 
ist  also  die  Möglichkeit,  durch  Beseitigung  endlich  vieler  Glieder  die  Diffe- 
renzen zwischen  den  übrigen  unter  jedes  beliebige  positive  d  herabzudrücken. 

Ist  unter  den  Indizes  der  unterdrückten  Glieder  /."  der  größte,  so  werden 
wir  auch  durch  Beseitigung  der  sämtlichen  k  ersten  Glieder  erreichen, 
daß  die  Glieder  des  Restes*)  um  weniger  als  d  differieren. 

Dai-aus  ergibt  sich  folgende  Formulierung  des  C  auchy  sehen  Kriteriums: 


nennen  wir  einen  Rest  von  ui,  u-2,  u^, 


1  und  u 

+  1 

liegt, 

1 

und 

u  + 

1 

liegt, 

1 

und 

M  + 

1 
T 

liegt, 
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Die  Folge  u^^  u^^  2/3,  •••  ist  dann  und  nur  dann  konvergent, 
wenn  es  zu  jedem  positiven  6  einen  Rest  M/.  +  i,  ^^/c  +  2J  •••  gibt, 
dessen  Glieder  paarweise  um  weniger  als  6  differieren. 

§  25.     Die  Häufungswerte  als  Grenzwerte  von  Teilfolgen. 

u  sei  ein  eigentlicher  Häufungswert  der  Folge  u^^  u^^  %,  ...     In  jeder 
Uuigebung  von  u  gibt  es  also  unendlich  viele  u^. 
Nun  sei 

u'\  das  erste  «;, ,  das  zwischen  11 
u'-2  das  zweite  z<;,,  das  zwischen  u  — 

u'i  das  dritte  w„,    das  zwischen  u 

usw.     Dann  ist,  wie  der  Leser  sich  leicht  klar  machen  wird,  w',  u'^.,  u's,   ■■■ 
eine  Teilfolge  von  Uy^  u-^  u-i,   ■■•.     Wir  haben  es  nämlich  so  eingerichtet, 
daß  u'u  + 1  in  der  Folge  Mj  ,  U2,  W3 ,   •  •  •   sicher  hinter  u'n  steht. 
Aus 

u <"  u'u  <Zu  -\ 

?^    ^  n 

folgt  aber 

lim  u'n  =  u . 

u  ist  also  der  Grenzwert  einer  Teilfolge. 

Ganz  ähnlich  kann  man  es  bei  den  uneigentlichen  Häufungswerten  00 
und  —  00  machen. 

Ist  z.  B.  CO  ein  Häufungswert  von  «/j,  u^.,  W3,  •••,  so  gibt  es  in  jeder 
Umgebung  von  00  unendlich  viele  u„.  Ist  u\,  das  p-te  w„,  das  größer  als 
p  ist,  so  stellt  u[^  u'i^  u'i^  ■•■  eine  Teilfolge  von  w^,  Mo,  ^<3,  •■•  dar,  die 
nach  00  konvergiert. 

Jeder  Häufungswert  wird  also  zum  Grenzwert,  wenn  man  in 
der  Folge  geeignete  Streichungen  vornimmt. 

Z.  B.  hat  die  Folge 

1_1        2_2        3_3 

T'       Y'  T'   ~"T'  T'   ~"4'  ■■■' 

deren   (27^ — l)-tes  Glied und  deren  2n-iQ%  Glied lautet, 

die  beiden  Häufungs werte  1  und  —  1.      Oflfenbar   ist   1    der  Grenzwert   von 
12        3  12  3 

Y '    T  '    ^ '  •  •  •  ^^^<^  —  1  *^er  Grenzwert  von  —  y ,    —  y ,    —  "^ »    •  • '  • 

§  26.     Caueiiys  allgemeines  Konvergenzkriterium  für  unendliche 
Reihen. 

Die  unendliche  Reihe  w^  +  ^2  +  ^^3  +  ■  •  ■  teißt,  wie  wir  wissen,  kon- 
vergent, wenn  die  Folge  ihrer  Fartialsummen 

«1  =  Wl ,       «2  =  «<1  +  «<2  3       53  =  Ml  +  Z^2  H-  ^3  ,    •  •  • 
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konvergent  ist,  d.  h.  einem  eigentlichen  Grenzwert  s  zustrebt.  5  nennt  man 
die  Summe  der  Reihe. 

Auf  Grund  des  Cauchyschen  Kriteriums  in  §  24  können  wii-  folgendes 
sagen: 

Die  Reihe  ist  dann  und  nur  dann  konvergent,  wenn  es  zu  jedem  positiven 
ö  einen  Index  ^9  gibt,  so  daß  Sp ,  5p +i,  Sp  +  2>  •••  paarweise  um  weniger 
als  d  differieren. 

Die  Differenzen 

5^  +  1     —    5/;,  S/;+2    —    S/O        ••' 

sind  aber  nichts  anderes  als  die  Partialsummen  der  Reihe 

die  man  einen  Rest  von  u^  +  «^2  +  ^3  +  *  •  •  nennt. 

Es  gilt  also  für  unendliche  Reihen  folgendes  Kriterium  (man  nennt  es 
das  allgemeine  Cauchysche  Konvergenzkriterium  : 

Eine  unendliche  Reihe  ist  dann  und  nur  dann  konvergent, 
wenn  die  Partialsummen  fast  aller  ihrer  Reste  absolut  genommen 
kleiner  als  d  sind,  wie  auch  das  positive  3  gewählt  sein  mag. 

Der  Leser  erinnere  sich,  daß  ..fast  alle"  soviel  bedeutet  wie  „alle  mit 
einer  endlichen  Anzahl  von  Ausnahmen". 

Aus  dem  allgemeinen  Cauchyschen  Konvergenzkriterium  ergibt  sich  als 
spezielle  Folgerung,  daß  bei  einer  konvergenten  Reihe  die  Anfangsglieder 
fast  aller  Reste,  d.  h.  fast  alle  Glieder  der  Reihe,  absolut  genommen  kleiner 
als  0  sein  müssen.  Die  Glieder  der  Reihe  bilden  demnach  eine  Folge  mit 
dem  Grenzwert  Null. 

lim  ?^,  =  0  ist  also  eine  notwendige  Bedinguog  für  die  Konvergenz 
der  Reihe  ?/i  +  ^2  +  W3  +  •  •  • . 

Deshalb  ist  z.  B.  die  Reihe  1  —  1  +  1  —  !  +  •••   divergent. 

\imUn  =  0   ist   aber    keine    hinreichende  Konvergenzbedingung.      Wir 

wissen  z.B.,  daß  die  harmonische  Reihe  1+-^  +  ^+  •••  divergent  ist, 
obwohl  sie  der  Bedingung  lim  u,^  =  0  genügt. 

§  27.     Sätze  über  unendliche  Reihen. 
Die  Formel 

5  =  «1  +  W2  +  W3  H 

sagt  aus,  daß  die  Reihe  ti^ -\- u^  +  u^ -\-  ■  ■  ■  konvergent  ist  und  die  Summe   i 
s  hat.     Sie  ist  nur  ein  anderer  Ausdruck  für  die  Limesrelation 

s  =  lim  [ui  -f-  ?<2  -[-  . . .  -|-  u,,) , 

und  zwar  handelt  es  sich  hier  um  einen  eigentlichen  (d.  h.  endlichen)  Grenz- 
wert. 

1.  Wenn  s  =  u^  +  u<^  _i_  ^/^  _i_  . . .  ^nd  t  =  i\  +  v^  +  ^'3  +  •  •  •  ist, 
so  folgt 

S-^t  =  U^-\-V^-\-  z/2  +  Vi  +  Z/3  +  ^'3  H ■ 
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Man  hat  nämlich 

lim  {iq  +  t\  +  •••-{-  Un  - 1  +  ^'»  - 1  +  u,,) 
=  lim  {2ii  -|-  . . .  -f-  u,^)  -|-  lim  {i\  4-  ■  •  •  +  f  ^^  _ , )  =  s  -}-  t 
und 

lim  {Ui  +  'i'i  +  •  •  •  +  Un  -\-  i\i) 
=  lim  (wj  +  •  •  •  +  li,,)  +  lim  [vi  +  •  •  •  +  Vn)  =  s  ~{-  t. 

Bezeichnet  man  die  Partialsummen  der  Reihe  Ui  +  Vi  +  W2  +  ^2  +  •  •  • 
mit  Sij  S2,  S^j  ■••,  so  besagen  die  obigen  Limesrelationen,  daß  sowohl 
Si,  S^,  S--,,  ■  ■  •  als  auch  ^2 ,  Ä'4 ,  Sq,  ■  ■  ■  dem  Grenzwert  s  +  ^  zustrebt. 
Dann  gilt  aber  (vgl.  §  8,  Nr.  5)  dasselbe  von  Si,  82,  A3,  •••,  d.  h.  es  ist 
lim  S„  =  s  -\-  t  oder,  anders  geschrieben,  «^i  +  ?'i  +  ^2  +  '^2  +  •  •  •  =  5  +  t. 

2.  Wenn  s  =  ii^  -\-  Ui  +  W3  +  •  •  • ,  so  ist  auch 

as  =  at(i  4-  ««2  +  ^^'3  +  •  ■  • 
{a  eine  beliebige  Zahl). 
Aus 

lim(?/i  +  •  •  •  +  ^l,|)  =  s 

folgt  nämlich  (vgl.  §  8,  Nr.  8) 

lim  [aui  +  •  •  •  +  a2i„)  =  as. 

Der  Leser  beweise  nun,  daß  aus 

s  =  iq  +  ^^2  +  z/ß  +  •  •  •    und   t  =  i\  +  r-i  +  ^3  +  •  ■  • 
stets 

as  -\-bt  =  a u^  ~{-  bi\-\-  a u^  -{-  h  f^  -\-  •  ■  ■ 
folgt. 

Hiernach  ist  also  z.  B. 

s  —  t  =  u^  —  Ty  +  1(2  —  r^  +  ih  —  rg  H 

3.  Wenn 

S  =  U^  +  U^  -1-  Z/3  +  •     • 

ist,  so  ist  auch 

«  =  (wi  H h  «.0  +  («^..  +  1 H V  «..•.)  +  (?<...>+!  H h  ?^J  H . 

(«1  <  "2  <  '^3  <  •  •  •) 

Bezeichnen  wir  die  n-i^  Partialsumme  von  11^  +  ^'2  +  ^'3  +  •  ■ '  '^it  *»> 
so  lauten  die  Partialsummen  der  zweiten  Reihe 

^"U      ^"2?      ^'(3)       ■   ■  ■   • 

Das  ist  eine  Teilfolge  von  .Sj ,  §2  >  *3  ?   •  •  •  ?  konvergiert  also  ebenfalls  nach  s. 
Die  ümkehrung  des  obigen  Satzes  gilt  nicht  immer.     Z.  B.  hat  man 

0  =  (1-1)  +  (1-1)  +  (1-1)+---, 
jedoch  keineswegs 

0  =  l_i  +  i_i  +  i_i+  ..., 
weil  die  rechte  Seite  divergent  ist. 
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Man  darf  aber  in  der  Formel 

s  =  (wi  H r  u.,)  +  (^^a+i  H h  u,,;}  +  (M;,2+i  H h  ^,,3)  +  •  •  • 

eine  endliche  Anzahl  von  Klammern  ruhig  fortlassen.  In  der  Folge  der 
Partialsummen  treten  dabei  nur  endlich  viele  Glieder  neu  hinzu.  Die  Folge 
konvergiert  also  immer  noch  nach  s  (vgl.  §  8,  Nr.  3). 

Klammern,  in  denen  lauter  positive  oder  lauter  negative  Glieder 
stehen,  darf  man  stets  fortlassen,  auch  unendlich  viele  solche 
Klammern.  Der  Erfolg  ist  nämlich  der,  daß  sich  zwischen  zwei  aufeinander- 
folgende Partialsummen  s^—i  und  s,,  neue  einschieben,  deren  Werte  zwischen 
s„-i  und  s„  liegen.  Wenn  nun  fast  alle  s„  zwischen  5  —  e  und  5  +  £  liegen, 
so  werden  auch  fast  alle  eingeschobenen  Partialsummen  diese  Eigenschaft 
besitzen,     s  bleibt  also  der  Grenzwert  der  Partialsummen. 

4.  Aus 

S  =  Z/i  +  1(2  +  ?^3  +   •  •  •  • 

folgt 

Uo  +  s  =  ?^o  +  «1  +  "2  H-  •  •  • , 
weil 

lim  (z<o -r  ?'i  H hw„_i)=  z<o  +  Hm  (wj  H hu„-\)  =  «^o-f  s. 

Insbesondere  ist 

S  —  lli=  —  zii  +  Wi  -I-  2(2  +  u-i  H 

=  {—  «1  -r  wi  +  ^h)  +  «3  H =  ii2  +  i(-3-\ j 

ferner 

5  —  U^  —  ifo  =  ?'3  +  ?'4  +    •  •  ■  . 

Alle  Reste  einer  konvergenten  Reihe  sind  also  ebenfalls  kon- 
vergent, und  wenn  man  bei  einer  Reihe  einen  konvergenten  Rest 
nachweisen  kann,  so  ist  die  Konvergenz  der  Reihe  gesichert. 

5.  Wenn 

und  u[,  u'2,  ■•■,  ?(',,  eine  Permutation  von  ?^i,  ?^2>  ^'^^  '^p  ist?  so  ist 
auch 

5  =  W'l  +  ?<2  H 1-  l('p  +  Wp  +  1  +  Up  +  2+   ■  ■■■ 

Durch  die  ümrangierung  der  p  ersten  Glieder  werden  nämlich  nur  die 
p  ersten  Partialsummen  berührt.  Die  übrigen  Partialsummen  bleiben  un- 
geändert.     s  bleibt  also  der  Grenzwert  der  Partialsummen. 

Solche  ümordnungen  der  Glieder,  die  sich  nur  auf  die  2)  ersten  beziehen, 
darf  man  also  bei  einer  konvergenten  Reihe  immer  vornehmen,  ohne  daß  die 
Konvergenz  aufhört  oder  die  Summe  sich  ändert. 

Andere  ümordnungen  der  Glieder  können  manchmal  die  Summe  ändern 
oder  die  Konvergenz  ganz  aufheben. 

Als  Beispiel  diene  die  Reihe 

1-^  +  ^-^-.... 
2     '     3         4    ' 

Sie  ist  konvergent.     Man  hat  nämlich 
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und 

Daraus  ersieht  man,  daß  5^,53,55,  •  •  •  eine  absteigende  und  ^2,  54,  Sg,  •  •  • 
eine  aufsteigende  Folge  ist.  Beide  Folgen  sind  beschränkt,  weil  52,,  kleiner 
als  S2n-i,  also  erst  recht  S2<C^2ii-i  und  So^  <C -Si-  Es  existieren  also 
lims2;,  _i  und  limS2/c     Beide  Grenzwerte  sind  aber  gleich,  weil 

1 
2n 

ist.    In  Fig.  19    sind   die  Partialsummen   der  Reihe    geometrisch  dargestellt. 
s,i  schwankt  bei  zunehmendem  ?^  nach 

links  und   rechts.     Die  Schwankungen      ~  ^^     "^^    ^^7^ ^77" 

werden  aber  beständig  kleiner  und  sin-  2     '/■     o    3 

ken    unter   jede    Grenze    herab.      Auf  Fig- 19. 

diese   Weise    kommt   lim  5;,  zu  Staude. 

Nun  wollen  wir  zeigen,  daß  sich  durch  eine  passende  Umordnung  die 
Summe  der  Reihe  beliebig  ändern  läßt.  Dabei  stützen  wir  uns  auf  die  Divergenz 
der  Reihe 

1         1 

'  +  T  +  T+--- 

I       Daraus  folgt  (vgl.  Nr.  2)  die  Divergenz  von 
und  hieraus  die  von 

vgl.  S.  12).     Auch  alle  Reste  dieser  Reihen  sind  also  divergent. 

Um  das  Folgende  als  richtig  zu  erkennen,  braucht  der  Leser  nur  zu  be- 
denken, daß  es  bei  einer  divergenten  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern 
beliebig  große  Partialsummen  gibt  (vgl.  S.  12). 

Nun  sei  K  irgend  eine  positive  Zahl  (oder  die  Null).  Dann  gibt  es  in 
:1er  Reihe 


3ine  erste  Partialsumme 


^4i=l  +  4-  + 


3  ^        ^  2a, -1' 
größer  als  K: 
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und  in 

l  +  i  +  -e-+- 

eine  erste  Partialsumme 

^i  =  T  +  T+'"  +  26^' 

größer  als  A^  —  K: 

Ferner  gibt  es  in  der  Reihe 

1.1, 


2ai+l        2«i+3 
eine  erste  Partialsumme 

1  1 


Ä,= 


^         2«!+  1  "^         "^2^2  —  1' 


größer  als  B^  —  [A^  —  K) : 


A,  -  7,-^  ^B,-A,-{-K<A, 


und  in 

1  1 


26i+2    '    2/;i  +  4 
eine  erste  Partialsumme 

größer  als  -dj  —  (A  —  .zti  +  ^): 

A  -  ^  ^^2  -  A  +  A  -  I^<  S2 

usf. 

Es  ergibt  sich  aus  dem  Obigen 

TT  =  ^1  —  A  -f  ^2  —  ^2  +  •  •  • 
Unsere  Ungleichungen  lehren  nämlich,  daß 

k<:a,-^k+     ^ 


2ai  — 1' 
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ist  usw.     Da  «1  <C  «2  <C  •  •  •   und  &i  •<  ^2  <C  •  •  •  »  so  folgt 

lim  {Äi—Bi-\ h  Än-i  —  5„_i  -H  ^0  =  K 

und 

lim  (A  —  ^1  H h  A,  —  Bn)  =  K. 

Dann  ist  aber  A^  —  B^-\-  A^  —  ^2  +  •  •  •  =  K,  und  wir  dürfen  schließlich 
noch  (vgl.  Nr.  3)  die  einzelnen  A  und  B  in  ihre  positiven  Summanden  auf- 
lösen,   so    daß   Ai  —  Bi-i~  A-,  —  B.2  +  ■  ■  ■    aus    1 ^  +  -^ L  _j_  . . . 

dui-ch  Umordnung  der  Glieder  entstanden  ist. 

Wird   eine   negative  Zahl  K  (oder   die  Zahl  0)  vorgelegt,    so  suchen  wir 

in    n~  +  rr+  ■■■   ^^^  e,vBte  Partialsumme  B^,  die  größer  als  — K  ist: 

darauf  in  1  +  —  +  —  +•  •    die   erste   Partialsumme  J.2 ,    die   größer   als 

Bi  —  ( —  K)  ist,  usf.  Dann  ist  X  =  —  i>i  +  ^2  —  -^2  +  •  •  •  und,  wenn 
man  die  A  und  B  in  ihre  positiven  Bestandteile  auflöst,  hat  man  wieder  eine 

Reihe,  die  aus  1 ^  +  "5 Ä~  ~^  ' ' '  *^urch  Umordnung  der  Glieder  ent- 
steht.                            J         d         4  111 

Man  kann  also  der  Reihe  1 9"  +  "^ T  ~^  '''  *^urch  ge- 
eignete Umordnung  der  Glieder  jede  beliebige  Summe  verschaffen. 
Endlich  viele  Zahlen  dürfen  wir  in  jeder  beliebigen  Reihenfolge  summieren 
und  erhalten  immer  dieselbe  Summe  (Kommutativgesetz  der  Addition).  Bei 
einer  unendlichen  Reihe  aber  kann,  wie  das  obige  Beispiel  zeigt,  die  Reihen- 
folge der  Glieder  die  Summe  beeinflussen.  Man  muß  sich  deshalb  hüten, 
Eigenschaften  endlicher  Reihen  ohne  weiteres  auf  unendliche  zu 
tibertragen. 

Jetzt  wollen  wir  noch  zeigen,  daß  man  der  Reihe  1 j- +  •  •  • 

durch  geeignete  Umordnung  der  Glieder  überhaupt  die  Konvergenz  rauben 
kann.     Dazu  führt  z.  B.  folgendes  Verfahren. 

Wir  wählen  in  ^  +  "5~  +  r   +  •  ■  •   e^ue  Partialsumme 
^1=1  +  - 


'    2«!  — 1' 
die  größer  als  1  ist,  ebenso  in    «  +-:j-+    ■•   eine  Partialsumme 

die  grölier  als  1  ist,  ebenso  in  ^^  +  5^+    ' '  ""d  in  ^^ 

+  -g  ,      .    .  +  •  •  •  +  Partialsummen  A2  bezw.  B2,  die  größer  als  1  sind,  usf. 

6* 
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Dann  ist  A^  —  Bi-{- Ä^  —  B.2+  ■  ■  ■  divergent,  weil  alle  Glieder  absolut  ge- 
nommen größer  als  1  sind,  während  die  Glieder  einer  konvergenten  Reihe  dem 
Grenzwert  Null  zustreben  (vgl.  S.  78).  Die  Eeihe  ^i  —  i?i  +  ^2  —  A  +  •  •  • 
bleibt  auch  divergent,  wenn  wir  die  Ä,  B  in  ihre  positiven  Bestandteile  auf- 
lösen  (vgl.  Nr.  3).     Dann  haben  wir  aber   eine   divergente   Reihe,    die   aus 

1 ] \-  -  ■  •   durch  Umordnung  der  Glieder  entsteht. 


§  28.     Die  alternierenden  Beihen. 

Man  nennt  eine  Reihe  alteruierend,  wenn  ihre  Glieder  abwechselnd 
positiv  und  negativ  sind.     Eine  solche  Reihe  hat  also  die  Form 

Ol  —  «2  +  «'s  —  «-1  H , 

wo  alle  ttji  positiv  sind.  Von  dieser  Art  war  die  Reihe  1 ö  +  q Z  "^  '  '  ' ' 

die  wir  in  §  27  betrachteten. 

Bei  einer  alternierenden  Reihe  bilden  die  Partialsummen  eine  oszillierende 
Folge,  d.  h.  5-2  ist  kleiner  als  Sj,  53  wieder  größer  als  §2)  *4  kleiner  als  53  usw. 

Wenn  außerdem 

«1  >  «2  >  %  >  •    ■ 
ist,  so  nehmen  die  Oszillationen  beständig  ab,  und  die  Partialsummen  liegen 
so  zueinander,  wie  Fig.  19  auf  S.  81  es  andeutet. 

Nun  hat  Leibniz  folgenden  Satz  bewiesen: 

Eine  alternierende  Reihe  mit  abnehmenden  Gliedern  ist  kon- 
vergent, wenn  die  Glieder  den  Grenzwert  Null  haben. 

Bei  einer  alternierenden  Reihe  mit  abnehmenden  Gliedern  ist  also  lima„=0 
nicht  bloß  eine  notwendige,  sondern  auch  eine  hinreichende  Konvergenz- 
bedingung. 

Aus  Fig.  19  ersieht  man,  daß  «1,53,55,  •••  eine  absteigende  und  52,54, 5ß,-- 
eine  aufsteigende  Folge  ist.  Beide  Folgen  sind  überdies  beschränkt.  Also 
existieren  lim52„_i  und  lim  S2„-  Die  Reihe  ist  dann  \mä  nur  dann  konver- 
gent, wenn 

lim  52 n  =  lim  52m -1 
ist,  d.  h. 

0  =  lim  S2„-i  —  lim  S2„.  =  lim  «2i(  =  0, 

mithin  auch  lim  «2«-!  =  lim-SiM-i  —  liin52„_2  =  0. 

Bei  jeder  alternierenden  Reihe  mit  abnehmenden  Gliedern  existiert 

hm 

n 

Der  Leser  wird  dies  leicht  beweisen  können,  wenn  er  benutzt,  daß  (vgl.  S.  46) 


und 


ist. 


,.      5,  -1-5.}  -I- h52„_i  ,. 

lim =  lim  Sin  - 1 

n 


lim =  hm  52  „ 
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§  29.     Absolut  konvergente  Reihen. 
Wenn  die  Reihe 

|Wll+|«^2|  +  !w3H 

konvergent  ist,  so  ist  auch 

Ui  -h  1(2  -\- U3  -\ 

konvergent. 

Man  kann  dies  mittelst  des  Cauchy sehen  Kriteriums  beweisen.  Man 
braucht  nur  zu  bemerken,  daß 

l'Wfc  +  i  H +  Uk+p\  %  \Uk  +  i\  +  •  •  •  K-+7.I 

ist  (vgl.  S.  19). 

Der  Beweis  läßt  sich  aber  auch  auf  anderm  Wege  führen. 
Setzt  man 

«„  =  L-L— ,        i„  =  L_L__, 

SO  hat  man 

im  Falle  M;,  ^  0:         a,,  =~  |m„|,     5„  =0, 

im  Falle  u,i  f^  0  a,,  =  0     ,     bn  =  |w„|. 

n,,  und  bj,  genügen  also  den  Ungleichungen 

0^a,,^\u.,\,  0^bn%\Un\^ 

und  daraus  folgt,  daß  die  Reihen 

«1  +  «2  +  «:{+••■     und     öl  H-  &2  +  ^3  H 

konvergieren.      Beide  haben  nämlich   die  konvergente   Majorante   \ui\  +  \ii2\ 
-\-'u,\-^...   (vgl.  S.  12). 

Dann  ist  aber  auch  die  Reihe 

(«1  -  bi)  +  («2  -  bi)  +  («3  -  Ö3)  H 

oder 

^(1  -f  «2  +  «3  H 

konvergent  (vgl.  §  27,  Nr.  2). 

Man  nennt  Mi +2<2  +  ^'3  +  •  •  ■  absolut  konvergent,  wenn  |mi|  +  |w2| 
+  1^3]  +  •  ■  •  konvergent  ist. 

Absolut  konvergent  ist  jede  konvergente  Reihe,  die  nur  eine  endliche 
Anzahl  positiver  oder  nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Glieder  aufweist. 
Sind  fast  alle  u„  positiv,  so  ist  bei  genügend  großem  k  die  Reihe  |^^7c  +  l| 
+  !««/.•  + 2'  +  •  •  •  mit  Uk  +  i-{-  Ui:  +  2-h  ■  ■  ■  identisch,  also  konvergent.  Dann 
ist  aber  auch  u^\  +  \u2\  +  •  •  •  konvergent.  Sind  fast  alle  Un  negativ,  so  ist 
bei  genügend  großem  ä;  die  Reihe  |mä  +  i|  +  \uk+2\  +  •  ■  •  n^it  der  konvergenten 
Reihe  —  Uk  +  i  —  Uk  +  2  —  •  •  •  identisch. 

Die  Reihe  1 £^"'"■"0 (-••   ist  konvergent,   aber  nicht  absolut, 

1          1^1^         ^ 
weil  1  +  -^  +  -^-  +  -,+  •••   divergent  ist. 

ii  O  4: 

Wenn  die  Reihe  u^  -\-  U2  +  W3  +  ■■  •  konvergent,  aber  nicht  absolut  kon- 
vergent ist,    so  muß   es   in  ihr  unendlich   viele  positive  und  unendlich  viele 
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negative  Glieder  geben,  o,,  sei  die  Summe  der  positiven  und  r„  die  Summe 
der  negativen  Glieder  unter  den  n  ersten.  Dann  ist  lim  (cr„  —  r„)  gleich  der 
Summe  der  Reihe  Mj  +  ^2  +  ^<3  -f-  •  •  ■•  Wäre  nun  lim  ff«  endlich,  so  müßte 
auch  lim  r„  endlich  sein  und  umgekehrt.  Beide  können  sie  aber  nicht  endlich 
sein,  weil  lim  [a,,  +  r,,)  =  oo  ist.  Also  müssen  lim  On  und  lim  t^  beide 
oo  sein. 

In  einer  konvergenten,  aber  nicht  absolut  konvergenten  Reihe, 
bilden  die  positven  Glieder  für  sich  eine  divergente  Reihe,  ebenso 
die   negativen. 

Jetzt  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  eine  konvergente  Reihe  U]^-\-u^ 
+  W3  +  ---,  die  nicht  absolut  konvergiert,  durch  eine  geeignete 
Umordnung  der  Glieder  jede  beliebige  Summe  erhalten  und  sogar 
ihre  Konvergenz  verlieren  kann. 

^1  >  ^2 )  %  ?  •  ■  ■  seien  die  positiven  und  —h^,  —  ^2 )  —  ^3  ?  " " '  die  negativen 
Glieder  der  Reihe*)  u^  -\-  u^-^-  ti^  +  •  •  •• 

Wir  wollen  aus  ihnen  eine  Reihe  herstellen,  deren  Summe  einen  vor-j 
geschriebenen   Wert   hat.      Das   Verfahren   ist   genau   dasselbe   wie  bei   der 

Beispiel  1 ^  +  ^^ T  ~^  ' '  '•    ^^^  bedienen  uns  aber  jetzt  einer  Ver^ 

^  o  4  ' 

anschaulichung,  durch  die  man  die  Sache  am  besten  verstehen  kann. 

Wir  denken  uns  eine  Wage,    bei  der  eine  Schale  mit  +,  die  andre 
—  markiert  ist. 

Nun  befinde  sich  z.  B.  auf  der  Minus-Schale  das  Gewicht  K.  Dann  legeij 
wir  auf  die  Plus-Schale  der  Reihe  nach  so  viele  von  den  Gewichten  a^^  a^i  a^- 
bis  diese  Schale  eben  das  Übergewicht  hat.  Wurde  zuletzt  üp^  aufgelegt,  sd 
ist  das  Übergewicht  höchstens  gleich  «p,.  Der  zweite  Schritt  besteht  darii 
daß  wir  auf  die  Minus-Schale  nacheinander  so  viele  von  den  Gewichten  \\ 
bo,  Ö3,  •••  werfen,  bis  diese  Schale  eben  das  Übergewicht  bekommt.  Habei 
wir  zuletzt  b,,^  in  die  Schale  geworfen,  so  ist  das  Übergewicht  höchstens  gleiclj 

Wir  legen  auf  die  Plus-Schala 
a^,j  +  2,  •  •  • ,  bis  diese  Schalt 
eben  das  Übergewicht  zurück  erlangt.  Wurde  als  letztes  Gewicht  a^,.,  aufgeleg 
so  ist  das  Übergewicht  höchstens  gleich  a^,.,.  Der  vierte  Schritt  ist  wie  de 
zweite.  Es  werden  nacheinander  so  viele  von  den  Gewichten  b^^  +  i,  ^«1+2' 
in  die  Minus-Schale  geworfen,  bis  diese  eben  das  Übergewicht  hat.  Wurd^ 
zuletzt  bj,^  hineingeworfen,  so  ist  das  Übergewicht  höchstens  gleich  b„.,.  De 
fünfte  Schritt  ist  wieder  wie  der  erste  usf. 

Daß  die  einzelnen  Schritte  sich  ausführen  lassen,   beruht  gerade  auf  de 
Divergenz  der  Reihen  ßi  H-  «2  +  «3  H ,  ^i  +  ^2  +  ^3  H und  ihrer  Rest 

Setzen  wir 

A  =ai-i \-(^pi, 

A  =  ap,  +  x'] http,, 


und 

B,=b,-^ h  ö.„ 

-ß2  =  ^.i  +  lH \-hn,, 


'')  Die  verschwindenden  Glieder  wollen  wir  mit  zu  den  positiven  rechnen. 
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so  entsprechen  den  einzelnen  Schritten    des   obigen  Verfahrens   die  folgenden 
Ungleichungen: 

0  <  -  K-i-Ai  —Bi-\-Ä2^  ttp,, 
-  b,,,  ^  -  K-\-  Ai-B,+A2-B,<  0, 


Da  «1 ,  «2  >  «3  j  •  •  •  und  —  b^,  —b^,  —  Ö3 ,  •  •  •  Glieder  einer  konvergenten 
Reihe  sind,  so  ist  lim  a,i  =  lim  &,,  =  0,  und  daher  haben  auch  die  Folgen 
«PD  cipD  (^P3i  •••  ^^^  ^>n,  b,i^,  ö„3,  •■•  beide  den  Grenzwert  Null,  Die  Wage 
strebt  bei  unserm  Verfahren   der  Gleichgewichtslage   zu,   und   es    ergibt  sich 

-K-i-Ai  -B,+A^-B^-] =0, 

also 

A^-B,-{-A,-B^-\-..=K. 

Wir  dürfen  hier  noch  jedes  A  und  B  in  die  zugehörigen  a  bezw.  b  auflösen 
und  haben  dann  eine  Reihe,  die  aus  ti^  +  ^^2  +  *<3  +  ' "  •  durch  Umordnung 
der  Glieder  entsteht. 

Geht  man  von  einem  Gewicht  K  in  der  Plus-Schale  aus,  so  ergibt  sich 
eine  Reihe  mit  der  Summe  —  K^  die  ebenfalls  aus  Wi  +  ^2  +  W3  -f-  •  ■  •  durch 
Umordnung  der  Glieder  hervorgeht. 

Schließlich  wollen  wir  noch  zeigen,  wie  man  durch  eine  passende  Um- 
ordnung der  Glieder  die  Konvergenz  zerstören  kann. 

Man  schreibt  zuerst  so  viele  positive  Glieder  hin,  daß  die  Summe  größer 
als  1  ist.  Dann  fügt  man  so  viele  negative  Glieder  hinzu,  daß  die  Summe 
der  hingeschriebenen  Glieder  kleiner  als  —  1  wird,  dann  wieder  so  viele  positive, 
daß  sie  größer  als  1  wird,  usw.  Bei  dieser  Anordnung  der  Glieder  wird  aus 
%  +  ?^2  +  ^3  +  ■  ■  ■   ßiue  divergente  Reihe. 

§  30.    Umordnung  der  Glieder  in  einer  absolut  konvergenten  Reihe. 

Wir  wollen  zuerst  eine  konvergente  Reihe  «i  +  «2  +  ^'3  +  •  ■  •  mit  lauter 
positiven  Gliedern  betrachten.  Ihre  Summe  sei  s.  Alle  Partialsummen  der 
Reihe  sind  kleiner  als  s. 

Entsteht  nun  a[  +  «2  +  «3  +  •  •  •  aus  «1  +  «2  +  «3  +  •  •  •  durch  Um- 
ordnung der  Glieder,  so  gibt  es  offenbar  zu  jeder  Partialsumme  von  a'i  -\-  a^ 
-{-  «3  +  ■  •  •   eine  größere  in  «1  +  «o  +  0^3  -f-  •  ■  •  •    Um  zu  bewirken,  daß 

a'l   +  «2  +   •  •  •   +  ßj;    <  «1   +  «2  +    •  •  •   +  «ry 

wird ,  braucht  man  nur  q  so  groß  zu  wählen ,  daß  a'i ,  «o ,  •  •  • ,  CLp  zu  den 
q  ersten  Gliedern  der  Reihe  «j  -{-  a^  -f-  «3  -f-  •  •  •   gehören. 

Die  Partialsummen  von  a[  +  Ö2  +  «3  +  •  •  •  sind  also  sämtlich  kleiner  als 
s.  Daraus  folgt  zunächst  die  Konvergenz  von  «i  +  «i  +  «3  -|-  ■  •  • .  Außer- 
dem aber  folgt,  daß  die  Summe  s'  dieser  Reihe  nicht  größer  als  s  ist,  d.  h. 
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Da  auch  a^  -{-  a^ -\-  a^  -y-  ■  ■  ■    aus  a[  -\-  ai  +  «3  +  •    ■    durch   ümordni 
der  Glieder  entsteht,  so  gilt  ebensogut  die  Ungleichung 


Aus  beiden  Ungleichunoren  folgt  aber 


Bei  einer  konvergenten  Reihe  mit  positiven  Gliedern  ändert  also  eine  Um- 
ordnung  der  Glieder  nichts  an  der  Konvergenz  und  au  der  Summe. 

Ist  nun  Wi  +  «<2  +  ^3  ~i~  •  ■  ■  eine  absolut  konvergente  Reihe,  so  läßt 
sie    sich,    wie   wir   wissen   (vgl,  §  29),   als  Differenz   von   zwei  konvergenten 

Reihen  mit  positiven  Gliedern  darstellen.   Setzt  man  nämlich  a„=—{  Un^-\-ii„), 

1  2 

&„  =  ---(  Un\  —  w«),  SO   sind    «i  +  «2  +  «3  +  •  •  •    und  ^i  +  Z/2  +  &3  +  •  •  • 

konvergente  Reihen  mit  positiven  (oder  wenigstens  nicht  negativen)  Gliedern, 
und  Ui  -f-  ii2  +  ?<3  +  •  •  •   läßt  sich  in  der  Form 

[üy  —  bi)  +  («2  —  Ö2)  +  (fi^s  —  &3)  H 

schreiben.  Jede  Umordnung  der  u,)  kann  man  offenbar  dadurch  herbeiführen, 
daß  man  die  entsprechende  Umordnung  mit  den  «,;  und  zugleich  mit  den 
b;,  vornimmt.  Dabei  bleiben  aber  die  Reihen  a^  +  «2  +  %  +  • "  •  ^^d 
by  -\-  b2  -\~  b^  -{-  ■  ■  ■  konvergent  und  behalten  ihre  Summen.  Dies  gilt  also 
auch  von  der  Reihe 

(«1  —  &i)  +  («2  —  Ö2)  -] =  («1  +  «2  H ^  —  (öl  +  Z/2  H ' . 

Bei  einer  absolut  konvergenten  Reihe  ändert  eine  Umordnung 
der  Glieder  nichts  an  der  Konvergenz  und  an  der  Summe. 

Die  absolut  konvergenten  Reihen  verhalten  sich  also  in  dieser  Beziehung 
genau  so  wie  endliche  Reihen. 

§  31.     Multiplikation  absolut  konvergenter  Reihen. 
Wir  betrachten  zuerst  zwei  konvergente  Reihen  mit  positiven  Gliedern 
^  =  «1  +  Ö'2  +  «3  4-  •  •  •  ,       C*  =  Cl  +  Cv  +  C3  -J-  •  •  ■ . 
Wären  A  und   C  endliche  Reihen,  so  hätte  man 

wobei  rechts  jedes  a  mit  jedem  c  multipliziert  auftritt. 

Wir  werden  nun  zeigen,  daß  diese  Formel  auch  dann  noch  gilt,  wenn  es 
sich  um  unendliche  Reihen  handelt,  und  zwar  um  konvergente  Reihen  mit 
positiven  Gliedern. 

Wir  ordnen  die  Produkte  a,es  in  folgender  Weise  an: 

«iCi,   üiCij   ötoCi,    •••,   aic,(_i,   a2C,i-2,    •••?   a„-iCi---. 

Sobald  r' -\- s' <^  r -{- s  ist,  steht  also  a,.'Cv  vor  a^-Cj.  Ferner  sind  die- 
jenigen Produkte  «iCj,  bei  denen  ?- -{- s  =  n  ist,  nach  wachsendem  r 
rändert. 
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Multipliziert  man 

-4^.  =  «1  +  •  •  •  +  cii,    und      C^  =  ci  +  •  ■  ■  -h  Cp, 
80  ergibt  sich 

Äp  Cp  =  «,  q  +  «1  Co  +  «2^1  n +  (fpGp. 

Auf  der  rechten  Seite  kommen  alle  Produkte  ayCg  vor,  bei  denen  r  +  5^j;  +  1 
ist  und  außerdem  noch  gewisse  andere. 
Nimmt  man  also  in  der  Reihe 

«1  Ci  +  «1  Ca  +  «aCi  +  «1 C3  +  «'2C2  +  «3C1  +  •  •  • 

die  «-te  Partialsumme  5„,  so  wird  bei  genügend  großem  ^j  die  Ungleichung 

Sn<ÄpCp 

bestehen,  also  auch  die  Ungleichung 

Daraus  ersieht  man,  daß  die  Reihe  «jC,  +  «1C2  +  «2C]  +  •  ■  konvergent 
ist  (vgl.  §  6).  Ihre  Summe  heiße  S.  Nach  der  letzten  Ungleichung  ist 
sicher 

Da  das  ausgerechnete  Produkt  ä,^  C„  nur  Glieder  der  Reihe 
^1  Ci  +  «1  C2  +  «2  Ci  +  •  •  • 

enthält,  so  gibt  es  in  dieser  Reihe  eine  Partialsumme  Sg,  die  alle  Glieder 
von  An  C„  enthält  und  daneben  noch  andere,  so  daß  die  Ungleichung 

stattfindet  und  um  so  mehr  die  Ungleichung 

Aus  ihr  läßt  sich  schließen 

AC=  lim  {A,,C„)  -^S. 
Da  nun  S  ^  AC  und  zugleich  AC  ^  S  ist,  so  folgt 

AC=:S, 

d.h. 

(«1  +  «2  +  «3  H )  (ci  +  Co  +  C3  H ) 

=  ttiCi  +  «1C2  +  «2C1  +  «1C3  +  a2C2  +  «3C1  -I 

Auf  der   rechten  Seite   stehen    alle  Produkte,    die  sich  aus  einem  a  und 
;  einem  c  bilden  lassen.     Auf  die  Reihenfolge  dieser  Produkte  kommt  es  nicht 
lan  (vgl.  §  30). 
1       Jetzt  seien 

5 

!  «1  +  W2  +  ^«3  H und     v^  -\- ih  +  i's  +  ■  ■  ■ 

absolut  konvergente  Reihen.     Setzen  wir  (vgl.  §  29) 
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\u.. 

\  +  u. 

\v. 

2 

.1  +  V,. 

\Un 

1  —  Ita 

\Vn 

2 

so  wird 


und 


«^1  +  «2  +  ■  •  •   =  («1  —  ^l)  +  («2  —  ^2) 
^•1  +  t2  +  •  •  •   =  (Cl  -  Ck)  +  (f2  -  f/2) 


«l  +  «2  +  «3  +   •  ■  ■  >  &1  +  ^2  +  ^3  +   •  •  •  , 

Ci  +  Ca  +  C3  H ,         di-\-d2  +  ck-\ , 

sind  konvergente  Reihen  mit  positiven  (oder  wenigstens  nicht  negativen)  Glie- 
dern.    Ihre  Summen  nennen  wir  A,  B^   C,  D.     Dann  ist  nach  dem  Obigen 

ÄC  =  a^  c\  +  «1 C2  +  «2  Ci  +  •  •  • , 
J  jD  =  «1  c?i  4-  «1  d^  +  «2  ^''i  -H  ■  ■  • ' 
J5  C  =  &i  Ci  -{-  öl  C2  +  62  Ci  +  •  •  • , 

BD  =  b^di  +  bid^  +  Z>2f/i  H . 

Daraus  folgt  aber  (vgl.  §  27,  Nr.  2) 
^C—  ^D  —  BC-{-BD  =  («1^1  —  «if/i  —  b^Ci  +  6if/i) 

+  («1 C2  —  ai  f/2  —  &i  C2  +  ^  ^4)  +  («2C1  —  a^di  —  &2C'i  +  &2^i)  +  •  •  • 
oder 

{Ä-B){C-D)  =  {ay-bi){c^-d,)  +  la,-b,){c.,-d^)+{a2-b2){Ci-di)  +  --, 
d.  h. 

(wi  +  W2  4-  «3  H )  [vi  +  t'2  +  ^'3  +  •  •  •) 

=  Ui  Vi  +  iq  V2  +  ^2 ^^1  +  Wi  ^"3  +  W2^'2  -b  U3V1  -i-  ■  ■  ■  . 

Wir  wollen  uns  noch  überzeugen,  daß  die  Reihe  Wi  Vj  +  m^  z?2  +  «<2  ^1  +  " ' " 
absolut  konvergent  ist.     Da 

\u,.\  =  a,-]-b,,         \v^\=Cs  +  ds 

ist,  so  haben  wir  nachzuweisen,  daß  die  Reihe 

(«1  +  öl)  (Cl  +  dl)  +  («1  +  &i)  (C2  +  di)  +  («52  +  &2)  (Cl  +rfl)  +  •  •  • 

konvergiert.     Aus  den  Formeln  für  ÄC,  AD,  BC,  BD  ergibt  sich  aber 
AC-^AD  +  BC+BD  =  [aiCi  +  «1^/1  +  b^c^  +  b^d^) 

+  («1  ^2  +  «1  f/2  +  ^1  ^2  +  bi  d.j,)  +  (r/2f-i  +  «of^l  +  Ö2C1  +  &2^l)  H , 

oder 

(^  +  5)(C+Z))  =  (ai+&i)(Ci+f/l)+(«l+&l)(C2+^2)+(«2+&2)(Cl+^l)  +  -". 

Absolut  konvergente  Reihen  multipliziert  man  also  gerade  so  wie  endliche 
Reihen.  Welche  Anordnung  man  den  Gliedern  der  Produktreihe  gibt,  ist 
wegen  der  absoluten  Konvergenz  dieser  Reihe  gleichgültig. 

Man  hat  den  oben  bewiesenen  Satz  verallgemeinert.  Hertens  hat  ge- 
zeigt (Grelles  Journal,  1875),  daß  man  schon  mit  der  absoluten  Konvergenz 
der  einen  Reihe  auskommt. 
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Daß   konvergente  Reihen   sich  nicht  immer   so   miiltiplizieren   lassen   wie 
absolut  konvergente,  hat  Cauchy  durch  folgendes  Beispiel  bewiesen. 
Er  betrachtet  die  konvergente  Reihe  (vgl.  §  28) 

1  1 1^       J^ 

und  multipliziert  sie  mit  sich  selbst,  wobei  er  so  verfährt,  wie  im  Falle  der 
absoluten  Konvergenz.     Es  ergibt  sich  auf  diese  Weise 

~72~V2       ys      V2^      VS 

Das   ist  aber    eine    divergente  Reihe.     Wäre   sie   nämlich   konvergent, 
so  müßte  auch  die  Reihe 


-fe-^)-(>^ 


ys     y2-2     ys 

konvergieren.     Dazu  wäre  erforderlich 


lim{-^-f  ^ 


Vn-i     y{n- 1)2  y 

Bedenkt  man,  daß 


=)  =  «• 

1  •  nj 


ist*),  so  findet  man 


'  4-..+^i=>:^Sl. 


Vn-l       V{n—1)2                   Vln       n  +  1 
Die  linke  Seite  kann  also  unmöglich  nach  Null  konvergieren. 
Daß  übrigens  die  Reihe  1 =  -j =: =  +  •  •  •  nicht  absolut  kon- 

^  y2     ys     y4 

vergent  ist,  kann  man  leicht  direkt  beweisen.     Man  hat 


1  +    ^^-{ h    ^    >n-    \  =  ^n 

y2                   yn              Vn 

und  daher 

lim/l  +  ^H hi    =  oo- 

\          y2                   ynj 

1+    '^+    '- 

y2     VS 

+  •  •  •   ist  also  divergent. 

*)  Das  geometrische  Mittel  ist  kleiner  als  das  arithmetische. 
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§  32.     Ein  Beispiel  zur  Multiplikation  der  Eeihen. 
Die  geometrische  Reihe 

1  +  X  +  a;2  +  x-^  -I 

ist  absolut  konvergent,  wenn  \x\  <^  1.     Wenn  \x\  ^  1,  so  hat  man 

\x"\  ^  1. 

Es  ist  also  nicht  einmal  die  notwendige  Konvergenzbedingung 

lim  X"  =  0 

erfüllt. 

Im   Falle   |2;|  <^  1   lautet   die   Summe    der  Reihe    1  :  (1  —  r).     Die  n-te 

Partialsumme 

1  —  Xy'  1  X" 

1  +x-i ^  X'-'-i  = = :, 

1  —  X  1  —  x        1  —  x 

konvergiert  nämlich,  weil  lim  x'"-  =  0  ist,  nach  1  :  (1  —  x). 
Nach  §  31  ist  nun  (für  \x\  <  1) 

__L__  =  a^oc  +  x^+-..){i-i-x  +  x'^+...) 

gleich  einer  Reihe  mit  folgenden  Gliedern 

1,   X,  x\  x^, 

X,  x^,  a:3, 

X^j   x^, 

x\ 


Man  hat  also 
1 


[l-x] 


l  +  :c  +  icH-2;2  +  a;2  +  x2+..-  =  i  +  2«;  + 3a;2  + 4.'r3+  •■•, 


und  diese  Reihe  ist  absolut  konvergent*). 

Nach  §  31  kann  man  weiter  schließen,  daß 

ÖT-"^  =  (1  +  ^  +  a^-  +  •  •  •) (1  +  2cc  4-  33^2  + 
gleich  einer  Reihe  mit  folgenden  Gliedern  ist: 

1,  2x,  3x2,  4^x^^  .  .  . 

x,  2x\  3a;3,  .  .  . 

2:2,   2x\,   .  .  . 

x^,  ... 


*)  Ist  Ml  +  M2  +  2<3  +  •  •  •  absolut  konvergent,  so  gilt  dasselbe  von  (u^-\ +  z^^,) 

+  (%,  +  !  H rM/J  +  -";    denn    \ui  + ■■■  Uj.^\  +  \u,.^_^^-i \-Ui.j  +  ---    hat    die 

konvergente  Majorante  (;t<i|  H |^«;.,|)  +  (I^^A-i  +  ij  + ^  1*%!)  H • 


Grenzwerte  und  Eeihen.  93 


Es  ergibt  sich  auf  diese  Weise 
1 


l  +  3x  +  6a;2+  10x3  + 


(1  -  xj^ 

Die  Koeffizienten  1,  3,   6,  10,  •  •  •  sind  die  Partialsummen  von  1,  2,  3, 
Sie  sind  also  die  figurierten  Zahlen  2.  Ordnung  (vgl.  S.  34). 
Durch  Fortsetzung  des  Verfahrens  findet  man 

Co  -\-  CiX  ^  C-iX^  -\ 


(l-x)"  +  i 

i  und  Cq,  Ci,  C2,   •••  sind  die  figurierten  Zahlen  n-tev  Orduung,  d.  h. 
_  _  2  •  3  •  •  •  {n  +1)         _  3  •  4  •  •  •  (?^  +  2) 

""^  -  1'  ^1  -       i.2...n      '  ""-'  -       l-2.-.n      '   ' ' '  ' 

Will  man  dies  vollständig  beweisen,  so  muß  man  den  Schluß  von  n  auf 
/^  +  1  anwenden.     Da 

1 


(1  +  X  +  x2  +  • .  •)  (Co  +  crx-\-  c^x"^ 


(1  —  iC)"+2   ~ 

=  Co  +  (Co  +  Ci)a^  +  (Co  +  Ci  +  C2)a?2  +  .  .  . 

ist,    und    Cy,    Co  +  Ci,    c-o-f-Cj+Ca,     •••     gerade    die    figurierten    Zahlen 
(?^+l)-ter  Ordnung  sind,    so  gilt  unser  Satz  für  den  Fall  ?^  +  1,    wenn  er 

für  den  Fall  n  richtig  ist.     Nun  haben  wir  aber  bei  — —  seine  Gültigkeit 

konstatiert.     Damit  ist  er  allgemein  bewiesen.  ^         ^> 

§  33.     Zerlegung  in  Teilreihen. 

1  Die  Reihe  m'i  +  Wj  +  M3  +  •  •  •  heißt  eine  Teilreihe  der  unendlichen 
Reihe  iq  +^2  +  ^3+  •  •  • )  wenn  sie  aus  ihr  durch  Streichung  gewisser  Glieder 
hervorgeht.  Wir  lassen  nicht  nur  unendliche,  sondern  auch  endliche  Teil- 
reihen  zu.     Sogar   ein   einzelnes  Glied  ?/„  wollen   wir  als  Teilreihe  ansehen. 

Ein  (endliches  oder  unendliches)  System  von  Teilreihen  nennen  wir  eine 
Zerlegung  der  Reihe  ?^i  +  ^2  +  ^3  +  ' '  ">  wenn  jedes  Glied  der  Reihe 
in  einer  und  nur  einer  Teilreihe  des  Systems  vorkommt. 

So  ist  z.  B. 

Ui  H h  u,n,  tln.  +  i  H +  u»;,   ■  ■  •        (%  <  ^2  <  •  •  •) 

eine  Zerlegung  in  unendlich  viele  endliche  Reihen, 

ui-i-u^-i-  i(5  H ,     M2  +  W4  +  ^6  H 

eine  Zerlegung  in  zwei  unendliche  Reihen, 

«<i  +  W3  +  W5  +  •  •  • , 

^1.2=  +  Ui,22  +  «<5.2'i  +  •  •  •  « 


eine  Zerlegung  in  unendlich  viele  unendliche  Reihen. 
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Wenn  irgend  eine  Zerlegung  von  u^  -p  u-,  -r  1(3  + 
sich  die  Teilreihen  in  folgender  Weise  numerieren. 

Man  sucht  zuerst  die  Teilreihe  auf,  in  der  u^  vorkommt;  sie  heiße  2^, 
u>t.  sei  das  erste  Glied  in  der  Reihe  u^  -\- u^ -\- u^ -\-  ■  ■  ■ ,  das  nicht  in  %^ 
auftritt.  %2  sei  die  Teilreihe,  in  der  Uu„  vorkommt.  Sind  damit  noch  nicht 
alle  Un  erschöpft,  so  gibt  es  ein  erstes  Glied  ««„3,  das  weder  in  %^  noch  in 
%i  steht.  ^3  sei  die  Teilreihe,  in  der  u,,^  vorkommt.  Sind  damit  noch  nicht 
alle  Un  erschöpft,  so  geht  das  Verfahren  weiter.  Offenbar  ist  1  <Cn2<Z.ih<i  ■  •  ■. 
Man  findet  also  nach  höchstens  p  Schritten  die  Teilreihe  X,  in  der  das  Glied 
Up  enthalten  ist.  Daraus  kann  man  schließen,  daß  in  der  Folge  2i,  %i,  %^,  .  .  . 
wirklich  jede  Teilreihe  der  betrachteten  Zerlegung  vorkommt.  Es  bleibt  eben, 
da  jedes  ?</,  schon  in  einer  Teilreihe  der  Folge  vorkommt,  für  eine  fehlende 
Teilreihe  nichts  mehi'  übrig.  Man  muß  bedenken,  daß  je  zwei  Teilreihen 
einer  Zerlegung  kein  Glied  gemein  haben. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  eine  konvergente  Reihe  «1  +Ö2  +  f'3~r  •  •  ■ 
mit  lauter  positiven  Gliedern  vorliegt,  und 

«1  +  «2  +  «3  ■  •  •  =  -i 

setzen.  Jede  unendliche  Teilreihe  «a-,  +  «/.o  +  f'/.a  -r  ■  ■  ■  (^m  '^  ^h  <C  ^''3  <C  •  •  •) 
ist  dann  ebenfalls  konvergent,  weil  die  Partialsummen  alle  kleiner  als  A  sind. 
Bei  jeder  Teih'eihe,  sowohl  bei  einer  endlichen  als  auch  bei  einer  unend- 
lichen, gibt  es  also  eine  Summe.  Nun  seien  Xi,  %2)  S3,  •  •  •  die  Teilreiheu 
einer  Zerlegung  und  A^^  J.2,  ^3,  ...  die  entsprechenden  Summen.  Dann 
ist,  wie  wir  zeigen  werden, 

.4  =  ^1  +  ^2  +  ^3  +  •  •  •  • 

Nimmt  man  beliebige  Partialsummen  der  Reihen  Xi,  Xj,  •  •  •,  %pi  so 
bestehen  sie  aus  lauter  verschiedenen  ü„.  Sie  sind  also  zusammen  sicher 
kleiner  als  A.     Infolgedessen  ist  auch 

^1  +  .42  H -Ap^A 

und 

A  +  ^2  -f  ^3  H ^  ^• 

Nimmt  man  andererseits  die  ?^-te  Partialsumme  von  «i  +  «2  ~r  ^"^3  +  " ' ") 
so  kommen  ihre  sämtlichen  Glieder  in  gewissen  Teilreihen  der  Zerlegung 
vor.  Die  Partialsumme  ist  kleiner  als  die  Summen  dieser  Teilreihen  zu- 
sammen.    Also  ist  auch 

«1  +  «2  -t h  «,,  <  ^1  -1-  ^2  —  ^3  -f  •  •  • 

und 

A-^A,+A^  +  A,  +  ---. 

Aus  dieser  und  der  vorher  gefundenen  Ungleichunsr  ergibt  sich  aber 
A  =  A^+A,  +  A^-^  ■■■. 

Wenn  a^  -\-  a^  -\-  a^  -\-  ■  ■  ■  divergent  ist,  während  die  Teilreihen  der  Zer- 
legung konvergent  sind,  so  muß  A^ -\-  A2 -r-  A^  -^  ■  ■  ■  divergent  sein.  Aus 
der  Konvergenz  von  A^ -\-  A^ -{-  A^ -\-  ■  ■  ■  würde  nämlich  wegen  der  Un- 
gleichung «1  +  •  •  •  +  «i,  <^^i  -]-  ^2  +  ■  •  ■  die  Konvergenz  von  a^  +  «2  +  Ö3  H 

folgen. 
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Wenn  i(x-\-  Uo  -\-  '^h  ~'r  •••   eine   absolut  konvergente   Reihe   ist,    so 

können  wir  sie  als  Differenz  von  zwei  konvergenten  Reiten  «i  +  «2  +  ö's  H 

und  />i  +  ^2  +  ^3  +  ■  ■  ■   ™i*  lauter  positiven  (oder  wenigstens  nicht  negativen) 

Gliedern  darstellen,  und  zwar  genügt  es  a„  =  -  {\Un\  +  iiu),   ö«=  2  (l^^"l  ~"  ^^"^ 
zu  setzen. 

Einer  Zerlegung  von  Wj  +  ^2  +  W3  +  •  •  •  in  Teilreihen  entspricht  eine 
von  «1  +  «2  +  ^3  +  ■  ■  ■  ^^^  ^^^^  "^on  &i  +  62  +  &3  +  •  •  • .  Ist  An  die 
Summe  der  n-ten  Teilreihe  von  «i  +  «2  +  ^'3  +  •  •  •  und  B„  die  Summe 
der  n-ten  Teilreihe  von  61  +  Ö2  +  Ö3  +  •  •  •  und  sind  ferner  Ä  und  B  die 
Summen  der  ganzen  Reihen,  so  hat  man  nach  dem  Obigen: 

Ä  =  Ax~{-A.2  +  As-i , 

B  =  B,  +  B^-\-B3  +  ---. 
Daraus  folgt  (vgl.  §  27  Nr.  2  und  3) 

A-B  =  {A-B,)-{-  {A.  -  A)  +  (^3  -  ^3)  +  •  •  •• 
j^^^  —  ß^^  ist  aber  (wegen  m„  =  r/„  —  b„)  die  Summe  5„  der  ?^-ten  Teilreihe 
von  Ui  4-  Mo  +  W3  +  •  •  •   und  A  —  B  die  Summe  s  dieser  Reihe  selbst.    Die 
gefundene  Gleichung  besagt  also,  daß 

s  =  «1  -r  ^2  +  «3  +  •  •  • 
ist. 

Die  Reihe  5i+ä2  +  '53+  •  ist  absolut  konvergent.  Man  hat  näm- 
lich *) 

\s,\^A,^B,.  (:p  =  l,  2,  3,  •••) 

[Ai  -\-  Bi)  -{-  [A.y  +  B2]  +  •  •  •   ist  aber  konvergent, 
und  zwar  ist 

(^.  +  A)  +  (^42  +  i?2)  +  •  •  •   =  ^  +  i? . 

Wir  können  als  Ergebnis  folgenden  Satz  aussprechen:  Wenn  man  bei 
einer  absolut  konvergenten  Reihe  (mit  der  Summe  s)  eine  beliebige 
Zerlegung  in  Teilreihen  vornimmt,  so  bilden  ihre  Summen  eine 
endliche  oder  eine  absolut  konvergente  Reihe  mit   der  Summe  S. 

§  34.     Johann  Bernoullis  Beweis  für  die  Divergenz  der  Reihe 

'  +  T  +  -1-  +  -- 

Johann  Bernoulli  geht,  um  die  Divergenz  von  1  +  „  + -^  +  ■  •  •  zu 
beweisen,  von  der  Formel 

aus  (vgl.  S.  13).     Nun  schreibt  er  folgende  Kette  von  Gleichungen  auf: 


*)  Wir  benutzen  hier  folgende  Bemerkung :  Wenn  s  —  vi  +  v-i +vs-i und 

«'1  +  ^'2  +  »3  H absolut  konvergent  ist,   so  hat  man  |s|  ^  |t'il  +  \v-2\  +  \vs\  -\ . 

Dies  folgt  aus  |«jiH \-  vn  \  ^  |t'il  -| h  \vn\  nach  §  8  Nr.  10  und  11. 


1^ 

d.  h. 
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1 

6 

= 

1 

Y' 

1 

1 
'  2 

+ 

1 

3 

-f- 

konv( 

argen  t, 

so 

könnte 

man 

hieraus 

schließen 

-+2- 

1 
6 

+ 

3- 

Ä  + 

...  = 

1  + 

1 
~2 

+ 

1 

+ 

■  ■  ■  j 

y  +  y  +  f +--=H-Y+y 


oder  0  =  1. 

Bei  diesem  Beweis  wii-d  die  Eeilie  mit  den  Gliedern 

111111 

T '    T '    T '    12'    12'    12'" 
das  eine  Mal  in  die  endlichen  Teilreihen 

1      i-+i      J^  +  ^  +  i- 
2  '     6  ^  6  '    12^12^12' 

das  andere  Mal  in  die  unendlichen  Teilreihen 


111 

1         1 

1 

T+ir+i2  +  - 

■'  T~^12+" 

■■12  + 

zerlegt. 

Zerlegt   man   1  +  —  +  -^  +  •  •  ■   in  die  geometrischen  Teilreihen 

3^3-2^3-22^  3' 

5^52^5-22^  6' 


so  würde,   falls  1  +  -5-  +  -„  +  ■   •  konvergierte,  die  Gleichung 

^+1  +  1+    -^('+1  +  1-    •■) 
stattfinden.     Da  nun 
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ist,  so  folgt  aus  obiger  Gleichung 


+ 


und    man     sieht    wieder,    daß    die    angenommene    Konvergenz     der    Reihe 

1  +  -—  +  —  +  •  ■■  zu  einem  Widersprach  führt. 

Die  Gebrüder  Bernoulli  haben  viel  mit  Zerlegungen  in  Teilreihen  ge- 
arbeitet, ohne  aber  die  Berechtigung  dieses  Verfahrens  zu  prüfen.  Diese 
Zerlegungen  bilden  ein  mächtiges  Werkzeug  der  Analysis. 

§  35.     Die  Lambertsche  Reihe. 
Lambert  hat  sich  (1771)  mit  folgender  Reihe  beschäftigt: 

1  —  X  ^  1  —  xß'^  1  —  x^'^         ' 

Die  Werte  a:  =  ±  1  muß  man  ausschließen,  um  verschwindende  Nenner  zu 
vermeiden.     Wenn  jrrj  ^  1  ist,  so  wird 

X"                             1 
lim =  lim :=  —  1 . 

1  —  X"  x~" —  1 

Die  Reihe  kann  also  in  diesem  Falle  unmöglich  konvergieren. 

Es  bleibt  nur  noch  zu  untersuchen,  wie  sie  sich  für  \x\  <^  1  verhält. 
Da 

|1  —  a;«i  ^  1  —  \x\''  ^  1  —  |a;| 
ist,  so  hat  man 


a;» 
1  —  X 


\x\>^ 


~  1—   X 


Die  Lambertsche  Reihe  ist  also  für    x\  <^  1  absolut   konvergent*). 
Nun  gelten  für  \x\  <^  1  die  Formeln 


X  -\-  X^  -+-  X-"  -h  X-*  -h  X'' 


1  —  x 

X^  -{-x^ 


1  —  X2 

x^ 

1  —  «3 


X^ 


*)  Man  bedenke,  daß  die  geometrische  Reihe  .  ,  +  r-^ — —^  +  •  •  •    konver- 

giert und  berücksichtige  §  6.  1  —  |x|       i  —  \x\ 

Kowalewski,  Analysis  des  Unendliclien.  7 


98  Erstes  Kapitel. 

Da  die  Lambert  sehe  Reihe  konvergent  bleibt,  wenn  x  durch  \x\  ersetzt 
wii-d*),  30  können  wir  schließen,  daß  die  Glieder 

OC         OCp"         Oß^         OC^         OC^         OC^      '  '  * 

a;2,  x^,  x^,  ■  ■  ■ 

x3  x^,  ■  ■  ■ 


eine  absolut  konvergente  Reihe  bilden  (vgl.  S.  94).  Nehmen  wir  bei  dieser 
Reihe  die  Zerlegung  vor,  die  den  Spalten  des  obigen  Schemas  entspricht,  so 
muß  nach  §  34  dieselbe  Summe  herauskommen  wie  bei  der  Zerlegung  nach 
den  Zeilen.     Es  ist  also 

hT-^,+  ---  =x-j-2x^+2x^-] . 


1  —  x      1  —  x^ 

Der  Koeffizient  von  x"  auf  der  rechten  Seite  ist  leicht  zu  bestimmen. 
«* :  (1  —  x'^)  liefert  nämlich  zu  diesem  Koeffizienten  den  Beitrag  1 ,  wenn  k 
in  n  aufgeht,  sonst  den  Beitrag  0.  Der  Koeffizient  von  x"  ist  also  gleich 
der  Anzahl  der  Teiler  des  Exponenten  n  (l  und  n  mitgerechnet).  Bezeichnet 
man  diese  Anzahl  mit  -O-in),  so  lautet  die  gefundene  Formel: 

So  oft  n  eine  Primzahl  ist,  wird  ^{n)  =  2.     Sonst  ist  iV-(«)  ^  2. 

Die  Lambert  sehe  Reihe  hängt  aus  diesem  Grunde  mit  einem  berühmten 
zahlentheoretischen  Problem  zusammen,  dem  Problem  der  Verteilung  der  Prim- 
zahlen, und  man  hat  verschiedentlich  versucht  diesem  Problem  mittelst  der 
Lambertschen  Reihe  beizukommen,  jedoch  ohne  nennenswerten  Erfolg. 

§  36.      Zweiter    Beweis    der    Multiplikationsregel    für    absolut   kon- 
vergente Reihen. 

^1  +  ^2  +  ^3  +  •  ■  •  ^^^  ^'i  +  ^2  +  *^"3  +  •  ■  •  seien  absolut  konvergent. 
Dann  läßt  sich  sofort  zeigen,  daß  auch  die  Reihe 

Ui  Vi  +  Ml  1-2  +  UiVi  +  Ui  Vs  +  ?/2«"2  +  W3  l'i  -\ , 

in  der  alle  Produkte  tc.is  als  Glieder  auftreten,  absolut  konvergiert.  Um  das 
zu  zeigen,  zerlegen  wir  die  Reihe 

Ni!KI  +  Klh-2|  +  Klki|  +  --- 

in  folgende  Teilreihen: 

\Ui\\vi\-\-\ui\  |'-2l  +  |wi|  l^alH , 

|2<2|  Kl  +  |?^2|  ;«-2l  +  1^2!  K'al  H , 

Kl  |«^il -r  |«^3|  1^21  +  Kll«^3|  n , 


*)  Dabei  bleibt  nämlich  die  Bedingung  \x\  <  1  erfüllt. 
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Setzen  wir 

KI  +  N  +  hi  +  ---  =  V, 

so  sind  die  Summen  dieser  Reihen 

K|F,   \u,\V,   NF,.... 

Sie  bilden  die  konvergente  Reihe 

\Ui\  F+Nl^4-  W3I  V-\---, 

deren  Summe   UV  ist,  wenn  wir  \ui\  +  J2<2|  +  \^h\  +  •  •  •  =  ü"  setzen. 

Damit  ist  aber  die  Konvergenz  von  \tq\  \vi\  -f-  \u^\  \v2\  +  \u2\  |i'i|  +  •  ■  •, 
also  die  absolute  Konvergenz  von  tq  v^  +  u^  V2-{-  U2V^-\-  ■  •  •  bewiesen.  Zer- 
legen wir  diese  letzte  Reihe  in  die  Reihen 

U^  t\  +  ^<^  ^2  +  W]  t'3  +  •  •  •   =  ll\  {Vi  +  ^2  +  t'3  H )  , 

M2^''l-i-^<2^"2^-W2V3^ =  ^«2  (^i  +  ^2  +  «^3  H ), 

U^  Vx  +  W3  «^2+  «<3  «'3  +  •  ■  •   =  «'3  (^^1  +  «^2  +  «^3  +  •  •  •)  > 
> 

so  ist  die  Summe  ihrer  Summen  gleich 

(?<1  +  U2+  ^/3  H )  (^1  +  i'i  +th-\ )  . 

Es  gilt  also  die  Formel 

(Z<1  +  Z<2  +  W3  H )  (^'1  +  ^'2  +  ^'3  H ) 

=  Wl  Vi  +  t^i  t-2  +  ?/2  ^'l  +  ^1  ^"3  +  U-l  V-i  +  «<3  ^'1  +  •  •  •  • 

"/ 

§  37.     Das  Konvergenzkriterium  yu,, . 

Wir  haben  in  §  6  von  Majoranten  gesprochen.  Wie  damals  betrachten 
wir  nur  Reihen  mit  positiven  Gliedern. 

Wir  fassen  aber  den  Majorantenbegriff  etwas  allgemeiner  als  damals. 
^1  +  ^2  +  ^3  +  ■  ■  ■  soll  eine  Majorante  von  iq  +  «^2  +  ^3  +  •  •  •  heißen,  wenn 
die  Ungleichungen 

ih<Cu  ih<C2,  ih<Gi,  ■■■ 
fast  alle  erfüllt  sind. 

Wir  können  dann  sagen,  daß  die  Konvergenz  der  Reihe  u^  +  U2 
-\- u-i -\- ■  ■  ■  gesichert  ist,  sobald  sich  eine  konvergente  Majorante 
angeben  läßt. 

Nun  stellen  wir  folgende  Frage: 

Wann  hat  die  Reihe  u^  -{-  U2-{-  U3  ■•■  eine  konvergente  Majo- 
rante, die  eine  geometrische  Reihe  ist,  oder  wann  gibt  es  eine  kon- 
vergente Majorante  von  der  Form  q -{- q"^ -{- q^ -\-  •••? 

Es  sollen  also  die  Ungleichungen 

Un  <  q"  [n  ^  k) 

stattfinden,  und  außerdem  soll  q  <^1  sein,  damit  die  Majorante  konvergiert. 
Die  obigen  Ungleichungen  sind  gleichwertig  mit  den  folgenden: 

V/—  ^  {n  >  k) 

7* 
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Es  muß  demnach  eine  Zahl  geben,    die  selbst  kleiner  als  1  ist  und  fast 

alle  Glieder  der  Folge  Ui ,  y  ?<2 ,    yu^  >  ■  • "  übertrifft. 

Diese  Bedingung  ist  aber  auch  hinreichend.     Gibt  es  nämlich  eine  solche 
Zahl   g,  so  hat  man  bei  geeigneter  Wahl  von  k 


d.h. 


7 —  "^  / 

y'tik<q,  yuk+i<q 


Uk<Cq\    iiic+i<  g''  +  S  •••• 

Dann  ist  aber  q -{- q'^ -\- q^ -\-  ■  ■  ■  eine  Majorante  von  t(i  +  z<2  +  M3  +  •  •  • , 
und  zwar  gerade  von  der  Art,  wie  wir  sie  wünschen. 

Die  Reihe  ^<l -h  2^2  +  ^3  +  •  •  •  tat  also  dann  und  nur  dann  eine 
konvergente  Majorante  von  der  Form  q -{- q^ -\- q^ -\- ■  ■  ■  ■,  wenn  es 
eine  Zahl  q  gibt,  die  selbst  kleiner  als  1  ist  und  fast  alle  Glieder 

der  Folge   u^,  Yi^.^    yu^t   •••  übertrifft. 

Ist  l  der  größte  Häufungswert  der  Folge  Wj ,  y^j  K^>  •  •  • ,  so  wird 
jede  Zahl  Z',  die  kleiner  als  l  ist,  von  unendlich  vielen  Gliedern  der  Folge 
tibertroffen.  Wenn  /  ^  1  ist,  so  wird  also  jede  Zahl,  die  kleiner  als  1  ist, 
von  unendlich  vielen  Gliedern  der  Folge  übertroffen.  Im  Falle  l  <^1  dagegen 
übertrifft  jede  Zahl  zwischen  /  und  1  fast  alle  Glieder  der  Folge*). 

Wir  können  hiernach  den  obigen  Satz  auch  so  formulieren: 
Die  Reihe  u^ -\- u^ -\- Uz -\- •  ■  •   hat  dann  und  nur  dann  eine  konver- 
gente Majorante  von  der  Form  5  +  5^  +  5^ -r  ■  •  ■,  wenn  der  größte 

Häufungswert  der  Folge  u^^  Y^,  V'^h:     •"  kleiner  als  1  ist. 

Wenn  der  größte  Häufungswert  /  der  Folge  Ui,  Y^j  Y^i  ' ' '  gi'ößer 
als  1  ist,  wird  die  1  von  unendlich  vielen  Gliedern  der  Folge  übertroffen. 
Unendlich  viele  Glieder  der  Reihe  u^  +  «2  +  %  +  ■ "  ■  sind  also  größer  als  1, 
d.  h.  es   ist  nicht   einmal   die  notwendige   Konvergenzbediugung  lim  w„  =  0 

erfüllt.    Dasselbe  gilt,  wenn  l  =  1  ist,  und  dabei  unendlich  viele  Glieder  der 

2. —     3, — 
Folge  Ui,   yii-ii   yu^i   ■■•  größer  oder  gleich  1  sind. 

Wenn  aber  Z  =  l  ist  und  fast  alle  Y'^'n  kleiner  als  1  sind,  so  kann 
man  nichts  Allgemeingültiges  sagen.    Dieser  Fall  liegt  z.  B.  vor  bei  den  Reihen 

i  +  ¥  +  T+---    ""^    i+i  +  ^  +  --. 

von  denen  die  erste  divergent,  die  zweite  konvergent  ist. 

Es  läßt  sich  also,  wenn  wir  mit  l  wie  bisher  den  größten  Häufimgswert 

der  Folge  w^,  Y^i  Y^>   ' ' '  bezeichnen,  über  die  Reihe  u^  +  "2  +  ^3  +  •  •  • 
folgendes  aussagen: 

/  ^  1 :  Divergenz  (nicht  einmal  lim  u,,  =  0), 

/  <C  1 :  Konvergenz, 

Z  =  1 :  unentschieden. 


*)  Gäbe  es  unendlich  viele  Glieder,  die  nicht  übertroffen  werden,  so  hätten  sie 
(also  auch  die  ganze  Folge)  einen  Häufungswert,  der  größer  als  l  ist.  /  soll  aber 
der  größte  Häufungswert  sein. 
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Dieses  Konvergenzkriterium  rührt  von  Cauchy  her. 
Wenn 

hm  — ^ 

existiert,  so  ist,  wie  wir  aus  §  15  wissen, 

lim  j/w^  ==  lim  -^^-^- 

also  auch 

l  =  lim  ""-^  *) . 

Liegt  z.  B.  die  Reihe 

1+^  +  ^  +  ^^^+... 
^  1   ^l-2^1-2-3^ 

vor,  und  bildet  man  die  Reihe  der  absoluten  Beträge,  so  wird**) 

Un  +  \    ^  N^  .      \X\"-^      ^   \X\_ 

Un  n\   '  [n  —  1)\        11 

und  daher 

also   /  =  0.     Die   vorgelegte  Reihe   ist   also   für  jeden   Wert   von    x 
absolut  konvergent. 
Bei  der  Reihe 

X         x^        x^ 
Y"  Y  +  y 

ist,  wenn  man  die  Glieder  durch  ihre  absoluten  Beträge  ersetzt, 

Un  +  i \x\>'  +  ^  _  \xy  n\x\ 

Un         n  -\-  i  '    n         n-\-l 
und  daher 

lim  — —  =  \x\  • 

Wh  '    ' 

I       Wir  haben  also 

absolute  Konvergenz  im  Falle  |a:;|  <<  1, 
Divergenz  im  Falle  \x\  >  1. 

Den  Fall  \x\  =  1  läßt  das  Cauchysche  Kriterium  unentschieden. 
Für  X  =  1  lautet  aber  die  betrachtete  Reihe 

1     .     1 


*)  Wenn  ein  Grenzwert  da   ist,  ist  er  der  einzige  Häufangswert ,  mithin  auch 
der  größte  Häufungswert. 

**)  Wir  nehmen  an,  daß  x^O  ist.    Im  Falle  x  =  0  ist  die  Konvergenz  selbst- 
verständlich. 
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und  ist  konvergent.     Für  x  =  —  1  lautet  sie 

_i_JL_A_... 

2         3 

und  ist  divergent. 

Die  Reihe  — o"  +  ^q " ' "  ^^^  ^^^^  konvergent,  wenn  —  1  <^  ic  ^  1 , 

sonst  aber  divergent. 
Die  Reihe 

1  +  1X  +  1  ■  2.r2  +  l  •  2  •  3x3H 

ist  nur  für  a:  =  0  konvergent.     Wenn  a;  ^  0  ist,  konvergiert,    wie  wir 
wissen,  die  Reihe 


Es  ist  also  sicher 

lim 


^(iri-o- 


Wenn    aber    die   Reihe    1  -{-  1  x  -\-  1  ■  2x'^  +  1  ■  2  ■  Sx^  -\-  ■  •  ■    ebenfalls 
konvergierte,  hätten  wir  zugleich 

lim(«!.r"}  =  0. 

Es  müßte  also  auch  (vgl.   §  8) 

sein,  während  doch 

n\\xl 

ist. 

Wendet  man   auf  die  Reihe    1  +  Ix  +  1  •  2.r2  +  1  •  2  •  Sx»  +  ■  •  •   das 
Cauchysche  Kriterium  an,  so  findet  man  im  Falle  x  ^  0 

Un  +1    71 !  X  " 

Un  [11  —  1)\  ja:"  - 

also 

hm  — ^^  =  oo , 

Uh 

d.  h.  sicher  /  ^  1.     Daraus   kann   man   dann    schließen,    daß   nicht   einmal 
lim  {7i\x")  =  0  ist. 

Wir  wollen  jetzt  noch  die  Summe  der  Reihe 

^  +  T!+2i+3T+-- 
berechnen,  und  zwar  für  positive  Werte  von  x.     Nach  §  21  ist 

^^""(^  +  1:)"=''  ^''  =  ^'  ^'  ^'  •■■)• 


UM 
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Nun  hat  man,  wenn  p  <^  n  ist. 

(7*  V  '^  JC  Oß*^ 

1  +  ^-j    kleiner  ist  als  1  +  — j-  +  ~y  +  •  •  • 

......  au. +  ^+|;(,_|)4-.+f;(l-|)...(l-^^). 

Daraus  folgt,  wenn  man  p  festhält  und  n  unendlich  werden  läßt  (vgl.  §  8, 
Nr.  11), 

l  +  ^H-.  +  ^Se^Sl  +  ^-  +  |;+.-. 
Läßt  man  jetzt  p  imendlich  werden,  so  ergibt  sich 

'^  =  i  +  n  +  l!  +  --- 

Um  die  Summe  s  der  Reihe 

1!^2! 

zu  finden,  bilde  man  das  Produkt  se^.  Da  beide  Reihen  absolut  konvergent 
sind,  kann  man  dabei  nach  der  in  §  31  angegebenen  Regel  verfahren.  Die 
Glieder  der  Produktreihe  sind  folgende: 

X  x^  x^ 

^'  ~~T\'        "2!'       """31' 
X  X-  x^ 

IT'  ""iTTT'      Fl!'  ■  ■' 

x"^  x^ 

2!'       ""2!T!'   ■■■' 

x^ 

¥[' 

Die  Glieder  der  {n  +  l)-ten  Spalte  dieses  Schemas  geben  die  Summe 

^"  _        ■^"       ^       ^^'        _       ,  /_  iv»^  =  ^^  -  ^)"  =  0 

n\        [n—l)\l\    '    (•;^  — 2)!2!  ^^        'n\  n\ 

Die  Summe  der  Produktreibe  ist  also  gleich  1,  und  man  hat  daher 

se^  =  1. 
Andererseits  ist  aber  e~'  e^  =  e^  =  1.     Also  folgt 
s  =  e~^, 

d.  h.  die  Formel  e^  ==  1  -j -\ 1-  +  •  •■   gilt  für  jeden  Wert  von  x. 
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Für  positives  x  können  wir  aus  dieser  Formel  schließen,  daß 


e^> 


ist  {k  =  0,  1,  2,   ••  j,  also 


;^> 


also 


x^  ^  (k  +  1) ! 
Lassen  wir  x  nach  oo  konvergieren,  so  wird  hiernach 

ßX  ßX 

lim —7-  =  oo     und  insbesondere     lim  —  =  cx3. 
x'^  x 

Wenn  y  nach  oo  konvergiert,  so  tut  x  =  log  y  dasselbe.    Dabei  wird  aber 

y 

iog^ 


lim  —  =  hm  r-^^—  =  oo , 


Um'°«?'  =  0. 


§  38.     Das  Konvergenzkriterium  — ^^-^• 
Wenn  bei  einer  Reihe  mit  positiven  Gliedern 
lim ^^ 

existiert,  so  können  wir  auf  sie  das  Kriterium  yu,,  anwenden.  Dies  ist 
aber,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  auch  in  andern  Fällen  möglich.  Zunächst 
beweisen  wir  folgenden  Satz: 

Der  größte  Häufungswert  von  Yu,,  ist  nicht  größer  als  der 
größte  Häufungswert  von  "^  und  der  kleinste  Häufungswert 
von    yu^t  nicht  kleiner  als  der  kleinste  Häufungswert  von  — ■ 

L  sei  der  größte  Häufungswert  von  -  ""^      und  L'  eine   beliebige   Zahl, 

die  größer  als  L  ist,  ferner  /.  eine  Zahl  zwischen  L'  und  L[L' '^  ).  ^  L). 

Diese  Zahl  /.  wird,  weil  L  der  größte  Häufungswert  ist,  fast  alle  "'^  ■ 
übertreffen.     Es  sei  etwa  **" 


Up4.l 


Dann  folgt 


u...,<>-' 


—  </."-p, 


also 


yu„  <  /.  yupl-i'.  [n  >  p) 
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Da 


lim  X  Yup  k' 


ist,  so  werden  fast  alle   "kyn^X-^    kleiner   als  L'  sein,    also  auch  fast  alle 

]/?^„.     Jede  Zahl  Jj\   die   größer   als  L  ist,    übertiifft  also   fast   alle    yUn- 

Dann  kann  aber  der  größte  Häufungswert  von  j/z^^j  nicht  größer  als  L  sein. 
Ebenso  leicht  läßt  sich  der  andere  Teil  des  Satzes  beweisen. 
Wir  können   also,    wenn  L  der   größte  und  l  der  kleinste  Häufungswert 

der  Folge  — ,  —,   — ,   ■  ■  •  ist,  folgendes  über  die  Reihe  ii\^  +  ?/2  +  ^^3  +  •  ■  • 
U\     %ii     u^ 

aussagen  (d'Alembertsches  Kriterium): 

/  ^  1  :  Divergenz, 
L  <^  1  :  Absolute  Konvergenz, 
/  ^  1     und     L  ^  1  :  unentschieden. 

Im  ersten  Falle  ist  auch  der  kleinste  und  erst  recht  der  größte  Häufungs- 
wert  von  ]/w,;  größer  als  1,  im  zweiten  ist  der  größte  Häufungswert  von 
Yu,,  kleiner  als  1. 

Ein  Beispiel  zu  dem  dritten  Fall  liefert  die  Reihe 

1  +  ^  +  ^Zl^  +  (/'  +  ^1*  +  ■  ■  ■  {q<  q,) 

Liegen  q  und  q^  zwischen  0  und  1,  so  ist  sie  konvergent,  wie  man  mittelst 

des  Kriteriums  Yun  feststellen   kann.     Ist  eine   der  Zahlen  q,  q^  oder  sind 
beide   größer   als  1,    so  ist   die  Reihe  nach   demselben  Kriterium   divergent. 

Bildet  man  nun    — ^— ,  so  ergibt  sich  bei  ungeradem  n 


bei  geradem  n 


^-«^ 


(i)  • 


Der  kleinste  Häufungswert  ist  also  0,  der  größte  00. 

So  oft  das  Kriterium    -"■*"-  die  Entscheidung  liefert,  liefert  sie  auch  das 

n.  Un 

Kriterium  ]/m„.     Es  gibt  aber,    wie   man   sieht,   Fälle,   in   denen  das  erste 
Kriterium  versagt,  das  zweite  dagegen  nicht. 

Trotzdem   ist  das  Kriterium      ""^       sehr  nützlich,    weil   die  Berechnung 

von  —^ oft  einfacher  ist  als  die  von  Vu,,- 
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§  39.     Ein  Konvergenzsatz  von  Cauehy. 

Ci -f- Co  +  C3 -f- •  •  •  sei  eine  Reihe  mit  abnehmenden,  positiven 
Gliedern  (Ci  ^  C2  >  C3  >  •  •  •).  Für  solche  Reihen  hat  Cauehy  (in  seinem 
Cours  d'analyse  algebrique)  folgenden  Satz  bewiesen: 

ci  +  ^2  +  C3  H 

und 

Cl+2C2  +  22C2.+  23C23H 

sind  gleichzeitig  konvergent  oder  divergent. 

Nehmen  wir  an,  Cj  +  C2  +  C3  -j-  •  •  •  sei  konvergent  und  habe  die  Summe 
C.     Dann  ist 

C\  =  c-i , 

2C2  =  2C2, 
22C2.<2C3  +  2C4, 
23C23  <  26-5  +  2C6  +  2C;  +  2C8  ,  . 


Daraus  ersieht  man,  daß  die  Partialsummen  von  q  +  2c2  +  22C22  -j-  •  ■  ■ 
alle  kleiner  als  2C — Ci  sind,  und  damit  ist  die  Konvergenz  dieser  Reihe 
bewiesen  (vgl   §  6). 

Ist  die  Reihe  c^  +  2c2  +  22^22  +  23c-23  +  •  •  ■  konvergent  und  ihre  Summe 
gleich  C",  so  läßt  sich  die  Konvergenz  von  f'i  +  C2  +  C3  +  ■  •  •  beweisen. 
Man  hat  nämlich 

Ci  =  Ci, 
C-2  +  C-3  <  2C2, 
Ci  +  Cs+Cß  +  C;  <  22C22, 
Cs  +  C9  4-  ClO  +  Cii  +  C12  +  Cn  +  f'u  +  Ci5  <  23C23, 

Daraus  geht  aber  hervor,  daß  die  Partialsummen  von  c^  +  C2  +  C3  +  •  ■  ■ 
kleiner  als   C"  sind,  womit  die  Konvergenz  dieser  Reihe  bewiesen  ist. 

Man  kann  den  Cauehy  sehen  Satz  leicht  verallgemeinern.  Die  Reihe 
^1  +  ^2  +  ^  ~t~  ■  ■  ■  bleibt  konvergent  oder  divergent,  wenn  man  sie  in  fol- 
gender Weise  zerlegt: 

ci  +  (c2  H h  Cp)  +  (c,,  +  1  H h  Cp-^)  -r  (Cp2  +  i  H h  ^^3)  H . 

In  der  ersten  Klammer  stehen  jj  —  1,  in  der  zweiten  p-  — 2J  =  p{p  —  1]> 
in  der  dritten  jjS  —  2^^  =  p-{p  —  1)  Glieder  usw. 

Die  obige  Reihe  konvergiert  und  divergiert  gleichzeitig  mit 

(C2  ^ h  Cp]  4-  (C^^  1  -i \-  Cp.)  4-  [Cp.  +  i  -t- f-  C^a)  H . 

Diese  Reihe  hat  aber  die  Majoranie 

(p-l)[c,+pcp+p^cp.+  ---) 
und  ist  selbst  eine  Majorante  von 

p  —  1 

^—-,pCp-{-p^Cp. +  ■■■). 
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Sie  konvergiert  und  divergiert  also  gleichzeitig  mit  der  Reihe 

Dasselbe  gilt  von  Ci  +  Co  +  C3  +  •  ■  •.     Bei  Cauchy  ist  j?  =  2. 
Cauchy  benutzt  seinen  Satz,  um  den  Charakter  der  Reihe 

i  +  ^  +  J:  +  ^  +  ---  (^>0) 


ZU  bestimmen.     Sie  hat  nach  jenem  Satze  denselben  Charakter  wie  die  Reihe 

1 


i  +  2^+2%tr  +  2^i  + 


oder 

1  4_  21-."  +  22(1-.«)  _^  23(1-.")  ^ , 

Das  ist  aber  eine  geometrische  Reihe  mit  dem  Quotienten 

ry  =  2i-". 

Sie  konvergiert,  wenn  </  <^  1,  also  u  >  1,  und  divergiert,  wenn  ^  ^  1 
ist,  also  ,Ai  ^  1. 

Die  Reihe  der  reziproken  ,(/-ten  Potenzen  der  natürlichen 
Zahlen  ist  konvergent,  wenn  i-i  ^  1,    und  divergent,  wenn  /u  ^  1. 

§40.     Das  Kohvergenzkriterium  (log — |:log?z. 

Wir  wollen  hier  eine  ähnliche  Frage  behandeln  wie  in  §  37.     Sie  lautet: 
Wann   hat   die  Reihe  2<i  +  ««2 -r  ^3 +•  •    («<»  ^  0)   eine   konver- 
gente Majorante  von  der  Form 

l  +  ±  +  l+...? 

1."  ^  2."  ^  3"  ^ 
Es  sollen  also  die  Ungleichungen 

u„  <  —  hi^  k) 

stattfinden,  und  außerdem  soll  ,f<  ^  1  sein,  damit  die  Majorante  konvergiert 
(vgl.  p  39). 

Die  obigen  Ungleichungen  sind  gleichwertig  mit  den  folgenden 

log  i(,t  <^  —  u  log  n 
oder 

/tlogw<log— , 

woraus  folgt 

,       1 

log  — 

^  log  71 
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3en,    die  größer  als  1  ist  und  von  fast  allen 


Es   muß   also   eine  Zahl  geben, 

die  gr( 

Gliedern  der  Folge 

,       1 

,       1 

log  2  '       log3  ' 
übertrofifen  wird. 

Diese  Bedingung  ist  aber  auch  hinreichend.  Gibt  es  nämlich  eine  solche 
Zahl  ,a,  so  hat  man  bei  passender  Wahl  von  k 

log  —  log 

logÄ;  >'"'     log(Ä-  +  l)>^''  ■•■' 
d.h. 

Dann  ist  aber  777  +  ^  +  ^  +  ■    ■  eine  Majorante  von  Ui  +  ^'2  +  ^'3  +  • " '  ? 

und  zwar  eine  konvergente. 

Die  Reihe  Ui -{- u^ -{- U3 -\-  ■■■    hat  also   dann  und   nur  dann  eine 

konvergente  Majorante   von   der  Form  777  +  ^  +  ^+     -^wennes 

eine  Zahl  u.  gibt,  die  größer  als  1  ist  und  von  fast  allen  Gliedern 

der  Folge  /log  —  |:log2,    (log — j  :  log  3  ,  ••■  übertroffen  wird. 

Man  kann  diesen  Satz  auch  so  fassen: 

Die  Reihe  w .  + z^2  +  ^'3  +  "■  ^^t  dann  und  nur  dann  eine  kon- 
vergente Majorante   von    der  Form l~^~l~^ 1~  ' '  '  ■>    wenn    der 

kleinste  Häufungswert  l  der  Folge  (log — i:log2,  (log     -I:  log  3,  ••• 

größer   als  1  ist.     Um   die   gewünschte  Majorante  zu  finden,    muß  man  f.i 
zwischen  l  und  1   wählen. 

Was  bedeutet  es  nun,  wenn  der  größte  Häufungswert  dieser  Folge  kleiner 
als  1  ist?  Wählt  man  eine  Zahl  /  zwischen  ihm  und  1,  so  sind  fast  alle 
Glieder  der  Folge  kleiner  als  /.     Es  wird  also  etwa  sein 

log  ~  log 

log/.-  ^'''    log(/c+l)^'-' 
d.  h. 


Hiernach  ist  also  die  Reihe  u^  -{-  U)  -{-  u^  -\-  •  ■  ■  eine  Majorante  von 
-^ -  + -^  + :^+  ■  •  ■  •  Da  diese  Reihe  (wegen  ?.  <^  1)  divergiert,  so  ist 
auch  Ui  H-  ^2  +  «3  +  •  •  •   divergent. 


Grenzwerte  und  Reihen.  109 

Wenn   der  größte   Häufungswert  von  Yu,,  kleiner   als   1  ist,    so   ist  der 

kleinste  Häufungswert  von   flog — j  :  log  ;/  größer  als  1,  ja  er  ist  sogar  oo; 
man  hat  also  ^       ^'"' 

hm =  oo 

log  n 

Den  Beweis  möge  der  Leser  führen. 

Wir  sehen  aus  diesem  Satze,  daß  jede  Reihe,  die  man  nach  dem  Kriterium 

y M„   für  konvergent   erklären  kann ,    auch  nach  dem  Kriterium  log  —  :  log  n 
konvergent  ist.  " 

Bei  der  Reihe 

log  1       log  2       log  3 

12      "I"      22      "^      32         ^  '" 

versagt  das  Kriterium   ]/e^„.     Es  ist  nämlich 

lim  Yua  =  lim    ""^^  =  1 . 
Das  Kriterium  (log  —  Mlog?^  versagt  dagegen  nicht;  denn  man  hat 


log  —  =2  log  n 

Un 

—  log  log  J 

,          1 

logw 

log  log  ?^ 
log  n 

K) 

lim\,     ''% 

=  2. 

also 


und  (vgl.  §  37) 


Die  Reihe  ist  demnach  konvergent. 

Das  Konvergenzkriterium  (log  — )  :  log  n  hat,  wie  man  sieht,  ein  größeres 

Anwendungsgebiet    als    das    Kriterium   Yuu- 

Man  kann  dies  auch  auf  folgende  Weise  erkennen.    Wenn  eine  Reihe  nach 

dem  Kriterium   yuti  konvergiert,   so  hat  sie  eine  konvergente  Majorante  von 
der  Form 

Wenn  sie  nach  dem  Kriterium  (log — )  :  log?^  konvergiert,  so  gibt  es  eine 
konvergente  Majorante  von  der  Form 
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Da  nun  bei  der  Reihe  q -\-  q- +  q'-^  -\-  ■  ■  ■   (0  <<  ^  <  1) 

loff  —       n  log  — 

Un  °    q 


log  n  log  n 

nach  oo  konvergiert,  so  ist  für  sie  jede  Reihe  von  der  Form  777  +  ^  +  ^  +  •  •  • 

1"  O'  o 

{u  ^  1)  eine  Majorante.  Wenn  also  iq  +  u^  +  ^'3  +  •  •  •  eine  konvergente 
Majorante  von  der  Form  5  +  g^  +  g^  +  •  •  •  besitzt,  so  gibt  es  zugleich  kon- 
vergente Majoranten  von  der  Form r  ^  +  ^  +    ■  "  •     D^3  Umgekehrte 

gilt  aber  nicht  immer.     Z.  B.  hat  die 

Reihe  —  +  —  +  qV  ~l~  ' ' '  ("  ^  •^)   keine   konvergente  Majorante  von   der 

Form  q-hq^-{-q^-{-  ■■■*). 

§  41.     Weitere  Konvergenzkriterien. 

Mittelst   des  Verfahrens,   das  wir  in   §  39    auseinandergesetzt  haben,  ge- 
lingt es  Cauchy  den  Charakter  der  Reihe 

1.1. 


2  (log  2)"    '    3  (log  3)" 

zu  bestimmen.     Es   darf   «  ^  0   angenommen  werden,   weil  im  Fall  fi  "^  0 
die  Divergenz  sofort  zu  erkennen  ist. 
Setzen  wir  nun 

c„  =  l:n  (log  ?^)"   und   c^  >>  c^ , 

so  hat  die  Reihe  Cj  -j-  C2  +  C3  +  ••  •   denselben  Charakter  wie 

Ci+  2C2  +  22C22+   •••, 

mithin  auch  Cj  -f-  C3  +  C4  +  •  •  •   denselben  Charakter  wie  2 02+  2'^Ci2-\-  ■  ■  ■ , 
d.  h.  wie 

1  1  1 

(bp)^  +  (log  22),-  +  (log  23j."  +  ■■■ 
oder 

111 
(log  2)" +  2"  (log  2|"  + 3"  (log  2)"+  ■■■' 
also  schließlich  denselben  Charakter  wie 

Im  Falle  «  ^  1  ist  also  die  Reihe  —r, ^ — \-  ---, — h  •  •  •   divergent, 

im  Falle  a  >  rkonvergent.  ^  (log  2)"  ^  3  (log  3)"  ^ 


*)  Sie  ist  nämlich,  wie  wir  sahen,  selbst  eine  Majorante  von  q  +  q^  + 
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Nun  kann  man  wieder  eine  analoge  Frage  stellen  wie  in  §  37  und  §  40, 
nämlich  die  folgende: 

Wann  hat  die  Reihe  Wi  +  2^2  +  ^'3  +  •  •  ("*(  ^  0]  eine  konver- 
gente Majorante  von  der  Form 

1  11  P 

^'~^2  aog  2)"  ^  3  (log  3)"  ^  4  (log  4)"  "^  ' '  '  ' 
Es  sollen  also  die  Ungleichungen 

tin  <  -tA-^  {n  >  k) 

n  (log  ?i)f^  ^    —    ' 

bestehen,  und  außerdem  soll  j«  >  1  sein,  damit  die  Majorante  konvergent  ist. 
Aus  den  obigen  Ungleichungen  folgt 

—  log  —  <!  —  log  n  —  (^i  log  log  n 
und 

log 

«  <  1 — -, •  **  ^  k) 

log  log  n 

Es   muß   also  eine  Zahl  geben,    die  selbst  größer  als  1  ist  und  von  fast 

allen  Quotienten 

,        1 

log 

min 


log  log  n 
übertroffen  wird. 

Gibt  es  umgekehrt  eine  Zahl  /<,   die  größer  als  1  ist  und  von  fast  allen 
diesen  Quotienten  übertrofifen  wird,   so  ist 


Ci-f 


2  (log  2)."   '    3  (log  3)"    '    4  (log  4)- 

eine  Majorante  von  21^  +  U2  4-  ^'3  +  •  •  •  • 

Daraus  können  wir  folgenden  Satz  entnehmen: 

Die  Reihe  «<!  + '?/2  +  ^'3  +  ••  ^^^  dann  und  nur  dann  eine  kon- 
vergente  Majorante   von   der  Form  c^  +  — öw  +  q  fi  p.  qu<.  +  " ' ' 

wenn  der  kleinste  Häufungswert  l  der  Quotienten 

log 


log  log  n 

größer   als   1    ist.     Um   die  gewünschte  Majorante  zu  finden,    muß  man  /.i 
zwischen  1  und  l  wählen. 

Dieses  Kriterium  ist  wieder  umfassender  als  das  Kriterium  llog — 1  :  log  7i. 
Wendet  man  es  nämlich  auf  die  Reihe  ^       ^^"' 
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an,  80  ergibt  sich 

,.    (        min  I 

lim\, — /=oo. 

Moglog?*/ 

Für  diese  Reihe  ist  also  jede  Reihe  von  der  Form 

^'  +  ¥(i^+3(loPF  +  -"  "'>^' 

eine  Majorante. 

Um  noch  umfassendere  Konvergenzkriterien  zu  gewinnen,  betrachte  man 
die  Reihe 

1  1 

3  log  3  (log  log  3)"  ~^  4  log  4  (log  log  4).""' 

und  konstatiere  mittelst  des  Ca uchy sehen  Verfahrens  in  §  39,  daß  sie  nur 
für  «  ^  1  konvergent  ist.     Darauf  frage  man: 

Wann     hat     die    Reihe     ^^^  +  ^'2  +  "3  +  • ' '     ^i^^    konvergente 
Majorante  von  der  Form 

''^^   -^31og3(loglog3)«^ 

Man  wird  finden,  daß  dies  dann  und  nur  dann  der  Fall  ist,  Avenn  der 
kleinste  Häufungswert  l  der  Quotienten 

1 


log  , 

i(„  n  log  n 

log  log  log  n 

größer    als    1    ist.     Um   die   gewünschte   Majorante    zu   finden,    muß    man 
^i  zwischen  l  und  1  wählen. 

Geht   man   in  dieser  Richtung  weiter,    so   ergibt  sich  folgende  Skala  von 
Konvergenzkriterien,  jedes  umfassender  als  die  vorhergehenden: 

1 


2.  (log 1  :  log  log«. 

3.  (log j  :  logloglog?^, 

4.  (log — 1  :loglogloglog?^. 


Wenn  der  kleinste  Häufungswert   des    angegebenen   Quotienten  größer  als  1 
ist,  so  findet  Konvergenz  statt. 

Bertrand,  der  im  Anschluß  an  Cauchy  diese  Skala  aufgestellt  hat, 
hielt  es  für  sehr  unwahrscheinlich,  daß  es  eine  konvergente  Reihe  gibt, 
die  allen  Kriterien  der  Skala  entschlüpft.  P.  du  Bois-Reymond  hat  aber 
gezeigt,  daß  doch  solche  Reihen  vorhanden  sind.  Es  ist  leicht  zu  sagen,  wie 
eine  derartigre  Reihe  beschalfen  sein  muß.     Bezeichnen  wir 
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n 

mit  IqII^ 

logw 

..    kn, 

log  log n 

..    kn, 

so  darf  die  Reihe  keine  Majorante  von  der  Form 

i  (P^  2  l,n-kn--.-lp_[n-[lpnY  ^"  ^  ^^ 

I  haben*). 

Diese  Majorantenreihen  stehen  zueinander  in  folgender  Beziehung  (wie  wir 
j  in  den  Fällen  p  =  0,  1,  2  gezeigt  haben): 

Jede  Reihe  vom  Typus  [p  -\-  1)  ist  eine  Majorante  für  jede  Reihe 
I  vom  Typus  p. 

\        Es  ist   nicht   schwer,  dies  direkt  zu  beweisen  (ohne  die  Kriterien).     Der 
I  Leser   möge    den   Beweis   durchführen.     Er  wird  also  zu  zeigen  haben,  daß 
die  Reihe 

eine  Majorante  von 

^^■"  =  2  Ln.Ln....L    .u  .  ILn)^  (^  >  ^^ 


Iq71  ■  l^n Ip-xn  •  [Ipny 

Dazu  bilde  er 


[CO  ==l0g„  +  i7l) 


'und  weise  nach,  daß 

lim  —  =  0 

ist**).     Dabei  benutze  er  die  Relation  (vgl.  S.  104) 

I  -^-°. 

wo  k  irgend  eine  der  Zahlen  1,   2,  3,  .  .  .  sein  kann. 

Um  nun  eine  konvergente  Reihe  zu  finden,  die  allen  Kriterien  der  Skala 
entschlüpft,  können  wir  mit  Borel  folgenden  Weg  einschlagen: 

Wir  gehen  aus  von  den  Reihen 

V  w'=^*  —  V  -- ?^ 


*]  n  durchläuft  die  Werte  1,  2,  3,  •  ■•.    Die  Nenner,  wo  ein  hn  <1  ist,  denke 
man  sich  durch  1  ersetzt.    Alle  Nenner  sind  dann  größer  oder  gleich  1. 

**]  Daraus  ersehen  wir,  daß  -  at"^,  eine  Majorante  von  ^bu^^  ist,  wenn  a  und  b 
beliebige  von  Null  verschiedene  Zahlen  sind. 

Kowalewski,  Analysis  des  Unendlichen.  8 


114:  Erstes  Kapitel. 

und  wählen  eine   aufsteigende  Reihe  von  Zahlen  1,  r^,  r^,  ...  derart,    daß 
die  Ungleichungen 


u?^  +  y^^. 


2 

22"' 


bestehen.     Dann  ist  die  Reihe 

sicher  konvergent.     Sie  hat   aber    die  Eigenschaft,    für  jede  Reihe  von   der 
Form  {y)  eine  Majorante  zu  sein. 

Man  erkennt  sofort,  daß  sie  eine  Majorante  von 

ist.     Wir  haben  es  nämlich  so  eingerichtet,  daß  die  Ungleichungen 

u^n^<u^!:^'^  {k  =  o,  1, 2,  •■•) 

bestehen.    Um  sich  davon  zu  überzeugen,  bedenke  man  (vgl.  S.  104),  daß  für 

ist,  also  für  ^  ^  1 : 

(log?y)2<2?/. 
Da  nun 


U'iilxn  ■  ■  ■  lic-i7i{lkn)^ 
und 

n.4.n  2''--l 


so  wird 


^<«=  +  iJ  2  4?* 


<  1 


Hierbei  ist  vorausgesetzt  hii  ^  1 ,  und  h+in  ist  gleich  log  {hn).    Andernfalls 
hat  man  aber,  wenn  die  Fußnote  auf  S.  113  in  Kraft  bleibt, 


«^!f^  =  2'' 


und  zugleich 


so  daß  auch  jetzt  noch  die  Ungleichung 

gilt. 
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Wenn   endlich   hn'^l,    aber   li-  +  xn<^l^   so    ist   z^j  "*"  '  =  2 
w',f*  <  2\  also  wieder  <* :  wjf  +  ''  <  1. 

Auf  Grund  dieser  Ungleichung  sind  die  Glieder  der  Reihe 


und 


S+i 


'  p- 


H bu]. 


P  +  3 


kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe 


U} 


(P  +  i) 


,(1^+21 


P  +  i 


'p  +  3 


u[J  +  •    •  ist  eine  Majorante  von  ^u\l 


liJ  +  i) 


ß) 


Ur.:  -\-  ■  ■  ■  ist  also  eine  konvergente  Reihe, 
bei  der  alle  Konvergenzkriterien  der  Cauchy-Bertrand sehen  Skala  nichts 
nützen.     Damit  ist  Bertrands  Vermutung  widerlegt. 

Ähnlich  verhält  es  sich  mit  den  Cauchy-Bertrandschen  Divergenz- 
kriterien. Der  Leser  wird  sich  leicht  überzeugen,  daß  eine  Reihe  mit  posi- 
tiven Gliedern  divergiert,  wenn  der  größte  Häufungswert  der  Quotienten 

log  — i — '-, ; log kn  —  hn  —  ■  ■  ■  —  Ipfi 


UiJonlin  •  ■  ■  L 


L  +  \n 


ip  +  ifi 
kleiner  als  1  ist. 

Setzt  man  der  Reihe  nach  p  =  0,  1,  2,  ••■,  so  erhält  man  eine  Skala 
von  Divergenzkriterien  (für  Reihen  mit  positiven  Gliedern),  jedes  umfassender 
als  das  vorhergehende.  Aber  auch  hier  lassen  sich  divergente  Reihen  mit 
positiven  Gliedern  angeben,  gegen  die  alle  diese  Kriterien  machtlos  sind. 


§  42.     Die  Eisensteinsehen  Reihen. 

Eisenstein  (1823 — 1852),  ein  genialer  Mathematiker,  der  wie  Abel  in 
jungen  Jahren  gestorben  ist,   hat  eine  Klasse  von  Reihen  untersucht,  die  in 
der   Theorie    der    elliptischen    Funktionen    von 
Wichtigkeit  sind.     Es  handelt  sich  um  eine  Ver- 
allgemeinerung der  Reihe 

^  +  ^  +  i;.  +  -- 

Wir   wollen    zunächst  den    einfachsten  Fall 
davon  beti'achten. 

Wir  denken  uns  in  einer  Ebene  zwei  recht- 
winklige Achsen  und  betrachten  diejenigen  Punkte, 
die  in  bezug  auf  diese  Achsen  ganzzahlige  Ko- 
'l  ordinaten  haben.  Sie  bilden  ein  sogenanntes 
Punktgitter.  Die  einzelnen  Punkte  heißen 
Gitterpunkte. 

Offenbar   lassen   sich   die    Gitterpunkte  mit  1,  2,   3,  ■  ■  ■    numerieren,    sie 

I  bilden,  wie  man  sagt,  eine  abzählbare  Menge.     In  Fig.  20  ist  angedeutet, 

wie  man  eine  solche  Numerierung  bewirken  kann.    Konstruiert  man  um  den 

Anfangspunkt  als  Mitte  ein  Quadrat  Q;,  von  der  Breite  2n  (^^=  1,  2,  3,  •  •  •), 

8* 


<9 

9 

ö 

7 

Z 

'' 

1- 

° 

Fig.  20. 
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dessen  Seiten  parallel  zu  den  Achsen  sind,  so  liegen  auf  dem  Rande  dieses 
Quadrats  8n  Gitterpunkte.  Diese  8^  Gitterpunkte  wollen  wir  derart  rangieren, 
daß  wir  x  ^  n,  2/  =  0  zum  ersten  machen  und  die  übrigen  so  folgen  lassen, 
wie  wir  sie  beim  Durchlaufen  des  Randes  im  Sinne  des  Uhrzeigers  trefien. 
Ersetzen  wir  nun  in  der  Folge 

öl,    £k:   O3,    •■■ 

jedes  Qji  durch  die  zugehörigen  8n  Gitterpunkte  in  der  vorhin  festgesetzten 
Anordnung  und  schreiben  an  die  Spitze  der  Folge  den  Anfangspunkt,  so  hat 
jeder  Gitterpunkt  seine  Nummer,  nämlich  seinen  Stellenindex  in  der  Folge. 
r„  sei  die  Entfernung  des  n-ten  Gitterpunktes  vom  Anfangspunkt.  Dann 
lautet  die  Eisen  st  ein  sehe  Reihe,  mit  der  wir  uns  hier  beschäftigen  wollen, 

^  +  l^+±  +  .... 

r.f       9Y       n" 


Wir  schreiben  dafür  kurz 


Der  Strich  an  dem  Summenzeichen  soll  daran  erinnern,  daß  ein  Gitterpunkt, 
nämlich  der  Anfangspunkt,  ausgeschlossen  ist. 
Die  Aufgabe,  die  wir  uns  stellen,  lautet: 

Wann  ist   die  Reihe   ^     -  konvergent*]? 

Wir  bedienen  uns  einer  Zerlegung  in  (endliche)  Teilreihen,  die  durch  das 
Obige  nahegelegt  wird.  Die  Glieder,  die  den  Gitterpunkten  auf  dem  Rande 
von  Q,;,  entsprechen,  fassen  wir  zusammen  und  nennen  ihre  Summe  s„.  Damit 
ist  unsere  Aufgabe  auf  folgende  reduziert: 

Wann  konvergiert  die  Reihe  Si  -\-  s^  -i-  s^  -\-  •  •  ■  ? 

Die   halbe    Seite    des    Quadrats   £l„  ist  n,  die  halbe  Diagonale  n]/2.      Für 
einen  Gitterpunkt  auf  dem  Rande  von  £l,,  ist  also 

n"^  r  ^  n  ]/2 
also,  da  wir  11  ^  0  annehmen, 

(7»]/2)'"  ~  ^"  ~  ^" 

Nun  besteht  s„  aus  8n  solchen  Gliedern  — .     Daher  gelten  für  s„  die  Un- 
gleichungen ^ 

Sn       __      ^8n 


d.  h. 


1      _       ^„        1 


()/2)'"      ^^~^   ~  ^^'"""^ 


*)  Für  fi^O  ist  sie  sicher  divergent.    Wir  wollen  daher  ^  >  0  annehmen. 
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Die  Reihe  Si  +  *->  +  ^3  +  ■  •  •  l^at  also  die  Majorante   ^ und  ist 

8             1  ^"~^ 

selbst  eine  Maiorante  von  ^-7   ,^^    • r-    Sie  konvergiert  und  divergriert 

"^  (1/2)"     ^*"" 

daher  gleichzeitig   mit    der  Reihe    ^     ^^_^  ■     Von  dieser  wissen   wir   aber 

(vgl.  §  39),  daß  sie  für  u  —  1^1  divergiert  und  für  u  —  1^1  konvergiert. 
Es  gilt  also  folgender  Satz: 

Die  Eisensteinsche  Reihe  ^^'—  ist  divergent  für  /<  ^  2  und 
konvergent  für  /<  ^  2.  ' 

Man  kann  dieses  Resultat  in  folgender  Weise  verallgemeinern.  Es  liege 
ein  unendliches  Punktsystem  (S  in  der  Ebene  vor  von  der  Beschaffenheit,  daß 
je  zwei  ©-Punkte  um  mehr  als  2d{^  0)  voneinander  entfernt  sind,  daß  es 
aber  im  Innern  jedes  Kreises  vom  Radius  D  wenigstens  einen  ©-Punkt  gibt*). 

Wir  werden  sehen,  daß  die  Reihe 

(die  Summation  erstreckt  sich  über  alle  ©-Punkte)  für  f^i^2  divergiert  und  für 
^^  >.  2  konvergiert,  r  ist  die  Entfernung  eines  ©-Punktes  von  einem  festen 
Punkt  0,  der  nicht  zu  ©  gehört. 

Beschreiben  wir  um  jeden  ©-Punkt  einen  Kreis  mit  dem  Radius  d,  so 
liegen  diese  Kreise   ganz  getrennt.     Je  zwei  Punkte  des  Systems  (vgl. 


Fig.  21.  Fig.  22. 

Fig.  21)  sind  nämlich  nach  Voraussetzung  um  mehr  als  2d  voneinander  ent- 
fernt. 

Wir  wollen  jeden  solchen  Kreis  den  Hof  des  betreflfenden  ©-Punktes 
nennen. 

Jetzt  konstruieren  wir  um  den  Punkt  0  eine  Schar  von  Kreisen  mit  den 

Radien  D,  3Z),  52),  •••.    Diese  Kreise  bezeichnen  wir  mit  ^1,  ^2,  ^3;  •••• 

Diejenigen  ©-Punkte,   die  außerhalb    des  Kreises  Ä',,.,    aber   nicht  außerhalb 

I  ^„  +  \  liegen,  fassen  wir  zu  einer  Klasse  zusammen.    Sie  möge  die  {n-\-l)-te 

I  Klasse  heißen.    Zur  ersten  Klasse  rechnen  wir  diejenigen  ©-Punkte,  die  nicht 

I  außerhalb  des  Kreises   ^'^   fallen.     Jeder  ©-Punkt  gehört  offenbar  einer  und 

nur  einer  Klasse  an.    In  Fig.  22  sind  die  Gebiete,  die  den  einzelnen  Klassen 

entsprechen,  angedeutet. 

*)  Offenbar  muß  d^D  sein.  Beschreibt  man  um  einen  ©-Punkt  einen  Kreis 
vom  Radius  2d,  so  ist  er  darin  der  einzige  6-Pnnkt.  In  diesem  Kreise  lassen  sich 
mit  dem  Radius  d  Kreise  zeichnen,  die  keinen  ©-Funkt  in  ihrem  Innern  enthalten. 
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"Wieviele  Punkte  gehören  zur  ersten  Klasse  ?  Um  diese  Frage  zu  be- 
antworten, denken  wir  uns  jeden  solchen  Punkt  mit  seinem  Hof.  Vergrößern 
wir  den  Radius  des  Kreises  Äi  um  d.,  dann  wird  der  Kreis  alle  diese  Höfe 
umschließen  (vgl.  Fig.  23).     Da    die  Höfe  nicht  übereinandergreifen,  sind  sie 

zusammen    kleiner   als   der   vergrößerte   Kreis   ^j. 

Gibt   es   also   A'i  Punkte  erster  Klasse,  so  gilt  die 

Ungleichung 

d.  h. 

Wieviele  Punkte  gehören  zur  {n  +  l)-ten  Klasse 
I7^>0)?     Wir   denken   uns  wieder  jeden  solchen 
Punkt  mit  seinem  Hof.    Vergrößern  wir  den  Radius 
Fig.  23.  von    Ä„  +  i    um    d    und  "verkleinern    zugleich    den 

Radius  von  ^„  um  rf,  so  entstehen  zwei  Kreise, 
die  alle  diese  Höfe  zwischen  sich  einschließen  (vgl.  Fig.  24).  Ist  deren  An- 
zahl A„  +  i,  so  gilt  die  Ungleichung 


d.h. 


kn  +  x7td'^<^7t{[2n-\-  l)-D-f  d^  —  7t{[27i 
nD{D-^d) 


l)D-dy 


< 


d^ 


Da  es  in  jedem  Kreise  vom  Radius  D  wenigstens  einen  ©-Punkt  gibt, 
so  sind  die  Zahlen  A*] ,  ki,  A3,  ■•■   mindestens  gleich  1. 

Wir  können  aber  noch  mehr  über  diese  Zahlen  aussagen,  wenn  wir  fragen, 
wieviele  Kreise  vom  Radius  D  sich  zwischen  Ä„  und  ß,;  + 1  legen  lassen  ohne 


Fig.  24. 


Fig.  25. 


übereinanderzugreifen.  Bezeichnen  wir  die  gesuchte  Anzahl  mit  A"';  4. 1  und  den 
Winkel  PO ^  in  Fig.  25  mit  a>,,  so  gibt  ä', +  1  an,  wie  oft  sich  c(„  von  27t 
fortnehmen  läßt.     Aus  Fig.  25  geht  hervor 

.    a,        PR 


D 


[2n  —  1)1) +  D 


1 
2n 
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Nach  einer  frtilier  bewiesenen  Ungleichung  (vgl.  S.  52)  ist  aber 


sm- 

>COS^ 

2 

oder 

CCn 

< 

2  sin 
cos 

2 

du 

2 

1 

n 

V 

^-h 

nnd 

um 

so 

mehr 

r,      ^ 

2 

j/,.-l 


"  ^2w  — 1 
a„  läßt  sich  hiernach  wenigstens  ebenso  oft  von  2  7r  fortnehmen,  wie 


2n  —  \ 


Da  2/r  >>  6  ist,  kann  man mindestens  6«  — 3  mal  von  2rr  abziehen. 

Sicher  ist  also  2n  —  \ 

K  +  i  >  Qn—  3. 
Jeder  der  A', +  i   Kreise  vom  Radius  D,   die  wir  zwischen  Ä'„  und  ^„  +  1 
gelegt  haben,  enthält  nun  wenigstens  einen  3 -Punkt  in  seinem  Innern.     Es 
ist  mithin  ä-„  +  i  ^  k'n  +  i  und  daher  auch 

J^n  +  i  >  6w  — 3. 

In    der  Reihe    ^  —  wollen  wir  diejenigen  Glieder  zusammenfassen,  die 

den  ©-Punkten  (?z+l)-ter  Klasse  entsprechen.  Von  den  Gliedern  erster 
Klasse  sehen  wir  ab.  Da  es  nur  endlich  viele  solche  Glieder  gibt,  ändert 
ihre  Streichung  nichts  an  dem  Charakter  der  Reihe.  Bei  den  Gliedern 
(^+l)-ter  Klasse  ist  nun 

(2;^  —  1)D  <  r  ^  {2n  +  1)D  , 
also 


{27i+l)D—  r   ^{27i—l)D 

Da  es  in  jeder  Klasse  wirklich  Glieder  gibt,  so  liegt  im  Falle  f^i  ^  0 
die  Divergenz  der  Reihe  auf  der  Hand.  Wir  können  also  f.i  ^  0  annehmen. 
Dann  ist  aber 

1       ^1^      1 


{2n-]-  1)"Z)"  —  r"  ^  {2n—  lj"i)" 
und,  wenn  wir  mit  s,i+i  die  Summe  der  Glieder  [n  +  l)-ter  Klasse  bezeichnen, 

kn  +  i  ^  ^  k„  + 1 

[2n  +  1)."D."  =    ''-^^^  [2n  —  1)"D"' 
um  so  mehr  also 

6>i  —  3         _  ^  K,, 


[2n  +  l)"i>"  ^    "  +  '  --  (27i  —  1)"D." 
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Setzt  man 

1 

n — 

2  n 

u„,  =■ 


[2n+  1]"  '        "        [2n—  1}"'        "        7^^-l  ' 
so  ist 

hm  —  =  lim  —  =  -—  • 

Daraus  kann  man  aber  schließen,  daß  Uy-\-u^-{- iiz -f —  und  v^  +  v^  +  i's H 

denselben  Charakter  haben  wie  tv^  -\-  tv^  +  w's  +  •  •  • .     Wählt  man  nämlich 

A  und  jB  so,  daß  0  <C  A  <'  tt-  <i  B  '\^i ,  so  werden  fast  alle  — "    und  — ^ 

'  ^  ^  2"  '  W„  Wn 

zwischen  J.  und  i?  liegen.  Für  fast  alle  Werte  des  Index  n  gelten  also 
die  Ungleichungen 

AWn<iUn<iBlV„       und       Alün  <iVn<CBlV„. 

Bwi  +  Bu-2  +  ■  ■  •  ist  hiernach  eine  Majorante  von  Ui  +  ^^2  +  " "  "^^ 
%  +  ^2  +  ■  ■  ■  ^iii6  '^on  Aw^  -{-  Aw2  -{-  •  •  ■ .  Daraus  ersieht  man ,  daß 
^  +  ^2  +  %  +  ■  •  und  w^  -{-  W2  -{-  w^  -{-  ■  ■  ■  denselben  Charakter  haben. 
Dasselbe  gilt  von  i\  +  t"2  +  ^"3  +  ■  •  •  und  u\  +  «^2  +  ^^3  +  ' " '  1  schließ- 
lich also  auch  von  ^2  +  «3  +  «4  +  •  •  •  und  2€i  -|-  w^  +  «^'3  +  ■  •  •  Diese 
letzte  Reihe  divergiert  aber  für  u  —  1^1  und  konvergiert  für  /^i  —  1^1- 

Die    Reihe     ^ —   divergiert   also   für    u  ^  2    und   konvergiert  für  /<  ^  2. 

Der  Leser  möge  die  obigen  Betrachtungen  auf  den  Raum  übertragen. 
Es  handelt  sich  dann  um  ein  unendliches  Punktsystem  mit  folgenden  Eigen- 
schaften. 

Je  zwei  Punkte  des  Systems  sind  voneinander  um  mehr  als  2d  entfernt 
{d  >  0).  Im  Innern  jeder  Kugel  vom  Radius  D  gibt  es  wenigstens  einen 
Punkt,  der  dem  System  angehört. 

Man  bilde  die  unendliche  Reihe 


wobei  r  die  Entfernung  eines  Systempunktes  von  einem  festen  Punkt  be- 
deutet, der  nicht  zu  dem  betrachteten  System  gehört.  Diese  Reihe  konvergiert 
dann  für  [i  ^  3  und  divergiert  für  /<  ^  3. 

Wir  wollen  schließlich  noch  angeben,  wie  der  analoge  Satz  für  die  gerade 
Linie  lautet.  Man  hat  auf  einer  Geraden  ein  unendliches  Punktsystem.  Je 
zwei  Punkte  desselben  sind  voneinander  um  mehr  als  2d  entfernt  (c?  ^  0), 
und  jede  Strecke  von  der  Länge  J)  enthält  in  ihrem  Innern  wenigstens  einen 
Punkt  des  Systems.  Ist  r  die  Entfernung  eines  Systempunktes  von  einem 
festen  Punkt  der  Geraden,  der  nicht  zu  dem  System  gehört,  so  konvergiert 

^  ~^^   für  /<  >  1  und  divergiert  für  n  ^  1.     Dies  ist  eine  Verallgemeine- 

^                                                                            111 
rung  des  Satzes  über  den  Charakter  der  Reihe 1 }-  - — \-  ■  ■  ■ . 
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§  43.     Die  Abelsche  Umformung. 

Bei  Abel,    der  die  Theorie  der  unendlichen  Reihen  bedeutend  gefördert 
hat*],  findet  sich  eine  Umgestaltung  von  Ausdrücken  der  Form 

die  man  am  besten  als  partielle  Summation  bezeichnen  kann. 
Abel  drückt  die  x  durch  die  Summen 


X, 

=  ^1  +  0:2  + 

+ 

Xp 

X, 

= 

^2  + 

+ 

Xp 

-\ 

= 

Xp 

Xi  = 

-\- 

X, 

J 

a>,= 

^2- 

^■3 

' 

Xp  —  i  —  Ap_i        A^, 
Xp  =  Xp . 
Dabei  verwandelt  sich  x^y^  +  a:2?/2  +  •  •  •  -\-  Xpi/p  in 

(A'i  —  A^s).'/!  -h  [X2  —  Xj)?/2  H h  Xpijp 

=  ^iVi  +  ^iiy-i  —  2/1)  H h  Xpivp  —  yp-\)- 

Dieser  Ausdruck    entsteht    aus    a^i  ?yi  +  •  •  •+  Xp  ifp  ,    indem   man    x    durch 

X  ersetzt  und  von  jedem  y  das  vorhergehende  y  (also  von  y^  gar  nichts)  abzieht. 

Die  Abelsche  Umformung  ermöglicht  bei  gewissen  Reihen  von  der  Form 

U^V^  +«<2?"2  +  «3^'3+  ••• 

die  Feststellung  der  Konvergenz. 

Wir  stützen  uns  auf  das  allgemeine  Cauchysche  Konvergenzkriterium, 
wonach  es  darauf  ankommt,  ob  jedes  positive  e  die  Partialsummen  fast  aller 
Reste  übertrifft. 

Eine  solche  Pai-tialsumme  hat  aber  im  vorliegenden  Falle  die  Form 

Uu  +  \f^l  +  \  +  •  •  •  -~lh  +  pVk  +  py 

J  und  wir  können  darauf  die  Abelsche  Umformung  anwenden.     Dabei  ergibt 
sich 

Uu^iV]c  +  i  +  •  ■  •  +  tlk+pVk+p 

=  {iik  +  1  H H-  Uk+p)vk  +  i  +  {Uk  +  2  +  •  •  •  +  ui(+p) ivk+2  —  n-  +  i)  +  •  ■  • 

+  ttk  +  p{Vk+p  —  Vk+p-l]- 

Wenn  nun  die  Reihe 

Ul  -f  ih  +  u.i  -\ 

konvergiert,  so  hat  man  für  fast  alle  Werte  von  k  die  Ungleichungen 

K  +  iH +iii-+p\  <£,  K+2H f-  Uk+p\  <  £,  •••  .   :iik  +  p\  <e. 


j 


*j  Jedem  Mathematiker  muß  die  Lektüre  von  Abels  Abhandlung   über  die 
Binominalreihe  empfohlen  werden  (Nr.  71  der  Ostwaldschen  Klassiker). 
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Mithin  ist 


<  E  {\Vu  +  \\  +  \Vk  +  1—  Vu+x\  -^ \-\Vk  +  p—Vu+p. 


Da 


also 

h+i| 

^Kl  +  h- 

l)  +  •  •  • 

^■•l|+-- 

•  + 

■fc  +  1  — 

^;.-), 
-^A-1, 

so  ergibt 

sich 

schließlich 

< 

>{kV 

1  +  |«^2  —  -^'li 

1  + 
+ 

•••  ^Uk+pV) 

— t-K+p- 

-i!}- 

Konvergiert  auch  die  Reihe 

V'\\  +  |^'2  —  '^ll  +  |^'3  —  '«''2  H , 

und  ist  ihre  Summe  gleich  ff,  so  lautet  die  letzte  Ungleichung 

Sie  gilt,  wie  wir  wissen,  für  fast  alle  Werte  von  /.;  (jedesmal  für  alle  Werte 
von  p). 

Damit  ist  aber  die  Konvergenz  der  Reihe  U\i\-\-UiV2-\- 1(^1'%+ ■  ■  • 
bewiesen,  ea  können  wir  nämlich  durch  passende  Wahl  von  e  jeden  posi- 
tiven Wert  verschaffen. 

Wenn  die  Reihe  \vx\  +  \v2— v^\-{-\vz  — V2\  + ■  ■  ■  konvergent  ist,  so 
nennen  wir  ihre  Summe  die  Schwankungssumme  der  Folge  i'j,  v^^  i's ,  •  •  • 
und  sagen,  daß  die  Folge  eine  endliche  Schwankungssumme  hat.  Diver- 
giert die  Reihe,  so  liegt  eine  Folge  mit  unendlicher  Schwankungssumme 
vor  *). 

Der  oben  bewiesene  Satz  läßt  sich  dann  so  aussprechen: 

1.  Wenn  die  Reihe  2^1+^2+ %+'"  konvergent  ist,  und  die 
Folge  t'i,  i'2,  ■^'a ,  •••  eine  endliche  Schwankuugssumme  hat,  so  kon- 
vergiert auch  die  Reihe  ^i  i'i  +  «<2  ^"2  + ^3^'3+ ■  ■  "  • 

Wenn  die  Folge  außer  der  endlichen  Schwankungssumme  noch  die  Eigen- 
schaft limr;,  =  0  hat,  dann  braucht  man  nicht  einmal  die  Konvergenz  der 
Reihe  Ui-\-  Ui-\-  u^-\-  ■  ■•  zu  verlangen. 

Man  kommt  schon  mit  der  Annahme  aus,  daß  die  Partialsummen  dieser 
Reihe  keinen  unendlichen  Häufungswert  besitzen.  Dann  gibt  es  eine  Zahl  B^ 
die  nur  von  endlich  vielen  Partialsummen  übertroffen  wird,  und  ebenso  eine 
Zahl  J.,  die  nur  von  endlich  vielen  Partialsummen  untertroffen  wird.  Daher 
läßt  sich   CO>  0)  so  wählen,   daß   alle  Partialsummen    zwischen  —  C  und 


*)  Man  denke  sich  auf  einer  Geraden   eine  Folge  von  Punkten  Pi,  P-y,  P3,  ••• 
mit  den  Abszissen  vi,  «jo,  f-i,   •■•  in  bezug  auf  den  Anfangspunkt  0.    Geht  man 


von   0  nach  Pi ,  von  P\  nach  P2,  von  P2  nach  P3  usf.,   so  ist  die  Summe  aller 
zurückgelegten  Wege  die  Schwankungssumme.     (Vgl.  Fig.  26.) 
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C  iiegen,  und  die  Differenzen  zwisclien  je  zwei  Partialsummen  sind  (absolut 
genommen]  kleiner  als  2  C .     Demnach  ist 

<^2C\\vi  +  x\-{-\Vk+2—Vh  +  x\  H h  \vk+p—  Vk+p-\\\  . 

Da  nun  die  Reihe  \v^\  -\-  \v2 —  V\\  +  \vz —  V2I  +  •  •  ■  konvergieren,  und  da 
außerdem  limt";,  =  0  sein  soll,  so  wird  für  fast  alle  Werte  von  k 

\Vk  +  2  —  Vu  +  \\-\ h  \vu^p—Vk+y-\\  <  £  und  [i'^t  +  il  <  £ 

sein,  also 

K  +  i^jt  +  iH \~Uk^pVk+i\  <  46(7. 

ifiC  kann  durch  passende  Wahl  von  €  jeden  positiven  Wert  erhalten. 
Die  Reihe  U{i\-{- u^v-i -\- u^v^ -^  ■  ■  ■  erfüllt  somit  die  Cauchysche  Kon- 
vergenzbedingung. 

Damit  ist  folgender  Satz  gewonnen: 

2.    Wenn    die    Partialsummen     der    Reihe     U]^  -\- ii^ -\- u^ -\-  ■  •  • 
zAvischen  endlichen  Grenzen  liegen  und  die  Folge  fi,  i'2j^'3>  •    •   ^ait 
endlicher  Schwankungssumme   nach   Null    konvergiert,    so   ist   die 
I  Reihe  ?^i  t"i  +  ^^2  ^'2  +  ^^3  ^'s  +  ■•  konvergent. 

Bei  einer  monotonen  Folge  i\,  v^,  ^'3,  •••  lautet  die  ?^-te  Partialsumme 
der  Schwankungsreihe 

hl  ±  {Vn  —  Vi); 

denn  v^  —  v,,  v^  —  z'2,  •••,  Vn  —  t'„_i  haben  alle  dasselbe  Zeichen,  und 
daher  ist 

|l2  —'Vil-i-  \V3  —V2\-\ h  [Vn  —  ^'«-li  =  ±  K"  ^l)  • 

Eine  endliche  Schwankungssumme  ist  also  bei  einer  monotonen  Folge  dann 
und  nur  dann  vorhanden,  wenn  sie  einen  endlichen  Grenzwert  hat. 

Jede  Folge  t'j ,  V2,  v^,  •••  mit  endlicher  Schwankungssumme 
strebt  einem  Grenzwert  zu.     Die  Reihe 

«^i  +  {V2  —  ^'l)  +  (^'3  —  ^'2)  H 

ist  nämlich  absolut  konvergent  und  ihre  71- te  Partialsumme  lautet  v«. 

Eine    Folge,     die     einen    endlichen    Grenzwert    aber    eine    unendliche 

Schwankungssumme  hat,   bilden  z.  B.  die  Partialsummen  der  Reihe  1 — 

Die  Schwankungsreihe   lautet    hier   nämlich  1  +  -^  +  -^ — h     •  •  •       I^ie 

Partialsummen  einer  absolut  konvergenten  Reihe  «^  +  «2+  ^'3  +  ■  •  •  bilden 
eine  Folge  mit  endlicher  Schwankungssumme.  Die  Schwankungsreihe  lautet 
nämlich  \a^\  +  |a2l  +  [«'s!  +  •  •  • . 

Zu  den  Sätzen  1  und  2  ist  noch  zu  bemerken,  daß  ihre  Nützlichkeit  ge- 
rade darauf  beruht,  daß  die  Reihe  */i -[- *«2  +  ^3  +  '■  nicht  absolut  kon- 
vergent   zu    sein    braucht.     Ist    die   Reihe    Ui -\- U2  +  u^ -\~  ■  ■  ■    absolut 
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konvergent,  so  gilt  dasselbe  von  «i  z'i  +  ^<2  ^"2  +  ^'3  ^'3  +  ■■;  sobald 
nur  die  r„  zwischen  endlichen  Grenzen  liegen.  In  diesem  Falle  hat 
man  Satz  1  gar  nicht  nötig. 

Der  Leibnizsche  Satz  über  alternierende  Reihen  (§  28)  läßt  sich  dem 
Satz  2  dieses  Paragraphen  unterordnen.    Konvergiert  die  Folge  i\,  v.2,  v^,  •  ■  ■ 

absteigend  nach  Null,  und  ist  w^  +  U2  +  W3  +  •  •  •  die  Reihe  1  — 1  +  1  —  IH , 

so  sind  die  Bedingungen  des  Satzes  2  offenbar  erfüllt.  "Wir  können  also 
schließen,  daß  Vi  —  V2  +  ^"3  —  t'4  +  •  •  •  konvergent  ist. 

Bevor  wir  ein  zweites  Beispiel  zu  Satz  2  entwickeln,  müssen  wir  eine 
Zwischenbetrachtung  über  die  Reihen 

cos  q)  +  cos  2  rp  -\~  ■■■  -\-  cos  n  ff 
und 

sin  ^  +  sin  2  r^  +  •  ■  •  -p  sin  Ji  rp 
einschalten. 

Die  Differenzenfolge  von 

1,  cos  (^ ,  cos  2  r;i ,  cos  3  r/- ,  ■  -  • 
lautet: 

cos  qp  —  1 ,  cos  2  ^  —  cos  (p,  cos  3  (/>  —  cos  2  9p ,  ••  • 

und  die  Differenzenfolge  hiervon: 

cos  2  ^  —  2  cos  (/)  4-  1  >  cos  3  r/)  —  2  cos  2  r^  -j-  cos  g) ,  ■  •  • . 

Die  Glieder  dieser  Folge  haben  die  Form 

cos  [x  -{-  rp]  —  2  cosa-  +  cos  (x  —  cp) ,  [x  =  (p,  2fp,  3g),  ■  ■  ■) 

d.  h.  *) 

2  (cos  (p  —  1)  cos  2; . 

Sie  lauten  also  der  Reihe  nach 

2  (cos  rp  —  1)  cos  fp,  2  (cos  g)  —  1)  cos  2(jp ,  •  •  • 

und  unterscheiden  sich  von  cos  cp,  cos2(p ,  ■  ■  ■  nur  um  den  Faktor  2  (cos  q)  —  1) . 
Jetzt  ergibt  sich  ohne  weiteres 

{cos  {n  +  1)  f/)  —  cos  Ji  cp}  —  (cos  cp  —  1} 
=:  2  (cos  rp  —  1)  (cos  (p  +  cos  2 cp  -{-■••-{-  cos  ncp)^ 
und,  falls  cos  cp  ^  1  ist, 

cos  f/)  +  cos  2  (/)  +  •  •  •  4-  cos  ;i  (jp  = —  -j 


2     '  2  (1  —  cos  cp) 

■  ■  •  +  si 

0 ,  sin  cp ,  sin  2cp,  sin  3  r/) ,  •  • 


Zur  Berechnung  von  sin  f/)  +  sin  2 f/i  +  •■    -j-  sin  7i cp  kann  man  ähnlich 
verfahren.     Die  Differenzenfolge  von 


lautet: 


*)  Wir  setzen  die  Formeln  für  cos  {x  -f  y)  und  sin  {x  -f  y)  als  bekannt  voraus. 
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sin  (f,  Bin2(p  —  sin  f/) ,  sin  3  9)  —  s'm2(p,  ■  ■  ■ 

und  die  DifiFerenzenfolge  hiervon 

sin  2  g)  —  2  sin  ff ,  sin  3  f/^  —  2  sin  2  9  -j-  sin  ^ ,  •■  •  . 

Ihre  Glieder  haben  die  Form 

sin  (z  +  ^)  —  2  sin  a:  +  sin  (a;  —  (p),  [x  =  (p,  2fp,  Srp,  ■  ■  ■) 

d.  h. 

2  (cos  (p  —  1)  sin  X. 

Sie  lauten  also  der  Reihe  nach 

2  (cos  rp  —  1)  sin  q),  2  (cos  (p  —  l)Bm  2  cp  ■  ■  ■ 

und  unterscheiden  sich  von  sin  ^,  sin  2f/i,  ■  •  •  nur  um  den  Faktor  2  (cos  cp  —  1). 
Es  ergibt  sich  nun  sofort 

{sin  {n  -\-  1)  cp  —  sin  ng)}  —  sin  cp 
=  2  (cos  cp  —  1)  (sin  cp  -\-  sin  2 cp  -\-  ■  ■  ■  -\-  sin  ncp), 

und.  falls  cos  cp  ^  1  ist, 

sin  n cp  -\-  ain  cp  —  sin  (n  +  l)cr 

sin  rß  +  sm  2  Oi  +  •  ■    -f-  sm  nw  = ^,,    ;^ 

^  ^  ^  2(1  —  cos  f/)) 

(1  —  cos  cp)  sin  7icp  +  (1  —  cos  ncp]  sin  g) 


2(1  —  cos  cp) 

Diese  Formel  läßt  sich  übrigens  auch  aus  der  für  cos  cp  -\-  ■  ■  ■  -{-  cos  ncp 
ableiten.     Der  Leser  möge  dies  ausführen. 

Aus  diesen  Formeln  kann  man  schließen,   daß 

,cos^+...+cos.^^|<^--^  +  | 

nnd  ebenso 

Isin  fß  +  •  ■    -4-  sin  ncpl  <' 

'       ^  ^ '        1  —  cos  go 

ist.     Man  hat  nämlich 

|cos  ?iq)  —  aos{n  +  1)^|  ^  |cos  ncp\  +  |  co&(n  +  l)y^|  ^  2  , 

](1  —  cos  g))  sin  7icp  +  (1  —  cos  ncp)  sin  cp\  ^  (1  —  cos  cp)  |sin  ncp\ 

+  (1  —  cos  ncp)  [sin  cp\  ^  2 . 

Ist  nun  tti,  a.j^  «3,  •••  eine  Folge,  die  mit  endlicher  Schwankungs- 
summe nach  Null  konvergiert,  so  sind  nach  Satz  2  die  Reihen 

«1  cos  cp  -\-  a^  cos  2  ^  4-  «3  cos  89+  •  •  • 
und 

«1  sin  cp  -\-  a-2  sin  2  9  +  %  sin  3  f/)  +  ■  •  • 

konvergent.  Dabei  unterliegt  cp  der  Einschränkung  cosr/)  =(=1,  d.  h.  cp  darf 
kein  Vielfaches  von  2jt  sein.  Bei  der  zweiten  Reihe  kann  man  diese  Ein- 
schränkung übrigens  wieder  fallen  lassen,  da  im  Falle  cos  cp  =  1  alle  Glieder 
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der  Reihe  gleich  Null  werden,  so  daß  sie  auch  dann  konvergiert.  Bei  der 
ersten  Reihe  ist  die  Einschränkung  co&  cp  4=  1  nicht  zu  entbehren.  Denn 
die  Reihe  reduziert  sich  im  Falle  cos  (p  =^  1   auf  o^i  +  «2  +  ^3  H~  •    ■  >  ^Iso 

möglicher  Weise  auf  1  +  -^  -h  -^  +  •  ■  •  • 

Wir  wollen  hier  noch  eine  Grenzwertaufgabe  erwähnen,  bei  der  die  Reihe 
cos  (p  +  •••  -\- 0,0%  ncp  vorkommt.  Es  soll  der  Schwerpunkt  eines  Kreis- 
bogens bestimmt  werden,   den  man  sich  gleichförmig  mit  Masse  erfüllt  denkt. 

Der  Radius  des  Kreisbogens  sei  1,  und  das  Achsensystem  sei  der 
Fig.  27  entsprechend  gewählt.  Die  Länge  des  Bogens  sei  a.  Wir  teilen 
ihn  in  r  =  2n  -\-  1  gleiche  Teile  und  denken  uns  die  Masse  jedes  Teil- 
bogens  in   seiner  Mitte   konzentriert.     Ist  in  dem  Kreisbogen  a  die  Masse  1 

enthalten,  so  kommt  auf  jeden  Teilbogen  die  Masse Diese  denken  wir 

uns  also  in  der  Mitte  des  Teilbogens  konzentriert.  Dann  haben  wir  v  Massen- 
punkte. Ihr  Schwerpunkt  sei  P„.  Da  es  sich  um 
gleiche  Massen  handelt,  so  sind  die  Koordinaten  von 
P„  die  arithmetischen  Mittel  aus  den  entsprechenden 
Koordinaten  der  2?*+l  Massenpunkte.  Diese  Ko- 
J/  /  \  ordinaten  lauten  aber  (vgl.  Fig.  27): 


y 


2a 
X  =  cos  —  ,     y 


.    2a 


Fiff.  27. 


na  .     ,    na 

X  =  cos  — ,     ?/  =  ±  sm  — 


V  ■      -  V 

Bezeichnen  wir  also  die  Koordinaten  von  P„  mit  x^^^  y„,  so  ist  y,i  =  0  und 


2   /  1     ,           a 

Xn  =  -7^  +  COS  

V  \2  ^         V 

2«    ,             ,7 
+  cos 1-  •  •  •  +  cos  - 

d.h. 

na               [n-\rl)a           ^   .     et     .     a 

COS cos  ^^ —           2  sm  -—  sm  ~- 

V                      V                           2          2i/ 

vi—  cos  — 
\                      V  1 

2v  sm  -—  sm  -— 
2v         2v 

nach  der  Formel 

l<P  +  0 

'P~'^\        co3('^  +  '^ 

\       2 

2  )  ^^n  2 

_    .     fp  +  ip    .    (p  —  ip 
_  2  sm  ^^^  sm  L^  . 

na 


2  sin 


2v  sin 


2v 
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Läßt  man  n  immer  größer  und  größer  werden,  so  wird  P„  immer  genauer 
mit  dem  Schwerpunkt  des  betrachteten  Kreisbogens  zusammenfallen.  Die 
Koordinaten  des  gesuchten  Schwerpunkts  lauten  demnach  lima;,,,  lim?/„,  und 
zwar  ist  lim  y^  =  0,  während  man  für  den  andern  Grenzwert  findet  (vgl.  §17) 

a 

2     .     «  „       27  2     .     a 

lim  Xn  =  —  sin  -r-  hm =  —  sin  -—  ■ 

a  2  .     a  a  2 

sm-- 
2v 

lim?/,,  =  0  sagt  uns,  daß  der  Schwerpunkt  auf  der  x- Achse  liegt,  was 
von  vornherein  zu  erwarten  war.  Aus  der  letzten  Formel  sehen  wir,  daß 
seine  Abszisse  sich  zum  Radius  verhält,  wie  die  Sehne  des  Kreis- 
bogens zur  Länge  desselben. 


Zweites  Kapitel. 
Differentialrechnung. 

§  44.     Was  ist  eine  Funktion? 

Wenn  y  derart  von  x  abhängig  ist,  daß  jedem  Wert  von  x  ein 
bestimmter  Wert  von  y  entspricht,  so  nennt  man  y  eine  Funktion 
von  X.     Diese  Fassung  des  Funktionsbegriffs  rührt  von  Dirichlet  her*). 

Z.  B.  entspricht  jedem  Quantum  x  einer  Ware  ein  bestimmter  Kaufpreis  y. 
Der  Kaufpreis  ist  eine  Funktion  des  gekauften  Quantums,  und  zwar  ist  der 
Kaufpreis  dem  Quantum  proportional,  d.  h.  es  ist  y  =  ex  (c  eine  feste  Zahl, 
eine  sogenannte  Konstante). 

Beim  freien  Fall  der  Körper  entspricht  jeder  Fallhöhe  h  eine  bestimmte 
Fallzeit  t  und  eine  bestimmte  Endgeschwindigkeit  v.  Fallzeit  und  End- 
geschwindigkeit sind  Funktionen  der  Fallhöhe,  und  zwar  ist  nach  Galilei**): 

v=y2g}i     und     t  =  ]/—■ 

g  bezeichnet  die  Gravitationskonstante. 

Die  Schwingungsdauer  T  eines  mathematischen  Pendels  ist  eine  Funktion 
der  Pendellänge  /  und  man  hat  (bei  sehr  kleinen  Schwingungen) 

^    9 
Bei  konstanter  Temperatur  ist  das  Volumen  v  einer  Gasmasse  eine  Funktion 
des  Druckes  _p,  und  zwar  ist  das  Volumen  dem  Drucke  umgekehrt  proportional 
(Boyle-Mariottesches  Gesetz): 

V  =  —  •  (c  eine  Konstante) 

P 
Bei  konstantem  Druck   ist   das  Volumen   v   der  Gasmasse   eine  Funktion 
der  Temperatur  d-^  ebenso  der  Druck  p  bei  konstantem  Volumen,  und  zwar 
hat  man  nach  dem  Gay- Lussac sehen  Gesetz: 

V  =  Vq  (1  +  a  d-)     bezw.     _p  =  ^Jq  (1  -|-  a  d-). 

Vq   ist  das  Volumen  [jid  der  Druck)   bei   der  Temperatur  ,9-  =  0   und   a  ist 
der  Ausdehnungskoeffizient. 


*;  Jeder  Mathematiker  sollte  Dirichlets  Abhandlung  über  Fouriersche  Reihen 
gelesen  haben.    (Ostwalds  Klassiker,  Nr.  116). 

**;  Vgl.  Nr.  11,  24,  25  der  Ostwaldschen  Klassiker. 
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Die  Zahl  dieser  Beispiele  läßt  sich  beliebig  vermehren. 

Um  auch  einige  geometrische  Beispiele  zu  haben,  denke  man  daran,  daß 
Oberfläche  und  Volumen  einer  Kugel  Funktionen  des  Radius  sind,  Oberfläche 
und  Volumen   eines   regulären  Tetraeders   Funktionen   der  Kantenlänge  usw. 

Wenn  x  von  x  und  y  derart  abhängig  ist,  daß  jedem  Wert- 
system a;,  y  ein  bestimmter  Wert  x  entspricht,  so  nennt  man  x 
eine  Funktion  von  x  und  y. 

Das  Volumen  v  einer  Gasmasse  ist  eine  Funktion  des  Druckes  p  und  der 
Temperatur  -d-^  und  zwar  hat  man 


1  +  a^ 


(c  eine  Konstante) 


Der  Inhalt   einer   Pyramide  ist  eine  Funktion   des  Basisinhalts   und   der 
Höhe,  nämlich  ein  Drittel  des  Produktes  beider. 

j  Jetzt  wird  der  Leser  selbst  sagen  können,  was  es  bedeutet,  daß  ii  eine 
I Funktion  von  x,  y,  x  ist,  oder,  daß  u  eine  Funktion  von  Xi,  X2,  ■  ■  ■,  x,,  ist. 
\        Um  auszudrücken,  daß  u  eine  Funktion  von  Xi,  x^,  •  •  • ,  ic«  ist,  schreibt  man 

j  U  =  f(Xi,   X2,    •••■,  x„] 

( —  ,,u  gleich  f  von  Xi,  X2,  ••  •,  x^^"  — .  Hat  man  verschiedene  Funktionen 
(von  Xi,  X2,  ••  •,  a:,(  zu  betrachten,  so  wendet  man  statt  /"andere  Buchstaben  an. 
;       Man  spricht  von  Funktionen  einer  Veränderlichen  oder  zweier,  dreier,  .  .  . 

Veränderlicher,  im  Falle  u  =  f[Xi,  X2,   •  •  -,  x,,)  also  von  einer  Funktion  von 

n  Veränderlichen. 


§  45.     Geometriselie  Darstellung  der  Funktionen. 

Um  eine  geometrische  Darstellung  der  Funktion  y  =  f{x)  zu  gewinnen, 
betrachte  man  die  Werte  von  x  als  Abszissen  und  die  zugehörigen  Werte 
vou  y  als  Ordinaten  in  bezug  auf  zwei  rechtwinklige  Achsen. 


Fig.  28. 


Trägt  man  z.  B.  bei  dem  Boyle-Mariotteschen  Gesetz  die  Werte  von 
j»  als  Abszissen  und  die  zugehörigen  Werte  von  v  als  Ordinaten  auf,  so  ergibt 
iich  eine  Kurve  wie  Fig.  28  sie  zeigt. 

Trägt  man  bei  dem  Galileischen  Fallgesetz  die  Werte  von  h  als  Abszissen 
luf  und  die  zugehörigen  Werte  von  v  als  Ordinaten,  so  findet  man  eine 
iurve  wie  die  in  Fig.  29.  Solche  graphische  Darstellungen  von  Funktionen 
commen  in  Physik  und  Technik  fortwährend  vor. 

Kowaleivski,  Analysis  des  Unendlichen.  9 
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Sie  haben  den  Vorteil,  daß  man  alle  Funktionswerte  nebeneinander  vor 
sich  sieht. 

Zeichnet  man  umgekehrt  irgend  eine  Kurve  auf,  bei  der  zu  jeder  Abszisse 
nur  eine  Ordinate  gehört,  (vgl.  Fig.  30),  so  stellt  sie  eine  Funktion  dar.  Die 
Ordinate  ist  nämlich  eine  Funktion  der  Abszisse. 

Bei  einer  Funktion  x  ^=  f{x,  y)  von  zwei  Veränderlichen  gibt  es 
eine  ähnliche  geometrische  Darstellung.  Man  nimmt  drei  zueinander  recht- 
winklige Achsen  Ox^  Oy,  Ox  und  sucht  jedesmal 
den  Funkt  auf,  dessen  Koordinaten  in  bezug  auf 
diese  Achsen  die  Werte  x,  y,  x  z=  f{x,  y)  haben. 
Man  suche  zuerst  in  der  {x,  ^)- Ebene  den  Funkt, 
dessen  Koordinaten  gleich  x  bezw.  y  sind.  Dann 
errichte  man  in  ihm  ein  Lot  auf  dieser  Ebene,  das 
(in  Länge  und  Richtung)  gleich  f[x,  y)  ist  (vgl. 
Fig.  31).  Denkt  man  sich  dies  für  alle  Wertsysteme 
X,  y  gemacht,  so  hat  man  die  gewünschte  geome- 
trische Darstellung  der  Funktion  fix,  y). 

Liegt   umgekehrt    eine   Fläche   vor,    bei   der   zu 
nur  ein  Wert  von  z  srehört,  so  stellt  sie  eine  Funk- 


f'a;2/j 


Fig.  31. 


jedem  Wertsystem  x,  y 
tion  von  x  und  y  dar. 

Bei  Funktionen  von  mehr  als  zwei  Veränderlichen  müßten  wir,  um  eine 
ähnliche  geometrische  Darstellung  herzustellen,  einen  Raum  von  mehr  als 
drei  Dimensionen  zur  Verfügung  haben. 


§  46.     Die  elementaren  Funktionen. 

Die  einfachste  Abhängigkeit  eines  y  von  einem  x  ist  die,  daß  jedem  Wert 
von  x  ein  und  derselbe  Wert  von  y  entspricht.  Eine  solche  Funktion  heißt 
eine  Konstante.     Ihr  geometrisches  Bild  ist  eine  Parallele  zur  a;-Achse. 


Fig.  32 


Nächst  den  Konstanten  sind  die  einfachsten  Funktionen  die  linearen. 
Sie  teilen  mit  den  Konstanten  die  Eigenschaft,  daß  ihre  geometrischen  Bilder 
Geraden  sind. 

Aus  der  Figur  ersieht  man  leicht,  daß  bei  einer  linearen  Funktion 


y  ^=  ax  -{-  b 

ist  [a  und  h  Konstanten). 

Die  linearen  Funktionen  haben  folgende  Eigenschaft: 
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Einer  arithmetischen  Reihe  von  a;- Werten  entspricht  stets  eine  arithmetische 
Reihe  von  Funktionswerten.     Ist     nämlich 

xi  =  XQ-\-h,         X2  =  Xi-\-h,         x^  =  X2  +  h,      ■■■, 
so  wird 

2/1  =  2/0  +  ah,      ?/2  =  ?/i  +  ah,      ij^  =  y^^  ah,  •  ■■, 

{ijp  ist  der  zu  Xp  gehörige  Funktionswert). 
Wenn 

y  =  a^x'"  +  «, X'"  -^  -\-  ■  ■  ■  -'r  a,n-iX-\-  a„i 

I  ist   (a^,  öl,   •••,  a„  Konstanten),   so   nennt  man  y  eine   ganze  rationale 
i  Funktion  von  x  oder  ein  Polynom  in  x.     Die  Konstanten  und  die  linearen 
Funktionen   sind   mit  in   dieser  Klasse  von  Funktionen  enthalten.     Im  Falle 
«0  <  0  spricht  man  von  einem  Polynom  in-ten  Grades. 
Ist 

_  a^x'"  H-  a^x"'-'^  +  •  •  •  +  CJ.» 

y  —  h,x''  +  b^x—'-\ ho» ' 

also  ein  Quotient  von  zwei  Polynomen,  so  nennt  man  y  eine  rationale 
Funktion.  Die  ganzen  rationalen  Funktionen  sind  spezielle  rationale  Funk- 
tionen.    Sie  ergeben  sich,  wenn  der  Nenner  von  y  eine  Konstante  ist. 

Während  ein  Polynom  für  jedes  x  einen  Sinn  hat,  muß  man  bei  einer 
rationalen  Funktion  solche  aj-Werte  vermeiden,  die  den  Nenner  zum  Ver- 
schwinden bringen.     So  ist  z.  B. 

x'^  —  x 

nur  definiert  ftir  solche  Werte  von  x,   die  von  0  und  1  verschieden  sind. 

Man  nennt  y  =  f[x)  ein  algebraische  Funktion  von  x,  wenn  sie  einer 
Gleichung  von  der  Form 

r  +  B,{x)y-'  +  E2{x)y"-^  +  •  •  ■  +  J?,(x)  =  0 

genügt,  wo  die  R  rationale  Funktionen  sind. 
So  erfüllt  z.  B. 

y  =  Vl^lc2 
die  Gleichung 

Setzt  man 
so  wird 


2/2  -  (1  +  x^)  =  0. 
2/  =  ^  +  ]/l  +  f^, 


und 


X . 
d.  h.  y  genügt  einer  Gleichung  von  der  Form 

y^-{-E,{x)y^^---+R,{x)^0. 


9* 
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Die  rationalen  Funktionen  sind  spezielle  algebraische  Funktionen.  Sie 
entsprechen  dem  Fall  n  =  1.  Die  andern  algebraischen  Funktionen  nennt 
man  irrational. 

Außer  den  algebraischen  Funktionen  gibt  es  noch  andre,  die  man  als 
transzendente  Funktionen  bezeichnet,  sin  a?,  cos«,  tg  x,  cot  x  sind  z.  B. 
transzendente  Funktionen.  Man  kann  dies  auf  folgende  Weise  erkennen. 
Wenn  y  =  f{x]  einer  Gleichung  n-ten  Grades  mit  rationalen  Koeffizienten 
gentigt  (vgl.  S.  131),  so  läßt  sich  diese  in  folgender  Form  schreiben 

P,{x)y"  +  Pi  {x)ir-'  +  •  •  •  +  Pnjx)  _ 
Po{x] 

P(i{x),  •••,  P,,{x)  und  P{x)  sind  Polynome.  Ordnen  wir  den  Zähler  der 
linken  Seite  nach  Potenzen  von  x,  so  lautet  die  Gleichung 

X'"  Qo  [y]  +  X'-  - 1  Q,  (y)  +  ■  ■  ■  +  Q„,  [y]  _ 

Poix] 

Hieraus  können  wir  nuu  folgendes  schließen :  Eine  algebraische  Funktion 
(die  nicht  eine  Konstante  ist)  nimmt  jeden  Wert  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Malen  an.  Wäre  sie  nämlich  für  unendlich  viele  (verschiedene)  Werte 
von  X  gleich  «/o?  so  müßte  die  Gleichung 

X'"  QoiVo)  +  X'--'  Q,  [ijo)  H h  QnM  =  0 

unendlich  viele  (verschiedene)  Wurzeln  haben.  Das  geht  aber  nur,  wenn 
Qoiyo],   QiiVo),   ■■■■>    Qmiyo)  alle  Null  sind,  und  dann  ist 

r+A(r«)r-'+--+i2.(^)  =  (?/-2/o)(r-'+^i(^)r-'+---+'S'«-i(a:)), 

wo  die  S  wieder  rationale  Funktionen  sind.  Das  dürfen  wir  aber  ausschließen. 
Wir  denken  uns  eben  in  der  Gleichung  y"  +  i?i(x)?/'*-^  +  •  ■  •  +  Rh{x)  =  0 
von  vornherein  solche  Faktoren  beseitigt. 

Da  sina;,  cosx,  tg  x,  cotx  für  o;  =  a^o  +  2k7t{k  =  0,  ±1,  ±2,  •  •  ■) 
gleich  sin  Xq,  cos  Xo,  tg  Xo,  cota^o  sind,  so  sind  sie  sicher  keine  algebraischen 
Funktionen. 

Auch  e^  ist  eine  transzendente  Funktion.     Man  kann  nämlich 

P,[x)e--  +  A  {x)e^—^^-  H \-  Pn{x] 

so  schreiben: 


?--(Po(«) 


Nach  S.  104  ist  aber  für  lim  x  =  oo 

y        Pl{x)  ^  ,.        Pnjx) 

lim  — !-!-^  =  0 ,   •  •• ,  hm —^  = 

ßX  '  '  gnx 

and 

lim  Po  (a;  I  :=  oo     oder     Py(a;)  =  1 


*]  Wir  nehmen  an,  daß  der  höchste  Koeffizient  von  Poix)  gleich  1  ist. 
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Wenn  x  genügend  groß  ist,  wird  also 

sicher  von  Null  verschieden  sein. 

Um  zu  zeigen,  daß  logcc  transzendent  ist,  setzt  man  \q%x  =  u  und 
X  =  e".     Dann  wird 

Po  {X)  (log  xY  +  Pi  (a:)  (log  xf  - 1  H h  P.  (ic) 

und  man  schließt  wie  soeben. 

Einen  Bogen  ?/,  dessen  Sinus  den  gegebenen  Wert  x  hat,  nennt  man 
einen  Arcus  des  Sinus  x  und  schreibt 

y  --  arc  sin  x         (y  gleich  arcus  sinus  x) . 

Ebenso  heißt  ein  Bogen  y,  dessen  Cosinus  den  gegebenen  Wert  x  hat,  ein 
Arcus  des  Cosinus  x,  und  man  schreibt 

y  =  arc  cos  x         [y  gleich  arcus  cosinus  x) . 

Eine  ähnliche  Bedeutung  haben  die  Formeln 

y  =  arc  tg  x         {y  gleich  arcus  tangens  x) 
und 

y  =  arc  cot  x         [y  gleich  arcus  cotangens  x) . 

Die  Formeln 

y  =  arc  sin  x,     y  =  arc  cos  x,     y  =  arc  tg  x,     y  =  arc  cot  x 

sind  also  nur  eine  andere  Schreibweise  der  Formeln 

x  =  smy,     2;  =  cos?/,     x  =  tgy^     x  =  coty. 

Wenn  wir  an  der  in  §  44  gegebenen  Erklärung  des  Funktionsbegriffs 
festhalten  wollen,  so  können  wir  arc  sin  rr,  arc  cos  2^,  arctg.r,  arc  cot  x 
nicht  ohne  weiteres  als  Funktionen  von  x  betrachten.     Ist  nämlich  y  gleich 


rot  y  ,       cot  1/ 


cos  y  cos  rj 

Fig.  34. 

arc  sin  x  oder  arc  cos  x^  so  gilt  dasselbe  von  y  +  2kjt[k  =  =b  1,  ±2,  •  •  •), 
und  ist  y  gleich  arc  tg  x  oder  arc  cot  x,  so  gilt  dasselbe  von  y  +  kji{k  =  ±  1, 
±2,   ...). 

Um  diese  unendliche  Vieldeutigkeit  zu  beseitigen,  bemerken  wir,  daß 
cos  //  von  1  bis  —  1  abnimmt,  wenn  y  von  0  bis  7t  wächst.  Ebenso  nimmt 
cot  //  von  oo  bis  —  oo  ab,  wenn  y  von  0  bis  71  wächst  (vgl.  Fig.  34).  Wenn 
wir  also  sagen:  arc  cos  a:;  oder  arc  cotx  soll  der  Bogen  zwischen  0  und  tt 
sein,  dessen  Cosinus  bzw.  Cotangens  gleich  x  ist,  so  hört  die  Vieldeutigkeit 
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gänzlich  auf.  Dann  sind  also  arc  cos  x  und  arc  cot  x  Funktionen  von  x  im 
Sinne  von  §  44.  Während  aber  arc  cota;  für  jedes  x  einen  Sinn  hat,  müssen 
wir  bei  arc  cos  x  fordern,  daß  —  1  ^  2;  ^  1  ist.  arc  cos  x  ist  nur  in  dem 
Intervall  (—  1,   1)  definiert. 


Fig.  35. 


O 
Fig.  36. 


1  bis  1  zu,  wenn  wir 


y  von —  bis 


wachsen 


sin?/  nimmt  von         o.   ...^  -  -.-,    ....  ^    .„„  —    ^ 

lassen ,  und  tg  y  nimmt   dabei  von  —  00  bis  00  zu.     Wenn   wir   also   fest- 
setzen,  arc  sin  x  oder   arc  tg  x  soll  der  Bogen  zwischen —  und  ~  sein, 

dessen  Sinus  bzw.  Tangens  gleich  x  ist,  so  hört  die  Vieldeutigkeit  auf  und 
arc  sin  x ,  arc  tg  x  sind  Funktionen  von  x  im 
Sinne  des  §  44 ;  arc  sin  x  ist  nur  in  dem  Inter- 
vall —  1,1  definiert,  arc  tg  x  für  jedes  x. 

In  Fig.  36  sieht  der  Leser  die  Bildkurve  von  e^. 
Fig.  37  entsteht  aus  Fig.  36  durch  Drehung  um 
einen  rechten  Winkel  und  gibt  die  Bildkurve  von 
log  x.  Will  man  nicht  die  natürlichen  Logarithmen, 
sondern  die  Logarithmen  zur  Basis  a,  so  muß 
man  alle  Ordiuaten  in  Fig.  37  mit  dem  Modul 
dieser  Logarithmen  multiplizieren  (vgl.  §  20). 

Dreht  man  dann  wieder  um  einen  rechten 
Winkel,  so  hat  man  die  Bildkurve  von  a'. 

Fig.  38  zeigt  die  Bildkurve  von  sin  x.    Fig.  39 
entsteht  daraus  durch  Drehung  um  einen  rechten 
Winkel  und  gibt  die  Bildkurve  von  arc  sin  x.     Um  die  Vieldeutigkeit  zu  be- 
seitigen, muß  man  sich  die  punktierten  Teile  der  Kurve  wegdenken. 
Ähnlich  ist  es  mit  den  Figui'en  40  und  41. 
Da 


sin    x  + 


Fig.  37. 
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ist,  entsteht  Fig.  40  aus  Fig.  38  durch  eine  Parallelverschiebung  um  7r/2  in 
der  Richtung  der  a:;-Achse. 

Der  Leser   zeichne   die  Bildkurven   von   tga:,   cota;,    arctga:,  arccota:. 


Fig.  38. 


Fig.  40. 


Fig.  39. 


Die  bisher  angeführten  Funktionen  pflegt  man  als  die  elementaren  zu 
bezeichnen.  Auch  die  aus  einer  endlichen  Anzahl  elementarer  Funktionen 
zusammengesetzten  rechnet  man  mit  zur  Klasse  der  elemen- 


taren Funktionen,  z.B.  log  sin  a?,  log  cos  a;-,  logyl  -\-  x^ 
u.  dergl. 

Nun  zum  Schluß  noch  eine  ganz  einfache  Frage.  Wie 
sieht  die  Bildkurve  von  a^^x^ -\- a^x -\- a^  aus  («o  <  0)> 
also  von  einem  Polynom  zweiten  Grades? 

Man  kann  die  Gleichung 

y  =  üqx'^  -\-  a^x  -\-  a-i 
in  der  Form  schi'eiben 

■  4  öo  «2 


y  + 

Setzt  man 


4an 


=  "«(^+2!) 


«1 2  —  4  «0  «2  «1 


so  lautet  sie 


Fig.  41. 


üi  =a^x^\ 


Die  Einführung  von  x^  und  y^  ist  gleichbedeutend  mit  einer  Parallel- 
verschiebung des  Achsensystems.  Durch  eine  solche  Parallelverschiebung  läßt 
sich  also  erreichen,  daß  a^  und  «2  gleich  Null  werden.     Dann  stellt  aber  die 
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Gleichung  eine  Parabel  dar,  deren  Scheitel  im  Anfangspunkt  liegt  und  deren 
Achse  die  ?/i- Achse  ist.     (Vgl.  Fig.  42  und  43). 


Fig.  42. 


f^y 


JC 

Fig.  43. 


Die  Bildkurve  eines  quadratischen  Polynoms  y  ^  a^x^ -\- a^x -\- a^  ist 
also  eine  Parabel,  deren  Achse  parallel  zur  ?/- Achse  läuft.  Die  Gestalt  dieser 
Parabel  hängt  nur  von  a^  ab. 

§  47.     Verhalten    einer  Funktion   bei   Grenzübergängen.     Stetigkeit. 

Es  ist  ein  Unterschied,  ob  man  in  f{x)  direkt  x  durch  Xq  ersetzt  oder, 
ob  man  x  nach  Xq  konvergieren  läßt,  während  es  beständig  von  Xq  ver- 
schieden bleibt. 

Nehmen  wir  z.  B.   die  Funktion 


f{x,  =  arctg— , 

so  ist  ihre  Bildkurve  die  in  Fig.  44  angedeutete.    Über  den  Funktionswert  /iO) 

müssen  wir  noch  irgend  eine  Festsetzung  treffen,    weil  das  Symbol  arctg  — 

für  x  =  0   völlig    bedeutungslos    wird.     Wir    können  z.  B.   festsetzen,    daß 
/•(O)  =  0  sein  soll. 

Lassen  wir  jetzt  x  durch  positive  Werte  nach  Isull  konvergieren,  so  wii-d 


Y\mf{x)  =  -^, 

lassen  wir  es  durch  negative  Werte  nach  Null  kon- 
vergieren, so  wird 


\imf[x)  =  — 


Y\o-.  44.  Welche  Festsetzung  wir  auch  über  f[0)  treffen 

mögen,    einer  von    diesen    Grenzwerten  ist  sicher 
ungleich  f[Q). 
Es  kann  auch  vorkommen,    daß  wir  überhaupt  keinen  Grenzwert  heraus- 
bekommen,  wenn  x  nach  Xq  konvergiert.     Lassen  wir  bei    dem  obigen  Bei- 
11  1 


spiel  X  die  Folge  1 ,  — 


durchlaufen,  so  strebt  f[x)  keinem 
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Grenzwert  zu.  Die  Folge  f{l],  f\  —  -^)j  /"(^)?  /^("~  T")'  ''  ^^t 'vielmehr 
die  beiden  Häufungswerte     -     und  —  -^  • 

Als  zweites  Beispiel  für  dieses  Vorkommnis  führen  wir  die  Funktion 

f'x)  =  sin  — 

an.    Über  /"(O)  müssen  wir  auch  hier  wieder  eine  besondere  Festsetzung  treffen- 

2       2        2 

Lassen  wir  x  z.  B.  die  Werte  — ,  7^— ,  - — ,  •  •  •   durchlaufen,  so  sind  die  zu- 

TC        Ö7t       071 

gehörigen  f{x)  gleich  1,  —  1,  1,  —  1,  •••.  f{x)  strebt  also  keinem  Grenz- 
wert zu. 

Nun  kann  eine  Funktion  die  Eigenschaft  haben,  daß  es  keinen  Unterschied 
macht,  ob  man  in  f[x)  direkt  x  durch  Xq  ersetzt,  oder  ob  man  x  nach  Xq 
konvergieren  läßt  [x  ^  Xq).  In  diesem  Falle  nennt  man  die  Funktion  f{x) 
au  der  Stelle  Xq  stetig. 

Wir  können  diese  Definition  kurz  so  formulieren:  f{x)  heißt  an  der 
Stelle  X(f  stetig,  wenn  aus 

lim  X  =  Xq 
immer  folgt 

lim  f{x)  =^  lim  [{Xq)  . 

x  darf  also  nach  Xq  konvergieren,  wie  es  will.  Immer  strebt  f{x]  dem 
Grenzwert  f{xQ)  zu*). 

Wenn   diese   Eigenschaft  nicht   besteht,    so   heißt  fix)    an   der  Stelle  Xq 

unstetig,     aretg —  und   sin —  sind  also  an  der  Stelle  Null  unstetig. 

Aus  den  Grenzwertsätzen  in  §  8  läßt  sich  leicht  folgendes  entnehmen: 
Wenn  f{x)  an  der  Stelle  x^)  stetig  ist,  so  ist  auch  \f(x)\  daselbst 
stetig. 

Sind  fix]  und  g{x)  an  der  Stelle  Xq  stetig,  so  gilt  dasselbe  von 

f{x)-{-g{x)   und   f{x)-g[x) 

und  im  Falle  g{X(^)  ^  0  auch  von 

I  Der  Summen-  und  ebenso  der  Produktsatz  überträgt  sich  sofort  auf  jede 
j endliche  Anzahl  von  Funktionen.  Sind  /Kx),  ■••,  fp{x)  an  der  Stelle  Xq 
1  stetig,  so  haben  auch 

fii^)  ^  ■  ■  ■ -i- fp{x)   und   f{x)---fp{x] 
diese  Eigenschaft. 


^j  Sollte  fix)  nur  für  x^xo  (oder  nur  für  x  ^  a:o)  definiert  sein,  so  muß  man 
sich  auf  x-Werte  beschränken,  die  größer  (bezw.  kleiner)  als  xq  sind.  Man  spricht 
in  diesem  Falle  von  rechtsseitiger  (oder  linksseitiger)  Stetigkeit. 
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Eine  Konstante  ist  selbstverständlich  überall  stetig,  ebenso  die  Funktion 
f[x)  =  X.  Daraus  folgt,  daß  auch  xf  stetig  ist  [p  =  2,  3,  4,  ■  ••),  ebenso 
jedes  Polynom  a^  x"  -\-  a^x"  - '^  -{-  ■  ■  ■  -j-  a,,. 

Weiter  können  wir  sagen,  daß  eine  rationale  Funktion  überall 
stetig  ist,  wo  ihr  Nenner  nicht  verschwindet.  Wie  verhält  sich  die 
rationale  Funktion  an  einer  Nullstelle  des  Nenners?  Ist  die  Funktion  gleich*) 
f{x):g[x)  und  Xq  eine  p- fache  Wurzel  des  Nenners,  so  hat  man 

m  ^        1         JJxl 
g[x)       [x  —  x^)p'h{xy 

wo  h{x^,):^0  ist.  Nun  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  jj  gerade  oder 
p  ungerade. 

Wenn  p  gerade  ist,  so  wird  für  lim  x  =  Xq 

bm  ^-4  =  oo  oder  hm  '-V4  =  —  oo  , 
g{x)  g{x) 

je  nachdem  f{xo)'.g{XQ)  positiv  oder  negativ  ist**). 

Um  zu  erreichen,  daß  die  Funktion  sich  an  der  Stelle  Xq  ähnlich  verhält 
wie  eine  stetige  Funktion,  müßte  man  ihren  Wert  an  der  Stelle  Xq  gleich  oo 
bezw.  —  oo  setzen.  Dann  wird  die  Funktion  an  dieser  Stelle  uneigent- 
lich stetig. 

Wenn  p  ungerade  ist,  so  wird 

lim  ^-^  =  CO  oder   hm  —  -  =  —  oo , 

je  nachdem  x  von  der  einen  oder  von  der  andern  Seite  nach  x^  konvergiert, 
(d.  h.  je  nachdem  dabei  x^  Xq  oder  x  <^Xq  ist).  Man  kann  also  durch 
geeignete  Festsetzung  des  Wertes  f(Xo)  :g{Xo)  nur  rechtsseitige  oder  linksseitige 
uneigentliche  Stetigkeit  erreichen. 

Als  Beispiele  für  die  beiden  Fälle  eines  ungeraden  oder  geraden  p  nennen 

wir  —   und  -^■ 
X  x^ 

Was  nun  die  übrigen  elementaren  Funktionen  anbetrifft,  so  wissen  wir 
bereits  aus  §§  19  und  20,  daß  «^  überall  stetig  ist  und  log 2;  in  seinem 
ganzen  Definitionsbereich,  d.  h.  für  alle  positiven  Werte  von  x.  Läßt 
man  .r  nach  Null  konvergieren,  so  wird  Hm  log  .r  =  —  00. 

Die  Stetigkeit  von  sin  x  und  cos  x  ist  leicht  zu  beweisen.  Setzt  man 
X  =  Xo  -\-  h,  so  wird 

cos  X  =  cos  X(j  cos  h  —  sin  Xq  sin  ä  , 

sin  a;  =  sin  a;o  cos  h  +  cos  Xq  sin  k . 
Da  für  Hm  k  =  0 

Hm  cos  /?  ==  1 ,     Hm  sin  /?  =  0 
wird  (vgl.  §  17),  so  folgt 


*)  fix)  und  g{x]  sind  Polynome. 
**)  fi^)  =  0  ist  ausgeschlossen,    weil  wir  gemeinsame  Linearfaktoren  von  fix) 
und  gix)  vorher  beseitigen  können. 


Differentialrechnung.  139 

lim  cos  X  =  cos  Xq  ,     lim  sin  x  ==  sin  Xq  .  (lim  x  =  Xq) 

tff  .r  = ist  überall   stetig,    wo  cos  a;   nicht   verschwindet.      Die  ün- 

cosa;                           TT      ,7t                  ,          7T           3/r 
Stetigkeitsstellen   sind   also   — ,    3  — ,    •  ••    und —  , — - ,    •  •• . 

cota;  = ist  überall  stetig  außer  an  den  Stellen  A-7r(A'  =  0,  zrr  1, 

Auch  arccosa;,  arc  sin  a;  sind  in  ihrem  ganzen  Definitionsbereich 
stetig,  arctgx  und  arccota;  sind  überall  stetig.  Wir  wollen  es  z.  B. 
für  arc  tg  x  beweisen.    Bei  den  andern  Funktionen  geht   der  Beweis   ebenso. 

Es  sei 

lim  Xn  =  .To  (w  ^  1,  2,  3,  ■•  •) 

und  u„  =  arctgaj«,  u^  =  arctga:-^.  Dann  soll  gezeigt  werden,  daß  immer 
\\mu„  =  ^<o  ist.     v!^  sei  ein  Häufungswert  der  Folge  Wi,   u^^  W3,   •••.     Da 

nach  der  Definition  von  arc  tg'.x  alle  Un   zwischen  — -^  und  —  liegen,    ist 

v\s  weder  00  noch  —  00.  Nun  gibt  es  nach  §  25  eine  Teilfolge  '24,  '^^,  «'3,  ■• 
mit  dem  Grenzwert  2*0-  Ist  a/i,  0:2,  «3,  •■•  die  entsprechende  Teilfolge  von 
Xi .  X2 ,  2:3 ,   ■■  ■ ,  so  hat  man 

a:',  =  tg  ^*'i , 

also  wegen  der  Stetigkeit  der  tg -Funktion 

.ro  =  tgw'o. 

TZ  7t 

Andererseits  ist  x^  =  X%iH  und  u,s^  «0  liegen  beide  zwischen —  und  — 

(diese  Werte  eingeschlossen),  tg  u  nimmt  aber  in  diesem  Intervall  jeden 
Wert  nur  einmal  an.  Daher  ist  2/0  ==  "0,  d.  h.  u^  der  einzige  Häufungs- 
wert, mithin  der  Grenzwert  der  Folge  u^ ,  u^ ,  % ,   •  •  • . 

Es  bleiben  jetzt  nur  noch  die  algebraischen  Funktionen  übrig.  Bei  ge- 
wissen von  ihnen  können  wir  schon  jetzt  die  Stetigkeit  beweisen.     Z.  B.  ist 


fix)  =  yi  +  a;2 
tiberall  stetig.     Man  hat  nämlich 

f[x)  =  e2 
Ist  nun  lim  x  =  a'o?  so  folgt  zunächst 

lim  (1  -f  x'^)  =  1  -t-  a:o2, 
dann  weiter  (wegen  der  Stetigkeit  des  Logarithmus) 

lim  ~  log  (1  +  ^2)  =  Y  log  (1  +  x,-^) 
und  endlich  (wegen  der  Stetigkeit  der  Exponentialfunktion) 

Hm  f[x)  =  e^  '-''''-'''  =  Vr+^  =  fixo). 
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Man   kann   die   Stetigkeit   von  Vi  -]-  x'^   auch  leicht   direkt  beweisen.     Mau 
bemerke,  daß 


yi-\-x^  —  yi-{-xo^  = 


seinem  Betrage  nach  kleiner  als 


Vl^x^  +  Vl-j-x^^ 


^\x^ 
2  l"" 


ist.     Da  im  Falle  lim  x  ==  Xa 


lim  (a;2  _  a-o2)  =  0 


ist,  so  folgt,  daß  auch 


lim  [VI  +  x2  —  Vi  +  xo^j  =  0 


sein  muß,  d.  h.  lim  Vi  -{-  x^  =  yi-{- x^^-. 

Wir  kommen   auf  die   Stetigkeit  der   algebraischen  Funktionen   an   einer 
späteren  Stelle  zurück. 


§  48.     Andere  Formulierung  der  Stetigkeit. 

Wenn  f[x)  an  der  Stelle  iCo  stetig  ist,  läßt  sich  jedem  positiven 
£  ein  positives  ö  entgegenstellen,  derart,  daß  die  Ungleichung 

V[^)  -  f[x,]\  <  s 
stattfindet,  sobald  \x  —  Xo\<id. 

D.  h.  f{x^^)  weicht  von  allen  Funktionswerten,  die  in  einer  gewissen  Um- 
gebung von  Xo  vorkommen,  um  weniger  als  €  ab,  und  bei  keinem  positiven 
e  tritt  eine  Ausnahme  hiervon  ein. 

Nehmen  wir  an,  dieser  Satz  wäre  nicht  richtig.  Dann  müßte  ein  positives 
e,  etwa  Cq,  existieren,  dem  sich  kein  d  von  der  gewünschten  Beschaffenheit 
entgegenstellen  läßt.  In  jeder  um  Xq  konstruierten  Umgebung  käme  dann 
ein  Funktionswert  vor,  der  von  fiXo)  wenigstens  um  £o 

abweicht.     Es   gäbe    also   auch  zwischen   Xq und 

1  ^^ 

Xo-\ (w  =  1,  2,  3,  •  •  •)  ein  x„,  derart,  daß 

71 

\fix^,)-fix,)\^So 

ist.    Nun  hat  aber  die  Folge  Xi,  x^,  x^,  •  •  •  den  Grenzwert 
Xq.     Wegen  der  Stetigkeit  müßte  daher  f{x,,)  nach  f{Xo) 
und  f[Xn)  —  fixo)  nach  Null  konvergieren,  während  doch 
der  Betrag  dieser  Differenz  nie  unter  Sq  herabsinken  soll. 
Wenn  umgekehrt  [{Xq)  von  allen  /"(a:;)- Werten. 
die  in  einer  gewissen  Umgebung  von  a^o  vorkommmen,  um  weniger 
als  £  abweicht,    und  bei  keinem  positiven  €  eine  Ausnahme   hier- 
von eintritt,  dann  ist  f{x)  an  der  Stelle  Xq  stetig. 

Wäre  nämlich  bei  irgend  einer  Folge  Xi,  X2,  x^,  ■  •  • ,  die  nach  x^  kon- 
vergiert, nicht  zugleich 


JCoS  Xq  JCq+S 

Fig.  45. 


\\mf[Xn]  =/'(Xo), 
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so  müßten  bei  einer  geeigneten  «-Probe,  etwa  bei  der  mit  e  =  Sq,  unendlich 
viele  f{x.n],  etwa 

fix',),     /•(4),     /•(4),   ••• 
dem  fi^Xo)  untreu  werden.     Man  hätte  dann 

limx',1  =  Xq     und     \f{x',,)  —  f{X(,}\  ^  £o. 

d.  h.  in  jeder  Umgebung  von  Xq  gäbe  es  Funktionswerte,  die  von  /"(xq)  wenigstens 
um  €o  abweichen.     Das  widerspricht  aber  der  Voraussetzung. 

Wir  sind  also  zu  folgendem  Resultat  gelangt: 

f[x)  ist  dann  und  nur  dann  an  der  Stelle  Xq  stetig,  wenn  sich  jedem 
positiven  e  ein  positives  ö  entgegenstellen  läßt,  derart,  daß  die  Ungleichung 
\f{x)  —  f(xQ)\  <;  £  stattfindet,  sobald  \x  —  Xq\  <[  ö. 

Diese  Eigenschaft  wird  meistens  als  Definition  der  Stetigkeit  angegeben, 
z.  B.  bei  Bolzano*)  und  Cauchy,  die  zuerst  einen  klaren  Stetigkeitsbegriff 
eingeführt  haben. 

Wenn  f{x}  an  der  Stelle  Xq  stetig  und  von  Null  verschieden  ist,  so 
läßt  sich  um  Xq  eine  Umgebung  konstruieren,  in  der  alle  f{x)  das  Zeichen 
von  /"(xq)  haben.  Man  braucht  nur  e  =  i/(^o)|  zu  setzen  und  die  Umgebung 
so  zu  wählen,  daß  in  ihr  \f{x)  —  f{X(i)\  <C  &  ist. 

§  49.     Bolzanos  Satz  über  stetige  Punktionen. 

Ist  f{x)  in  dem  Intervall  («,  b)  überall  stetig**)  und  haben  /"(«),  f{b) 
entgegengesetzte  Zeichen,  so  hat  die  Gleichung  f{x)  =  0  zwischen  a  und  b 
wenigstens  eine  Wurzel. 

Der  Anfänger  ist  geneigt,  diesen  Satz  für  selbstverständlich  zu  halten. 
Er  denkt  sich  die  Bildkurve  von  f{x)  gezeichnet  (Fig.  46).  Sie  befindet  sich 
bei  a  und  b  auf  verschiedenen  Seiten  der  a:- Achse  und  kann  doch  offenbar 
nicht  von  der  einen  auf  die  andere  Seite  gelangen,  ohne  die  a;- Achse  wenigstens 
eiumal  zu  schneiden.    Ist  die  Abszisse  eines  Schnittpunktes  gleich  c,  so  hat 


Fig.  46. 


Fig.  47. 


jman  f{c)  =  0.  Die  Notwendigkeit  eines  Beweises  wird  aber  sofort  fühlbar, 
iwenn  man  sieh  fragt:  Warum  kann  die  Kurve  nicht  von  einer  Seite  der 
> -Achse  auf  die  andre  kommen,  ohne  die  a^-Achse  zu  treffen?  Der  Grund 
dafür  ist  die  Stetigkeit  (vgl.  Fig.  47).    Aber  um  das  klar  zu  erkennen,  unter 


*)  Bolzano  werden  wir  später  noch  zitieren.  Schon  jetzt  empfehlen  wir  dem 
Leser  eine  berühmte  Arbeit  Bolzanos  zu  studieren,  die  in'Nr.lö3  der  Ostwaldachen 
IKlassiker  herausgegeben  ist. 

I       **)  Das  Intervall  (a,  b)  besteht  aus  den  Zahlen  a,  b  und  allen  dazwischen 
liegenden. 
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Benutzung  der  in  §  47  gegebenen  Definition,  bedarf  es  doch  einer  besonderen 
Überlegung.  Diese  hat  als  erster  Boizano  angestellt  (vgl.  Fußnote  *  auf 
S.  141). 

Wir  teilen  (a,  h)  in  die  beiden  Hälften  (a,  Cq)  und  (Cq,  h).  Sollte  f[co)=0 
sein,  so  ist  der  Satz  bewiesen.  Ist  /"(cq)  ^  0,  so  haben  entweder  f{a)  und 
/"(Cq)  oder  f{b)  und  /"(Cq)  entgegengesetzte  Zeichen.  Im  ersten  Falle  setzen 
wir  «1  =  a,  b^  =  Cq,  im  zweiten  «i  =  Co,  b^  =^  b  und  wenden  auf  das 
Intervall  (a^,  b^)  dasselbe  Verfahren  an  wie  soeben  auf  (a,  b).  "Wir  teilen 
also  («1,  &i)  in  die  beiden  Hälften  («i,  c^)  und  (cj,  b^).  Sollte  /"(Ci)  =  0 
sein,  so  ist  der  Satz  bewiesen.  Ist  /"(Cj)  ^  0,  so  gibt  es  unter  den  beiden 
Hälften  von  (öj,  b{)  eine,  sie  heiße  (a^.,  b^),  auf  die  sich  das  Verfahren  wieder 
anwenden  läßt,  usw. 

Entweder  kommen  wir  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  zu  dem 
gewünschten  c,  oder  wir  erhalten  eine  unendliche  Folge  von  Intervallen  (öi,&i), 
(«2,62))  (flzi  ^3))  •■••  Dann  ist  offenbar  rtj,  a^^  «3,  •••  eine  aufsteigende, 
^i7  ^2)  ^3)  ■■■  ßii^ö  absteigende  Folge.  Beide  sind  beschränkt,  weU  sie  in 
(a,  i)  liegen.     Es  existieren  daher  lim  a„  und  lim  6,,,  und  da  offenbar 

b  —  a 

ist,  so  hat  man 

lim  ha  —  lim  a„,  =  0 . 

Beide  Folgen  konvergieren  also  nach  demselben  Grenzwert  c. 
Wegen  der  Stetigkeit  ist  nun 

lim  f{an]  =  lim  f{b„)  =  f{c). 

Wäre  f{c)  >  0  oder  f{c)  <C  0,  so  müßten  auch  fast  alle  /"(««)  und  fast  alle 
f(b„)  positiv  bezw.  negativ  sein,  während  doch  fia„)  und  f{bn)  stets  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben.     Wir  können  also  schließen,   daß  f{c)  =  0  ist. 

Aus  dem  Boizano  sehen  Satze  läßt  sich  folgern,  daß  eine  algebraische 
Gleichung  ungeraden  Grades  wenigstens  eine  reelle  Wurzel  hat.  Wir  wissen 
nämlich,  daß  ein  Polynom  wie 

f[x)  =  x"  +  tti  X"  - 1  +  -  •  •  +  a„ 

durchweg  stetig  ist. 

Schreibt  man  f{k)  in  der  Form 


,„  =  ..(,  +  ^  +  ...-H-), 


so  ist  bei  genügend  großem  |A:|  der  zweite  Faktor  positiv.  Ist  also  n  ungerade, 
so  haben  f(k)  und  f{ —  k  entgegengesetzte  Zeichen  und  daher  gibt  es  zwischen 
k  und  —  k  eine  Wurzel  von  f{x). 

In  der  Astronomie  kommt  die  transzendente  Gleichung 

X  —  e  sin  a;  =  Jf 

vor,  wobei  e  eine  Zahl  zwischen  0  und  1  ist.  Man  nennt  sie  die  Kepp  1er sehe 
Gleichung,     Da  sin  x  zwischen  —  1  und  1  liegt,  so  ist 

X  —  e  <^x  —  eainx  <^  X  -\-  e. 
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Daraus  ersieht  man,  daß  für  lim  x  ==  oo 

I  lim  (x  —  e  sin  a?)  =  oo 

i  und  für  lim  x  =  —  oo 

lim  (ic  —  ß  sin  cc)  =  —  oo 
wird.     Es  lassen  sich  daher  a  und  h  so  wählen,  daß 

a  —  e  sin  a  —  Jf  ><  0 
und 

6  —  e  sin  ö  —  ilf  >  0 
wird.     Da  nun 

f[x)  =  X  —  e  sin  a;  —  M 

überall  stetig  ist,  gibt  es  zwischen  a  und  b  eine  Wurzel  der  Kepplerschen 
Gleichung. 

Man  kann  sich  leicht  überzeugen,    daß    die  Kepplersche  Gleichung   nur 
eine  einzige  reelle  Wurzel  hat.     Wäre  nämlich 


so  hätte  man 

f{x,)  =  0     und     f{x2)  =  0, 

oder 

Xi  —  .Ti  —  e  (sin  x^  —  sin  x^  =  0 

.     X'i  —  X^ 

sm       ^ 

2              x^-^x>^ 

1  =  e cos    ^X      , 

x^  —  x^                 2       ' 

Die  rechte  Seite  ist  aber   ihrem  Betrage  nach   nicht  größer   als  e  und  e 
ist  nach  Voraussetzung  kleiner  als  1. 

;'4]  Um  die  Wurzel  der  Kepplerschen  Gleichung  zu  finden,  kann  man  so 
verfahren.  Man  bildet  eine  Folge  x^,  x-^  x^,  •  •  •  indem  man  der  Reihe 
nach  setzt: 

Xi  =  M, 

X2  =  M-{-  esinxx, 

x^  =  M-i-  esmx2, 


Dann  hat  man*) 

Xn+i  —  Xn  =  e{ämXa  —  smXu-i)  =  e{Xn  —  a;,«_i) 
also 

\Xn  + 1  —  Xn\  <C  6  \Xu  —  Xn-l\ 

und 


.      Xn 

Sin  — 

—  Xn-l 

2 

cos 

X, 

2 

-1 

Xn  - 

~Xn-i 

\xn  +  x-x„\<e-\M\.  (7^  =  0,  1,  2, 


*)  Wenn  man  «0  =  0  setzt,  gilt  diese  Formel  auch  für  n  =  1. 
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Daraus  ersieht  man,  daß  die  Reihe  Xi  +  (a?2  —  ^i)  +  (^3  —  •'^2)  +  •  •  • 
absolut  konvergent  ist.  Ihre  n-te  Partialsumme  lautet  aber  x^.  x„,  hat  also 
einen  endlichen  Grenzwert  x.  Dieser  ist  gerade  die  Wurzel  der  Keppl er- 
sehen Gleichung.     Denn  aus 

X,,  4. 1  =  If  +  e  sin  x,, 
folgt 

lim  Xn  +  1  =  M-{-  e  lim  sin  x,, 
oder 

X  =  M-{-  e  sin  x. 

Man  kann  den  B olz an 0 sehen  Satz  in  folgender  Weise  verallgemeinern: 
f{x)    sei    in    (a,   b)    überall    stetig    und    C  ein    beliebiger    Wert 

zwischen  f[a)  und  f[h).     Dann  gibt  es  zwischen  a  und  h  eine  Stelle 

c,  wo  f[c)  =  C  ist. 

Wenn  x  von  a  nach  b  geht,   geht  f[x)   von  f{a)   nach  f[b)   und   nimmt 

dabei  alle  Zwischenwerte  zwischen  f[a)  und  fib)  an.    So  drückt  Gauss  diese 

Eigenschaft  aus  und  benutzt  sie  sogar  zur  Definition  der  Stetigkeit.    Das  ist 

dann  aber  nicht  die  Stetigkeit  im  heutigen  Sinne,  wie  das  Beispiel  f{x)=s,\i\ —  , 
/•(O)  =  0  zeigt.  ^ 

um  den  obigen  Satz  zu  beweisen ,  braucht  man  nur  zu  bemerken ,  daß 
f{x)  —  C  für  ic  =  a  und  x  =  b  verschiedene  Zeichen  hat  und  daher  irgend- 
wo zwischen  a  und  b  verschwinden  muß. 


§  50.    Satz  von  Weierstrass  über  das  Maximum  und  Minimum  einer 
stetigen  Funktion. 

Wenn  die  Funktion  f{x)  in  dem  Intervall  («,  b)  überall*)  stetig   |< 
ist,  so   gibt   es    unter   den  Werten,    die   sie   darin   annimmt,    einen 
größten  und  einen  kleinsten.     (Satz  von  Weierstrass.) 

Auch  bei  diesem  Satze  ist  der  Anfänger  geneigt,  einen  Beweis  für  über- 
flüssig zu  halten.  Weil  es  unter  endlich  vielen  Werten  stets  einen  größten 
und  einen  kleinsten  gibt,  läßt  er  sich  verleiten,  dies  auch  bei  unendlich  vielen 
Werten  anzunehmen.  Man  muß  aber  mit  solchen  Übertragungen  vom  End- 
lichen aufs  Unendliche  vorsichtig  sein.  Es  lassen  sich  nämlich  leicht  Funktionen 
bilden,  unter  deren  Werten  es  keinen  größten  und  kleinsten  gibt.  Nimmt 
man  z.  B.  die  Funktion 

/•(x)  =  arctg^,     /•(0)  =  0, 

so  hat  sie  (vgl.  S.  136)  weder  einen  größten  noch  einen  kleinsten  Wert.    Wenn 
man   statt  f[0)   die   Festsetzung  f{0)  =  —  (oder  = — -1  macht,  so  hat 

f{x)  den  größten  Wert  —  Ibezw.   den  kleinsten  Wert — 1,   aber  keinen 

kleinsten  (bezw.  größten)  Wert. 

Um  nun  den  Satz  von  Weierstrass  zu  beweisen,  kann  man  so  verfahren. 


^)  a  und  b  gehören  mit  zu  (a,  b). 
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Man  teilt  (a ,  b)  in  ?i  gleiche  Teile  und  betrachtet  die  n  +  1  Funktionswerte 

b  —  a\       J      .    2{b  —  a)\ 


/,«),  /K^>  fh'":'! 


m. 


Unter  ihnen  sei  f{x,,)  der  größte.  Sollte  der  größte  Wert  mehrmals  vor- 
kommen, so  wähle  man  x,,  möglichst  klein.  Durch  diese  Klausel  wird  jede 
Mehrdeutigkeit  ausgeschlossen. 

Die  Folge  x^,  x-ii  x^^  ■  ■  ■  hat  nach  §  24  wenigstens  einen  Häufungswert 
Xq,  der  ofienbar  in  (r/,  b)  enthalten  ist  (vgl.  Fußnote  2  auf  Seite  141j,  und 
es  gibt  eine  Teilfolge  x^^,  Xp„,  Xp^^  ■■■  {pi  <l 2h  <i Ps  <Z  ■  ■  )  die  nach  Xq 
konvergiert  (vgl.  §  25). 

Wenn  nun  x  irgend  ein  Wert  in  («,  b)  ist  und  xf„,  x'a,  sind  die  beiden 

einschließenden  Werte  aus  der  Reihe  a,  a-] ,   •  ■  ■ ,  b  [x'n  ^  x  <Z  x",,,), 

SO  hat  man  ofienbar  lim  x\i  =  r.     Es  wird  also  auch  lim  x'p^^  =  x  sein. 


und 


Wegen  der  Stetigkeit  strebt 

A^.n),    /"K-J,    f{xp,),  ■ 

^W,       fKh      fWp.):    ■ 


dem  Grenzwert  f{Xf^) 
dem  Grenzwert  f[x) 


zu.  Da  die  Glieder  der  zweiten  Folge  nicht  größer  sind,  als  die  entsprechenden 
der  ersten  Folge,  so  muß  auch  f{x)  ^  /(.^o)  sei^j  d.  h.  f{Xf^)  wird  von  keinem 
Funktionswert  in  (a,  b)  übertrofien. 

Genau  ebenso  beweist  man  die  Existenz  eines  kleinsten  Funktionswertes. 

Ist  m  der  kleinste  und  M  der  größte  Wert  einer  stetigen  Funktion  f[x) 
in  (rt,  ö),  so  nimmt  sie  auch  jeden  Zwischenwert  zwischen  m  und  M  an 
(vgl.  §  49  Schluß).  Die  Werte  von  f[x)  in  («,  b)  füllen  also  das  ganze  Inter- 
vall (m,   M)  aus. 

Wenn  y  :=  f[x)  in  <(a,  b)  keinen  Wert  mehr  als  einmal  annimmt,  so  läßt  sich 

[  auch  X  als  Funktion  von  y  betrachten:  x  ==  (p{;ll).    Jedem  Wert  y  in  (m,  M) 

•  entspricht  ein  Wert  von  x  in  (a,  6);  er  bezeichnet  die  Stelle  in  (a,  &),  wo 

f[x)   gleich  y  wird.     Man  nennt    ip[y)   die  Umkehrung  von  f{x)   oder  die 

zu  f{x)  inverse  Funktion.    (p{y)  ist  in  <(m,  M)  stetig,  d.  h.  die  Umkehrung 


V 


7       ■^1^2        "^3  '^3 


cc.  JC'  a-^  cci      jc. 


Fig.  48. 


2**^         «^i  0  JC 


ffJCJ 


Fiff.  49. 


einer  stetigen  Funktion  ist  ebenfalls  stetig.  Dies  ergibt  sich  in  folgender 
jWeise  (vgl.  S.  139).  Es  sei  lim  ?/;,=?/u  und  x,,  =  f/)  (//;,).  Die  Folge  Xi,  3^2,  a?3,  •  •  • 
j  liegt  in  (a,  b).  Dasselbe  gilt  also  von  ihren  Häufungs werten.  Ist  icd  ein 
solcher,  so  gibt  es  in  a^i,  x^^   x^^  ■■■  eine  Teilfolge  a^i,  »i,  a^3,  •    ■>  die  nach 

Kowalewski,  Analysis  des  Unendlichen.  10 


l^Q  Zweites  Kapitel. 

x'o  konvergiert.  Die  entsprecheude  Teilfolge  y'i,  ^2,  2/:i,  •  •  •  von  ?/,,  ?/2,  «/3,  •  •  • 
konvergiert  dann,  wegen  der  Stetigkeit  von  /"(x),  nach  /(Xo).  Es  ist  also 
f{x[)  =  yo,  folglich  x[,  =  (p{y,).  Die  Folge  ip{7ji),  fpiy-i),  (fiy-.i),  ■■■  hat 
demnach  nur  den  Häufiingswert  </){//„),  d.  h.  es  ist  lim  (f[yn)  =  (p{yo)- 

Wie  muß  nun  eine  stetige  Funktion  beschaffen  sein,  damit  sie  sich  um- 
kehren läßt?  Wenn  x^  zwischen  x^  und  x^  liegt,  so  muß  /'(.ra)  zwischen 
f{xi)  und  /"(xg)  liegen.  Wären  f{Xi)  und  /"(.Ta)  beide  kleiner  (oder  beide  größer) 
als  f{x2),  so  könnte  man  eine  Zahl  K  finden,  die  sowohl  zwischen  f{xi)  und 
f{x2)  als  auch  zwischen  /"(x^)  und  f{x.,)  Hegt.  Dann  gäbe  es  zwischen  x^  und  x^ 
eine  Stelle  x'i,  wo  f[x\)  = /l,  und  zwischen  Xs  und  x^  eine  Stelle  X3,  wo 
f[x^^)  =  /f  ist.  Der  Wert  K  würde  also  von  f{x)  zweimal  angenommen 
(vgl.  Fig.  48). 

Es  muß  also,  damit  eine  stetige  Funktion  sich  umkehren  läßt,  immer 
/■(a-2)  zwischen  f{xi)  und  /"(.Tg)  liegen,  sobald  x^  zwischen  Xi  und  .Tg  liegt, 
d.  h.  die  Funktion  muß  bei  wachsendem  x  entweder  stets  zunehmen  oder 
stets  abnehmen.  Eine  solche  stetige  Funktion  läßt  sich  offenbar  immer  um- 
kehren. Die  Umkehrung  kommt,  geometrisch  betrachtet,  auf  eine  Vertauschung 
der  Achsen  hinaus  (vgl.  Fig.  49). 


§  51.   Die  zu  einer  umkehrbaren  stetigen  Funktion  gehörige  Abbildung. 

y  =  f[x)  sei  in  (a,  b)  stetig  und  umkehrbar.  Kein  Wert  soll  also  von 
f{x)  mehr  als  einmal  angenommen  werden. 

Wir  wollen  jetzt  zwei  Abszissenachsen  Ox  und  O'y  nehmen  und  auf 
Ox  die  Werte  von  x,  auf  O'y  die  zugehörigen  Werte  von  y  auftragen. 
Jedem  Punkt  x  der  Strecke  (a,  b)  wird  durch  die  Gleichung  y  =  f[x)  ein 
Punkt  y  der  Strecke  (m,  M.)  zugeordnet,  den  wir  seinen  Bildpunkt  nennen 


O'         m  y    ?I 

Fig.  50. 


wollen.  Verschiedene  Punkte  von  (a,  6)  haben  stets  verschiedene  Bildpunkte 
und  jeder  Punkt  von  (w,  M)  ist  der  Bildpunkt  eines  Punktes  von  (a,  b). 
Man  sagt,  daß  die  Strecke  (a,  b)  durch  f[x)  auf  die  Strecke  <m,  M)  ab- 
gebildet wird,  und  wegen  der  Stetigkeit  von  f[x)  spricht  man  von  einer 
stetigen  Abbildung. 

Die  Umkehrung  (p{y)  von  f[x)  bildet  (in^  M)  stetig  auf  (a,  b)  ab. 

Als  einfache  Beispiele  stetiger  Abbildungen  nennen  wir  folgende: 

1.  Die  lineare  Abbildung 

y  =  ax  +  ß.  (a  =1=  0) 

Durch  Verschiebung  von  0'  läßt  sich  ß  zu  Null  machen.  Ist  «  <C  0,  so 
erreicht  man  durch  Umkehrung  der  positiven  Richtung  auf  O'y^  daß  a  >>  0 
wird.  Schließlich  kann  man  noch  «  =  1  machen,  wenn  man  die  Längen- 
einheit, mit  der  man  auf  Oy  mißt,  passend  wählt.   Dann  lautet  die  Abbildungs- 
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gleichung  y  =  x.    Diese  Abbildung  kommt  also  dadurch  zustande,  daß  man 
in  einem  andern  Abszissensystem*)  den  Punkt  mit  der  Abszisse  a?  aufsucht. 
2.  Die  projektive  Abbildung 

ax-{-  ß 

^  =  7^+7- 

Im  Falle  y  =  0  wird  sie  linear.  Wir  nehmen  deshalb  an  7  =}=  0 .  Dann 
müssen  wir  den  Punkt  x  =  —  ö  :  y  vermeiden  **).  Sind  a^i,  x-2  von  —  ö  :  y 
verschieden,  so  wird 

ax^  +  ß       a  x^  +  /?        (ad  —  ß y) (xj  —  oc^) 


yxi-\-ö      y  X2  +  ö        (/  xi  +  Ö)  [yx^  +  ö) 

Wir  sehen  hieraus,  daß  noch  die  Annahme 

ad  —  ßy  ^  0 

gemacht  werden  muß,  damit  verschiedenen  Punkten  x^,  x-i  verschiedene  Bild- 
punkte entsprechen. 

Man  kann  die  Abbildungsgleichung  so  schreiben: 

^  a[yx+6]-\-ßy  —  ad  ^  _^   ,    ßy  —  c^^ 
•^  7{yx-^ö)  y^y{yx-\-d) 

a                                                d 
Benutzt   man  y als    neues   ij  und  x-\ als    neues    x ,    was    einer 

y      ,       .  y         , 

Verlegung  der  Punkte  0,  0'  entspricht,  so  verwandelt  sich  die  obige  Gleichung  in 

Ändert  man  anf  0'  y  noch  die  Längeneinheit  in  geeigneter  Weise  ab  und 
kehrt  eventuell  noch  die  positive  Richtung  um,  so  nimmt  die  Abbildungs- 
gleichung  die  einfache  Form  an: 

1 

I  ^^'^' 

I       Diese  Abbildung  kommt  also  dadurch  zustande,  daß  man  in  einem  andern 

Abszissensystem  den  Punkt  mit  der  Abszisse  1  :  x  aufsucht.  Sucht  man  zu- 
lerst  in  demselben  Abszissensystem  den 
Punkt  mit  der  Abszisse  1  :  x  auf,  so 
ist  nachher  nur  noch  eine  lineare  Ab- 
bildung nötig.  Zwei  Punkte,  die  (in 
demselben  System)  die  Abszissen  x  und 
■1 :  X  haben,  sind  harmonisch  zu  den 

(Punkten  x  =  1  und  x  =  —  1 .   Denkt  man  sich  bei  —  1  einen  kleinen  sphäri- 
schen Spiegel***)  mit  dem  Mittelpunkt  1  (also  dem  Brennpunkt  0)  und  in  x 


*)  Um  ein  Abszissensystem  festzulegen,  braucht  man  auf  einer  Geraden  einen 
Anfangspunkt,  eine  positive  Richtung  und  eine  Längeneinheit. 

**j  Die  Abbildung  ist  stetig  in  jedem  Intervall,  das  diesen  Punkt  nicht  enthält. 
***)  Der   Spiegel   spiegelt  auf  beiden  Seiten,   ist  also  zugleich  Konkav-  und 
|i  jKonvexspiegel. 
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ein  punktförmiges  Objekt,  so  wird  das  Bild,  das  der  Spiegel  von  ilim  ent- 
wirft, gerade  an  der  Stelle  Ijx  liegen.  Dieselben  Dienste  leistet  ein  kleiner) 
sphärischer  Spiegel  bei  1  mit  dem  Mittelpunkt  —  1  (also  dem  Brennpunkt  0). ' 
Kehren  wir  wieder  zu  der  allgemeinen  stetigen  Abbildung  ij  =  f[x)  zu- 
rück, und  nehmen  wir  an,  daß  y  gleichzeitig  mit ;/;  wächst.  Jeder  Teilstrecke 
(x,  Xi)  von  (a,  b)  entspricht  vermöge  der  Abbildung  eine  Teilstrecke  (y,  y^) 
von  (m,  M) .  Die  Bildstrecke  verhält  sich  zur  Originalstrecke  wie  yy  —  y 
zu  x^—  X,  d.  h.  wie  f{Xi)  —  f[x)  zu  x^^—  x.     Der  Quotient 

f[x,)-f{x) 

Xi  —  X 

gibt  an,  in  welchem  Verhältnis  sich  die  Länge  der  Strecke  (x,  x^)  bei  der 
Abbildung  ändert*).  Er  mißt  die  Vergrößerung,  die  die  Strecke  bei  der 
Abbildung  erfährt.  Die  Vergrößerung  hängt,  wie  man  sieht,  von  x  und  Xi 
ab,  d.  h.  von  der  Lage  der  Strecke  in  (a,  b) .  Zerlegen  wir  also  (x,  x^^)  in 
Teile,  so  werden  die  Teile  verschiedene  Vergrößerungen  erfahren.  Deshalb 
ist  es  zweckmäßiger,  von  der  Vergrößerung  zu  reden,  die  die  Abbildung  an 
einer  bestimmten  Stelle  a?  bewirkt.  Um  diese  Vergrößerung  ungefähr  zu 
messen,  muß  man  zusehen,  welche  Vergrößerung  eine  sehr  kleine  Strecke 
erfährt,  die  sich  an  der  Stelle  x  befindet.  Das  Bestreben,  immer  genauere 
Werte  für  die  gesuchte  Vergrößerung  zu  erhalten,  führt  dazu,  die  Strecke 
kleiner  und  kleiner  zu  wählen,  und  so  gelangt  man  ganz  natürlich  zu  folgender 
Definition  der  Vergrößerung  an  der  Stelle  x: 

Um  die  Vergrößerung  zu  finden,  die  die  Abbildung  y  =  f[x)  an  der 
Stelle  X  bewirkt,  lasse  man  x^  (<  x)  nach  x  konvergieren.  Die  gesuchte 
Vergrößerung  ist  dann 


lim- 


a?i 


Nur  wenn  dieser  Grenzwert  existiert,  wie  man  auch  x-^  nach  x  konver- 
gieren läßt,  hat  es  einen  Sinn,  von  der  Vergrößerung  an  der  Stelle  x  tax  reden. 

Bei  der  linearen  Abbildung  y  =  ax  -\-  ß{a~^  0)  ist  die  Vergrößerung 
überall  gleich  a.     Man  hat  nämlich 

y^  —  y=:.a[x,-x),    also    -^^  ~  y 


Xx  —  X 


(^x  -\-  8 

Um   die  Vergrößerung  bei   der  projektiven  Abbildung  y  = -^  zv 

finden  («(5  —  /:?/  >  0),  bilden  wir  yx-^d 

aXx-\~  ß        ax  -\-  ß  [ad  —  ß y)  [x^  —  x) 

y'-y=^  yx,  +  d~  yx-\-ö~  [yx  +  d]  [yx,+  Ö) 

und  erhalten  dann  für  Yvaxx^^  x 

•,'     Vi  —  V        a  ö  —  ßy 
hm  ^ ^  =  -. -%  • 

Xi  —  x        \yx-\-d)^ 


*=)  Wir  messen  jetzt  auf  Ox  und  O'y  mit  derselben  Längeneinheit. 
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Die  Vergrößerung  an  der  Stelle  x  ist,  wie  man  sieht,  umgekehrt  pro- 
portional dem  Quadrat  der  Entfernung  vom  Brennpunkt*).  Je  näher  x  am 
Brennpunkt  liegt,  desto  stärker  die  Vergrößerung.  Je  weiter  x  vom  Brenn- 
punkt entfernt  ist,  desto  schwächer  die  Vergrößerung,  d.  h.  desto  stärker  die 
Verkleinerung.  Verkleinerungen  sind  hier  nämlich  Vergrößerungen,  deren 
Wert  kleiner  als  1  ist. 

Um  ein  weiteres  Beispiel  zu  haben,  wollen  wir  auf  die  positive  Hälfte 
von  Ox  die  Abbildung  y  =  x"^  anwenden.    Wir  ordnen  also  jedem  Punkt  auf 


Fig.  52. 

Ox,  der  die  positive  Abszisse  x  hat,  den  Punkt  auf  0' y  zu,  der  dort  die 
Abszisse  x"^  hat.     In  beiden  Fällen  benutzen  wir  dieselbe  Längeneinheit. 

Um  die  Vergrößerung  zu  berechnen,  die  die  Abbildung  an  der  Stelle  x 
bewirkt,  bilden  wir  den  Quotienten 

und  bemerken,  daß  er  im  Falle  lim  Xx=  x  dem  Grenzwert  2  x  zustrebt.  2  x 
ist  also  die  gesuchte  Vergrößerung. 

Der  Leser  berechne  die  Vergrößerungen,  die  bei  den  Abbildungen 
y  =  x"{n  =  3,  4,  •••),?/  =  log X,  ?/  =  arc tga:;  eintreten. 

Die  Vergrößerungen  lassen  sich  noch  in  einer  andern  Weise  auffassen. 
Man  denke  sich  den  Punkt  x  in  gleichförmiger  Bewegung.  Dann  wird  sich 
der  Bildpunkt  y  ebenfalls  bewegen,  und  während  x  die  Strecke  (x,  x^)  zurück- 
legt, beschreibt  y  die  Strecke  (y,  y^) .    Die  Geschwindigkeit  r  des  Punktes  x  ist 

.Tl  —  X 

die  mittlere  Geschwindigkeit  des  Punktes  y 

yi  —  y 
ti  —  t 

t  bedeutet  die  Zeit.  Das  Geschwindigkeitsverhältnis  der  beiden  Punkte  ist 
hiernach 


Xi- 

-y 

-x' 

,-^  yi  - 

-y 

und 

(lim  Xi  =  x) 

j  Ti  —  X 

Ikönnen  wir   als  das  Geschwindigkeitsverhältnis  der   beiden  Punkte  zur 
jZeit  t  betrachten. 


So  nennen  wir  den  Punkt  a;  =  —  tT :  y  . 
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Diese  Auffassans:   des  Grenzwertes  lim  ^^^ ~   finden  wir  bei   Newton. 

Sie  liegt  seiner  Fluxionsrechnung  zugrunde.  Eine  Fluente  (d.  h. 
etwas  Fließendes)  nennt  Newton  das,  was  wir  als  Veränderliche  bezeichnen. 
Jede  Fluente  läßt  sich  als  Abszisse  eines  Punktes  betrachten,  der  sich  auf 
einer  Geraden   bewegt.     Hat  man   zwei  Fluenten  x   und  ?/,   und  ist  y  eine 

Funktion  von  ic,  so  heißt  lim— — ^  bei  Newton  die  Fluxion  von  y  in  bezug 

auf  X.  Xy  —  X 


§  52.     Der  Satz  von  der  gleichmäßigen  Stetigkeit. 

f[x)  sei  in  <a,  h)  überall  stetig. 
Dann  folgt,  Avie  wir  wissen,  aus 

lim  Xn  =  a:"o  (ö^  ^  ^n  ^  ^) 

immer 

Um/"(a:;,,)  =  f[x^]. 

Es  besteht  aber,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden,  auch  folgende  Eigenschaft: 
Aus 

lim  (.X-,,,  —  X',,)  =  0  (ö  ^  'X'n^  x'n  ^  b) 

folgt  immer 

\\m{f[x,;-f[x'„]]  =  0, 

d.  h.  wenn  die  Abszissendifferenz  nach  Null  konvergiert,  so  tut  die 
Ordinatendifferenz  dasselbe.  Dabei  braucht  nicht,  wie  vorhin,  die  eine 
Abszisse  fest  zu  bleiben. 

Wäre  nicht,  wie  wir  behaupten,  lim  {/"(.x,,)  —  f{x\)\  =0,  so  müßte  es 
eine  £- Probe  geben,  die  das  an  den  Tag  bringt,  bei  der  also  unendlich  viele 
f{x,i)  —  /"(.t'()  ihren  Abfall  von  0  erklären*).  Diese  abtrünnigen  f{Xn)  —  fi^'n) 
mögen  die  Folge 

f[x,)  -  f[X[),  f{x,)  -  f[x^),  f{x~:) -  f[X',), . . ■ 

bilden,  fi,  Jo?  fa?  "■  sei  eine  konvergente  Teilfolge  von  X^,  X2,  X^,  ■■■ 
und  lim  j,,  =  j .  Dann  ist  auch  lim  ?',=  £.  Wegen  der  Stetigkeit  von  f{x) 
hätten  wir  also 

lim /■(£.)= /-(j)  und  lim/lii,)  =/■(£), 
mithin 

lim  {/■(£.) -/-fa  =0, 

während  doch  die  f{]C,i)  —  /"(j:',)  gerade  zu  den  Abtrünnigen  gehören. 

Jedem  positiven  e  läßt  sich  ein  positives  d  entgegenstellen, 
so  daß  die  Ungleichung  \f{x) — f{x')\<^e  gilt,  sobald  \x  —  x'\  <id 
ist  {a^x,  x'^b)**). 


*}  Der  Abfall  besteht  (vgl.  S.  8;  darin,  daß  sie  von  0  wenigstens  um  e  ab- 
weichen. 

**)  Weil  dieses  (^  für  das  ganze  Intervall  ausreicht,  nicht  bloß  für  eine  bestimmte 
Stelle  a;,  spricht  man  von  gleichmäßiger  Stetigkeit. 
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Machte  ein  positives  e  eine  Ausnahme,  so  könnte  auch  ö  =  l,n  nicht 
zum  Entgegenstellen  geeignet  sein  (/^  =  1,  2,  3,  •  •  •).  Es  gäbe  also  zwei 
Stellen  x,,  und  x'^  in  (a,  b),  die  um  weniger  als  l/7i  voneinander  entfernt  sind 
und  zu  denen  doch  Funktionswerte  gehören,  die  wenigstens  um  t  differieren. 
Dann  wäre  aber  lim  {x,i  —  x'^,)  =  0  und  doch  nicht  lim  {f{x„)  —  f{^''>i)}  =  0. 

Das  Intervall  («,  b)  läßt  sich  so  in  eine  endliche  Anzahl  von 
Teilintervallen  zerlegen,  daß  iu  jedem  die  Schwankung  von  f{x), 
d.  h.  die  Differenz  zwischen  dem  größten  und  kleinsten  Funktionswert,  kleiner 
als  e  ist.  Man  braucht  nur  zu  sorgen,  daß  jedes  Teilintervall  kleiner  als 
ö  wird. 

Daß  eine  solche  Zerlegung  iu  Teilintervalle  mit  vorgeschrieben  kleiner 
Schwankung  möglich  ist,  kann  man  auch  mittelst  des  Bolzanoschen  Hal- 
bierungsverfahrens nachweisen.  Ließe  sich  («,  ö)  nicht  so  in  Teilintervalle 
zerlegen,  daß  die  Schwankung  in  jedem  kleiner  als  «  ist,  so  müßte  wenigstens 
eine  Hälfte  von  («,  6),  etwa  (a^,  b^)  ebenso  widerspenstig  sein.  Haben  wir 
nämlich  jede  Hälfte  in  der  gewünschten  Weise  zerlegt,  so  ist  damit  eine 
Zerlegung  des  ganzen  Intervalls  (a,  h)  erreicht,  wie  wir  sie  suchen.  Unter 
den  Hälften  des  Intervalls  (a^,  b^)  müßte  es  ebenfalls  eine  widerspenstige 
geben,  etwa  («2?  ^2))  'isw.  Der  gemeinsame  Grenzwert  von  a,,  und  6,j 
(vgl.  S.  142)  sei  C.  Wegen  der  Stetigkeit  von  f[x)  läßt  sich  um  c  eine  Um- 
gebung konstruieren,  deren  Funktionswerte  von  f{c)  um  weniger  als  £/2  ab- 
weichen, voneinander  also  um  weniger  als  8.  Wenn  n  genügend  groß  ist, 
wird  (a,,,  b,,)  in  dieser  Umgebung  liegen.  In  («;,,  b,^  wäre  dann  die 
Schwankung  kleiner  als  £,  während  doch  («„,  b,i)  sich  nicht  einmal  in  Teil- 
intervalle zerlegen  läßt,  worin  die  Schwankung  kleiner  als  6  ist. 

Nimmt  man  eine  Zerlegung  in  p  Teilintervalle  vor,  so  daß  in  jedem  die 
Schwankung  kleiner  als  6/2  wird,  und  ist  d  die  Länge  des  kleinsten  Teil- 
intervalls, dann  liegen  x  und  x'  in  demselben  oder  in  benachbarten  Teil- 
intervallen, sobald  ihre  Differenz  kleiner  als  d  ist.  Es  läßt  sich  also  x"  so 
wählen,  daß  x  mit  x'  in  demselben  Teilintervall  liegt,  ebenso  x'  mit  x!'. 
Dann  hat  man  aber 


\m-f[x']\<4^ 


\f[x")-f{x')\<- 

mithin 

'f[x)-f[x')\<e. 


Die  drei  Formulierungen  des  Satzes  von  der  gleichmäßigen  Stetigkeit,  die 
wir  angegeben  haben,  sind,  wie  man  sieht,  völlig  gleichwertig. 


§  53.     Aufgaben. 

Es  kann  sein,  daß  f[x)  einem  endlichen  Grenzwert  zustrebt,  wenn  x 
irgendwie  nach  00  konvergiert.  Der  Leser  zeige,  daß  stets  derselbe  Grenz- 
wert herauskommt,  wie  man  auch  x  nach  00  konvergieren  läßt.  Die  Voraus- 
setzung lautet  also :  Es  kommt  immer  ein  endlicher  Grenzwert  von  f\x)  heraus, 
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wenn  x  nach  oo   konvergiert.     Die  Behauptung  lautet:    Wenn  lim  a?„  =  oo 

und  lim  x'n  =  co  ist,  so  ist 

\imf[x,)  =  \\mf[x',,). 

Der  Leser  kann  sich  beim  Beweise  auf  Nr.  5  in  §  8  stützen. 

Wenn  f[x)  im  Falle  lim  a;  =  oo  stets  dem  endlichen  Grenzwert  A  zu- 
strebt, 30  liegt  es  nahe,  /"(oo)  =  J.  zu  setzen. 

Da  bei  dieser  Festsetzung  aus  lim  cc  =  oo  immer  lim  f[x)  =  /"(oo)  folgt, 
so  wollen  wir  sagen,  daß  f{x)  an  der  Stelle  oo  stetig  ist. 

Ähnlich  kann  man  f{ —  oo)  definieren  und  von  Stetigkeit  an  der  Stelle 
—  oo  sprechen. 

Hiernach  ist  klar,  was  die  Aussage  bedeutet:  f[x)  ist  in  (a,  oo)  oder 
in  (—  CO,  h)  oder  in  (—  oo,  oo)  stetig. 

So  ist  z.  B.  die  Funktion 

in  ( —  oo,  oo)  stetig,  wenn  man  /"(oo)  =  f[ —  oo)  =  0  setzt. 

Nun  soll  der  Leser  die  Sätze  in  §§  49,  50,  52  auf  die  Intervalle  <rt,  oo), 
( —  oo,  6),  ( —  oo,  oo)  übertragen.  Bei  dem  Satze  von  der  gleichmäßigen 
Stetigkeit  benutze  er  die  letzte  der  drei  Formulierungen  in  §  52. 


§  54.     Die  Diriehletschen  Symbole  f\x  +  0)  und  f[x  —  0). 

Läßt  man  x  von  rechts*)  nach  x^  konvergieren,  so  kann  es  sein,  daß 
für  f{x)  immer  der  Grenzwert  A  herauskommt.  Diesen  Grenzwert  bezeichnet 
man  nach  Dirichlet  mit  f[X(^  +  0). 

Läßt  man  x  von  links  nach  Xq  konvergieren,  so  kann  es  sein,  daß  für 
f[x)  immer  der  Grenzwert  B  herauskommt.    Ihn  bezeichnet  man  mit  f{XQ  —  0). 

f{Xfi  -\-  0)  wollen  wir  den  rechtsseitigen,  f{x^^  —  0)  den  linksseitigen 
Grenzwert  von  f[x)  an  der  Stelle  Xq  nennen. 

Wenn  f[x)  an  der  Stelle  Xq  stetig  ist,  so  zeigt  sich  dies  darin,  daß 

f[x,-0)  =  f[x,]     und     f[x,  +  0)  =  nx,] 

ist.     Sollte   f{x)  links   oder   rechts   von   x^  nicht   definiert  sein,   so   braucht 
man  nur  eine  von  diesen  Gleichungen. 

Bei  f[x)  =  arc  tg  —  existiert   an   der  Stelle  0  der  rechtsseitige  und  der 

x  /  1  \'^ 

linksseitige  Grenzwert,  aber  beide  sind  verschieden.     Bei  f[x)  =  (arc  tg  —  1 

sind  diese  Grenzwerte  gleich  — -.    Setzt  man  also  f[0)  =  — ,  so  ist  die  Funk- 
tion au  der  Stelle  0  stetig. 

Bei  f{x)  =  sin  —  existieren  f{0  —  0)  und  f{0  +  0)  nicht. 


*)  Wir  stellen  uns  so  vor  die  Abszissenachse,   daß   die  Punkte  mit  größeren 
Abszissen  nach  rechts  Hegen. 


Dififerentialrechnung. 
55.     Differenzenquotient  und  Ableitung. 
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Hat  man  eine  Funktion  y  =  f{x]  und  erteilt  dem  x  einen  positiven  oder 
negativen  Zuwachs  Jx  =  h,  so  erfährt  y  den  Zuwachs  Jy  =  f{x  +  Jf)  —  f{x). 
Den  Quotienten 

Jy  _f{x  +  h)-f[x) 
Jx  h 

nennt  man  den  Differenzenquotienten  von  f{x). 

Er  hat,  wenn  wir  die  Bildkurve  von  f{x)  zeichnen,  eine  einfache  geo- 
metrische Bedeutung.     Es  ist  nämlich  (vgl.  Fig.  53) 


tg«/^ 


f[x  +  h)-f{x) 
h 


ii'  bedeutet  dabei  den  Winkel,  den  die  Sekante  PQ  mit  der  a:-Achse  bildet 
(vgl.  Fig.  53).     Dreht  man  die  a;-Achse  so,  daß  der  Punkt  E  auf  dem  Ein- 


'^  ÖC  JC^7t 


Fig.  53. 


heitskreis  den  Bogen  (vgl.  S.  50)   ip  beschreibt,  so  wird  sie  zu  PQ  parallel. 

Wir  können  offenbar  fordern,  daß   j/'  zwischen 
(vgl.  S.  134) 

f{x-\-h)-f{x) 
h 


T  7t 

und  —  liegt.     Dann  ist 


arc  tg 


Es  kann  nun  sein,  daß  der  Differenzenquotient  immer  dem  endlichen 
Grenzwert  A  zustrebt,  wenn  man  h  nach  Null  konvergieren  läßt*).  Dann 
nennt  man  A  die  Ableitung  von  f[x)  an  der  Stelle  x  und  bezeichnet  sie 
nach  Lagrange  mit  f  [x).  Bei  Newton  heißt  A  (vgl.  §  51)  die  Fluxion 
von  y  =  f[x)  in  bezug  auf  x  und  er  schreibt  dafür  y  **). 

Eine  notwendige  Bedingung  für  die  Existenz  der  Ableitung 
ist  die  Stetigkeit.     Da  nämlich 

fix  +  h)  -  fix) 


f{x-\-h)  =  f[x)  +  }v 


h 


*j  h  darf  also  jede  Folge  mit  dem  Grenzwert  Null  durchlaufen.    Nur  müssen 
die  Glieder  der  Folge  alle  von  Null  verschieden  sein,  und  außerdem  muß  x-\-h  im 
Definitionsbereich  der  Funktion  f[x)  bleiben.    Ist  diese  z.  B.  links  oder  rechts  von 
X  nicht  definiert,  so  darf  h  nie  negativ  bzw.  nie  positiv  werden. 
**)  Vgl.  Ostsvalds  Klassiker  Nr.  163. 
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ist,  so  folgt  im  Falle  lim  h  =  0 

lim  f[x  +  h]  =  f{x]  +  f'[x)  lim  h  =  f{x). 

Die  Stetigkeit   ist  aber  keine   hinreichende  Bedingung   für  die 
Existenz  von  f'{x).     Ein  Beispiel  dafür  ist  die  Funktion 

/■{0)  =  0,     f[x)  =  x^m~- 

Sie  ist  an  der  Stelle  0  stetig.    Ihr  Differenzenquotient  an  dieser  Stelle  lautet 

.      1 

sin  ^-• 
h 

Läßt  man  nun  h  z.  B.  in  der  Weise  nach  Null  konvergieren,  daß  es  die 

2       2         2  1 

Folge  — ,   - — ,   - — ,   •••   durchläuft,  so  pendelt  sin-^  zwischen   den  beiden 

7t       Ö  71       b  TT.  h 

Werten  1  und  —  1  hin   und  her.     Hier  kann  also  von  der  Ableitung  f'[0) 
keine  Rede  sein. 

Der  Punkt   Q  in  Fig.  53  ist  von  P  um 


yh'^^[f\x  +  h)-f{x)]'^ 

entfernt,  also  um  weniger  als 

\h\  +  \f[x  +  h)-f{x)\ 

und  um  mehr  als  \]i\.  Das  sieht  man  auch  direkt  aus  der  Figur.  PQ  ist 
die  Hypotenuse  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  PQR.  Sie  ist  größer  als 
die  Kathete  PR  und  kleiner  als  die  Summe  der  Katheten  PR  -\-  R  Q. 

Wenn   h  nach  Null  konvergiert   und   fix)  an  der  Stelle  x  stetig  ist,    so 
konvergiert  die  Entfernung  des  Punktes   Q  von  P  nach  Null.     Der  Punkt  Q 
strebt,  wie  man  sagt,  der  Grenzlage  P  zu  (kon- 
vergiert nach  P),  und  er  tut  es  auch  nur  dann, 
wenn  h  nach  Null  konvergiert. 

Existiert  nun  f'{x),  so  hat  man 

h 


f'{xj,         (lim/i  =  0) 


^    und  daraus  folgt  (wegen  der  Stetigkeit  von  arc  tg) 
Fig.  54.  limi^  =  arctg/''(.'c], 

d.h.  ip  strebt  dem  Grenzwert  (f=3LYctgf'{x) 
zu.  Konstruiert  man  die  Gerade  PT,  die  gegen  die  a:-Achse  um  fp  geneigt 
ist,  so  konvergiert  also  ^  QPT  nach  Null.  Man  sagt  deshalb,  daß  die 
Sekante  PQ  der  Grenzlage  PT  zustrebt,  und  man  nennt  PT  die  Tan- 
gente  der  Kurve  im  Punkte  P. 

Die  Tangente  in  P  ist  also  die  Grenzlage  der  Sekante  PQ  für 
den  Fall,  daß  der  Kurvenpunkt  Q  nach  P  konvergiert.  Wenn 
f  {x)  existiert,  so  existiert  auch  die  Tangente  und  ihre  Richtungs- 
konstante*) ist  gleich  f'{x}. 


*)  Die  Richtungskonstante  ist  gleich  der  Tangente  des  Neigungswinkels  gegen 
die  aj-Achse. 
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Die  Aufgabe  f  [x]  zu  berechnen  ist  hiernach  das  analytische  Äquivalent 
des  Tangentenproblems,  d.  h.  der  Aufgabe,  die  Tangente  der  Kurve 
y  :=  f{x)  in  einem  ihrer  Punkte  zu  finden.  Das  Tangentenproblem  hat  des- 
halb auch  den  Anstoß  zur  Erfindung  der  Differentialrechnung  gegeben;  denn 
die  Aufgabe  f'[x)  zu  berechnen  gehört  der  Differentialrechnung  an.  Die 
Auffindung  einer  allgemeinen  Tangentenmethode  war  von  Descartes  bis 
Leibniz  und  Newton  ein  Problem,  das  im  Mittelpunkt  des  Interesses  stand. 
Und  alle  Arbeiten,  die  auf  diesem  Gebiet  geleistet  sind  (z.  B.  von  Fermat), 
können  als  erste  Anfänge  der  Differentialrechnung  betrachtet  werden. 

So  erklärt  es  sich,  daß  man  von  französischer  Seite  vielfach  Fermat 
für  den  Erfinder  der  Differentialrechnung  erklärt  hat. 

Es  ist  oft  zweckmäßig,  auch  die  Werte  00  und  —  00  bei  f'[x)  zuzulassen. 
Dann  läßt  sich  aber  nicht  mehr  die  Stetigkeit  aus  der  Existenz  der  Ableitung 
folgern,  wie  man  an  dem  Beispiel  in  Fig.  44,  S.  136  sieht. 

Wenn  f{x)  stetig  ist,  und  die  Ableitung  f'{x)  ist  gleich  00  oder  —  00, 
so  existiert  auch  dann  noch  die  Tangente.  Zieht  man  nämlich  durch  P  eine 
Gerade  PT  senkrecht  zur  x- Achse,  so  strebt  PQ^  wenn  Q  na«h  P  kon- 
vergiert, der  Grenzlage  PT  zu,  weil  eben 

TC  'TT, 

lim  ip  =z  ~  oder   lim  j/^  = ~ 

ist. 

Schließlich  wollen  wir  noch  bemerken,  daß  man  die  Ableitung  f'{x)  in 
folgender  Weise  mittelst  der  Dirichletschen  Symbole  in  §  54  ausdrücken 
kann. 

Setzt  man  (bei  festgehaltenem  x) 

so  ist,  falls  f[x)  auf  beiden  Seiten  von  x  einen  Sinn  hat, 

f'[x)  =  fp{0  +  Q)  =  (p{0  -  0). 

Man  pflegt  r/5  (0  +  0)  die  rechtsseitige,  r/)  (0  —  0)  die  linksseitige 
Ableitung  von  f{x)  an  der  Stelle  x  zu  nennen.  Es  kann  vorkommen,  daß 
keine  von  beiden  existiert,  oder  daß  eine  von  beiden  existiert,  oder  daß 
beide  existieren,  aber  verschieden  sind,  oder  endlich,  daß  beide  existieren  und 
gleich  sind.     Im  letzten  Falle  ist  ihr  gemeinsamer  Wert  gleich  f'{x). 

Wenn  f{x]  links  oder  rechts  von  x  nicht  definiert  ist,  hat  man  /"'(.r)  = 
<f  (0  +  0)  bezw.  f'{x)  =  r/1  (0  —  0). 

§  56.     Leibnizsche  Regeln. 

Im  folgenden  handelt  es  sich  immer  um  endliche  Ableitungen. 
1.  Summenregel.     Wenn  u'  und  v'  existieren*),  so  ist 

[u  +  v)'  =  u'  -f-  v' . 

*)  u  und  V  müssen  wenigstens  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x  denselben 
Definitionsbereich  haben. 
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Man  hat  nämlich 


also  (vgl.  §  8) 


lim  ——  =  u  ,     hm  —r-  =  t'  ?  [hmJx  =  0) 

Jx  '  Jx 

hm ^  =  hm =  u  +  v  . 

Jx  Jx 

Die  Summenregel  dehnt  sich  sofort  auf  jede  endhche  Anzahl  von  Summanden 
aus.     Existieren  z.  B.  u\  v\  iv\  so  ist 

[u  +  r  +  ic)'  =  [ii  +  v)'  4-  IV  =  u'  -\-  v'  -r-  iv  . 

2.  Produktregel.     Wenn  u'  und  r'  existieren,  so  ist 

[uv)'  =  irr'  +  vu'. 
Man  bilde 
J[ur)  =  [u-{-  Ju)  [v  -\-Jv)  —  ur  =  iiJr  -j-  rJu  -j-  JuJr. 

Dann  wird 

Jim-)  /l  r   ,       Ju   ,   /lu  /Iv     . 

-^ —  =  **  ^i^  +  ''■  ^i \-  ^ 1-  -^^j 

Jx  Jx         J X.      /Ix  Jx 

mithin 

lim  ■      '       =  ur' -\-  vu' .  (lim^a;  =  0) 

Jx  ^ 

Eine  Konstante  hat  die  Ableitung  NuU,  weil  schon  ihr  Differenzenquotient 
gleich  Null  ist.  Setzt  man  also  r  gleich  einer  Konstanten  c,  so  liefert  die 
letzte  Formel,  da  v'  =  0  wird, 

[cu]'  =  cu'. 

Auch  die  Produktregel  läßt  sich  sofort  auf  u'gend  eine  endliche  Anzahl 
von  Faktoren  übertragen.     Existieren  z.  B.  w',  r',  ?<•',  so  hat  man 

[uviv]'  =  uviv' -{-  iv{ur)'  =  u' vir  +  uv'iv  +  urw' . 

Existieren  u\ ,  u'^^  •  ■  ■ ,  id^, ,  so  hat  man 

[U^lh  •  ■  •  n.y  =  1('iU2  «3  ■  ■  ■  1(p  -^  U^u'i  U-i  ■  ■  ■  U^,  -{-■■■   -\-  Ui  2i^  •■  ■  Up-i  u'^. 

Die  Piegel  läßt  sich  so  in  Worten  ausdrücken: 

Man  bilde  von  jeder  der  Funktionen  'U\^u^^  •  ■  ■  ^  Up  die  Ableitung  und 
multipliziere  sie  mit  aUen  übrigen  Funktionen.  Die  Summe  dieser  p  Produkte 
ist  die  Ableitung  von  n^,  u^,  •  ■  ■  iip. 

3.  Quotientenregel.     Wenn  u'  und  r'  existieren,  so  ist 

lu^ vu' —  ur' 

vorausgesetzt,  daß  v  nicht  verschwindet.     Man  bilde*) 

^',u\       u~rJu       u       rJu  —  uJv 
J 


r  I        r-T-Jr        r  vlv-hJv) 


*;  B&v^O  ist,  wird  bei  genügend  kleinem  Jx  auch  v  +  Jv  =}=  0  sein  (vgl.  §  48,, 
V  ist  nämlich  wegen  der  Existenz  und  Endlichkeit  von  r'  stetig. 


Dann  hat  man 


also 
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Ju 

Jx 

Jx 

1 

■K 

Jv     .    \ 
Jx       1 

lim      ^'l 

vu' 

—  uv' 

Jx 

i'2 
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{\\mJx  =  0). 


Im  Falle  u  =  1  liefert  diese  Formel 


(1)-^ 


Diese  drei  Regeln  findet  man  schon  in  Leibniz'  erster  Publikation  über 
Differentialrechnung  von  1684*).  An  die  Aufstellung  solcher  Regeln  hat 
Newton  nicht  gedacht.  Deshalb  ist  es  ihm  auch  nicht  gelungen,  seine 
Fluxionsmethode  zu  einem  eigentlichen  Kalkül  auszugestalten. 

§  57.     Die  Ableitung  einer  rationalen  Funktion. 

Die  Ableitung  der  Funktion  f{x)  ^=x  ist  offenbar  1.  Denn  der  Differenzen- 
quotient hat  schon  den  "Wert  1. 

Die  Ableitung  von  xp  {p  =  2,  3,  4,  •  •  •)  kann  man  nach  der  Leibnizschen 
Produktregel  berechnen.  Setzt  man  in  §  56,  Nr.  2  u^^u^,  •  •  ■ ,  Up  alle  gleich  x, 
so  ergibt  sich 

(xf)'  =  'pxi'~^. 
Hat  man  nun  ein  Polynom 

üqXV  ^  a^xP-^-{-  ■  ■  ■  -\-  ttp, 
so  lautet  seine  Ableitung  nach  der  Summenregel 

iaoXP]'-i-{aiXi>-i)'-i hK-ia^)' 

und  weiter  nach  Nr.  2  in  §  56 

aQ{xPy-\-ai{xP-^)'-\ [-ttp-ix' 

oder  endlich 

paf^XP-^-^{p—  l]«i.Ti'-2-j h  «/--!• 

Die  Ableitung  eines  Polynoms  vom  j9-ten  Grade  ist  also  ein  Polynom 
vom  {p  —  l)-ten  Grade. 

Eine  rationale  Funktion  hat  die  Form  P:  Q,  wo  P  und  Q  Polynome 
sind,  etwa 

P^a^xP-^ \-ap  und    Q  =  b^x'^ \-bg. 

Die  Ableitung  von  P :  Q  lautet  nach  der  Quotientenregel 

QP'-PQ' 


*)  Vgl.  Ostwalds  Klassiker,  Nr.  1^2. 
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Vorausgesetzt  wird,  daß  x  keine  Wurzel  des  Nenners,  also  keine  Unendlich- 
keitsstelle der  rationalen  Funktion  ist. 

Die  Ableitung  einer  rationalen  Funktion  ist  wieder  eine  rationale  Funktion. 

§  58.     Die  Ableitungen  von  a^  und  Loga;. 
Der  DifFerenzenquotient  «^  [a  ^  0)  lautet 

nX . 

h  -""  h 

Kun  wissen  wir  aus  §  22,  daß  im  Falle  limÄ  =  0 

hm  — =  log  a 

ist.     Also  gilt  die  Formel 

(a-^)'=  a'^loga. 

Man  erhält  die  Ableitung  von  a^,  indem  man  mit  dem  natürlichen  Loga- 
rithmus von  a  multipliziert. 

Im  Falle  a  =  e  wird  log«  =  1.     Es  ist  also 

d.  h.  die  Ableitung  von  e'  ist  wieder  e^. 

Der  Differeuzenquotient  von  loga:  [x  ^  0)  lautet*) 

log  {x  +  h)  —  logx        ^""^V  '^~x)         ^  ,     ll,    ,    h^  >' 


log|(^ 


h  h  .r     °  I  \  ic 

Nach  §  21  ist  im  Falle  limÄ  =  0 

X 

lim  11  +  —     =e. 


also  (wegen  der  Stetigkeit  von  log 


limlogijlH ^j    jr=loge  =  l. 

Es  gilt  daher  die  Formel 

Um  die  Ableitung  von  Loga;  zu  finden,  bedenke  man,  daß 

Loga:  =  Jf  log« 
ist,  mithin 

(Log  ^)  =  —  ■ 


\h\  muß  kleiner  als  x  sein,  damit  x  +  /*  >>  0  ist. 
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Es  ist  bemerkenswert,  daß  die  transzendente  Funktion  Log  x  eine 
rationale  Ableitung  hat. 

§  59.     Einige  Tangentenkonstruktionen. 

Wenn  an  der  Stelle  x  eine  endliche  Ableitung  f'[x)  existiert,  so  hat  die 
Kurve  y  =  f{x)  im  Punkte  x,  y  eine  Tangente.  Die  Richtungskonstante 
dieser  Tangente  ist,  wie  wir  wissen,  gerade  f'[x)  oder  y' .  Die  Gleichung 
der  Tangente  lautet  also 

Y—y  =  {X  —  x)y'. 

Das   ist   nämlich    die  Gleichung   einer  Geraden,  die    durch    den  Punkt   j",  y 
hindurchgeht  und  die  Richtüngskonstante  y'  hat. 

Die  Strecke,  die  auf  der  .r-Achse  von  der  Tangente  bis  zur  Ordinate 
reicht,  nennt  man  die  Subtangente  der  Kurve  (an  der  Stelle  P). 

Als  Normale  der  Kurve  im  Punkte  P  bezeichnet  man  die  Gerade,  die 
in  P  auf  der  Tangeute  senkrecht  steht. 

Ihre  Gleichung  lautet*) 

TT  X—x 

y 

oder 

x~x-{-{Y-ij)ty  =  o. 

Diese  Formel  ist  auch  im  Falle  ?/'  =  0  richtig.  Dann  lautet  die  Gleichung 
der  Tangente   Y — ?/ =  0,   die  der  Normale  muß   also  lauten  X  —  a;  =  0. 

Die  Strecke,  die  auf  der  a:- Achse  von  der  Ordinate  zur  Normale  führt, 
nennt  man  die  Subnormale  der  Kurve  (an  der  Stelle  P). 

Wenn  man  die  Subtangente  oder  die  Subnormale  kennt,  so  kann  man  die 
Tangente  und  die  Normale  konstruieren. 

Die  Abschnitte,  die  auf  der  Tangente  und  der  Normale  zwischen  P  und 
der  r-Achse  liegen,  werden  vielfach  als  Tangente  bezw.  Normale  be- 
zeichnet. 

Um  die  Subtangente  zu  erhalten,  muß  man  die  Abszisse  X  des  Punktes 
berechnen,  in  welchem  die  Tangente  die  a:- Achse  trifft.  Setzt  man  in  der 
Tangentengleichung    F=0,   so  findet  man 

X^x-lr- 

y 

Daraus  folgt  für  die  Subtangente  der  Wert 

x-x=y^. 
,  y 

Die  Subtangente  ist  gleich  y:y. 

Um  die  Subnormale  zu  erhalten,  muß  man  die  Abszisse  X  des  Punktes 
bestimmen,  in  welchem  die  Normale  die  x- Achse  trifft.  Setzt  man  in  der 
Normalengleichung    F=0,   so  ergibt  sich 

X  =  x-\-  yy'. 

*)  Die  Eichtungskonstanten  von  zwei  zueinander  senki-echten  Geraden  geben 
das  Produkt  —1,  wie  man  leicht  zeigen  kann. 
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Die  Subnormale  ist  gleich  yy' 
Bei  der  Parabel 


yy 


findet 


und 


a;2 


2x 

a 


y  ^  X 

y'       2  ■ 

Hier  ist  also  die  Subtangente  gleich  der  halben  Abszisse.    Um  die  Tangente 


y 


Fig.  55. 

zu  konstruieren,  muß  man  die  Mitte  der  Abszisse  mit  dem  Kurvenpunkt  verbinden. 
Bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  (vgl.  Fig.  56) 

«2 

hat  man 

«2 

und 

y  

y'  ^ 

Hier  ist  also 

TA=  —  OÄ     oder     OA  =  AT, 

d.  h.  A  halbiert  die  Strecke   OT. 

Der  Abschnitt  TT\  den   die  Achsen   auf  der  Tangente  bestimmen,  wird 
durch  den  Berührungspunkt  P  halbiert.     Die  beiden  Hälften  sind  gleich  OP. 
Die  Leibnizsche  Logarithmica 

y  =  a^ 
hat  eine  konstante  Subtangente.     Es  ist  hier  nämlich 
?/'  =  «' log«, 
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Die  Subtangente  ist,  wie  man  sieht,  gerade  der  Modul  der  Logarithmen  zur 
Basis  a.  Im  Falle  a  =  e  ist  die  Subtangente  gleich  1 ,  d.  h.  gleich  der 
Ordinate  im  Anfangspunkt. 

Unter  welchem  Winkel   schneidet   die  Kurve  y  =  e^    die?/ -Achse,  d.h. 
welchen  Winkel  bildet  TB  mit  der  ?/- Achse  (Fig.  57)? 

Welche  Parallele  zur  ?/- Achse  schneidet  die  Kurve  y  =  a^  [a  ^  1)  unter  45°'? 
Wie  lautet  die  Gleichung  der  Kurve,  wenn  man  diese  Parallele  zur  ?/- Achse 
macht?  Welche  Änderung  der  Längeneinheit 
muß  man  vornehmen,  damit  die  Gleichung 
der  Kurve  schließlich  y  =  e'  lautet? 

Wenn  man  in  einer  Figur  alle  Koordi- 
naten mit  demselben  Faktor  l  multipliziert, 
also  z.  B.  alle  verdoppelt  oder  alle  auf  die 
Hälfte  reduziert,  so  nennt  man  diese  Operation 
eine  Streckung  vom  Anfangspunkt  aus. 
Die  neue  Figur  ist  offenbar  der  alten  ähn- 
lich.    Der  Leser  überzeuge   sich,    daß   man 

aus  y  =  «^  {a  >  1)  durch  eine  passende  Streckung  eine  Kurve  erhalten  kann, 
die  aus  y  =  e-  durch  Parallelverschiebung  entsteht.  Er  prüfe  ferner  die  Wirkung 
einer  Streckung  auf  die  Kurven 

y  z:^  x^:  a  und  y  =  a^:  x. 


Fig.  57. 


§  60.     Die  Ableitungen  der  trigonometrischen  Funktionen. 
Aus  der  Formel 

cos  [x  +  h)  =  cos  X  cos  h  —  sin  x  sin  h 
entnimmt  man 

cos  [x-^-h]  —  cos  X  =  cos  X  (cos  h  —  1)  —  sin  x  sin  h 


und  weiter 


cos  i.r  +  h)  —  cos  X 


amh  1  —  cos  h 

sin  X — 5 cos  X 5 

h  h 


Nach  §  17  ist  im  Falle  lim  /^  =  0 


Wir  müssen  nur  noch 


,.     sin/^ 
hm  —j—  =  1 . 
h 


1  —  cos  h 

lim 5 

h 


bestimmen.     Schreibt  man 

1  —  cos  h         fl  —  cos  h)  (1  -!-  cos  h)        /sin  7i\2         h 


Kowalewski,  Analysis  des  Unendliclien. 


_  /Sin  fiy 


1  +  cos  h 
11 
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so  sieht  man,  daß 

,.     1 — cosh 

hm 5 =  0 

h 

ist.     Es  ergibt  sich  also 

(cos  x]'  =  —  sin  ic. 
Bei  sin?"  kann  man  die  Ableitung  ebenso  leicht  berechnen: 
sin  {x  +  h)  =  sin  x  cos  h  +  cos  x  sin  h, 

sin  (x  +  h)  —  sin  x                 sin  h         .       1  —  cos  h 
=  cos  X  — 5 sm  X 


h  h  h       ' 

(sin  «;)'  =  cos  x. 

An    welchen    Stellen    schneiden    die    Kurven   y  =  wa.x  und   y  =  cos  .'z; 

(vgl.  S.  135)  ihre  Ordinaten  senkrecht,  an  welchen  Stellen  unter  45°? 

Die  Ableitungen  von 

sin  X  ,  cos  X 

tg  ic  = ,      cot  a:;  = 

cos  x  sm  X 

findet  man  mit  Hilfe  der  Quotientenregel: 

cos  X  (sin  x)'  —  sin  x  (cos  x]'  1 

(*^  ^'    ^'  ^^^2^  "~  ^^S2^' 

sin  ic  (cos  :r)' — cos  a:  (sin  a;)'  1 

(cot  x)  = 


sm-' x  sm^x 

Man  kann  die  Ableitungen  von  cosa;,  sina::,  tga:,  cota::  auch  in  andrer 
Weise  berechnen,  unter  stärkerer  Heranziehung  trigonometrischer  Formeln. 
Benutzt  man  z.  B.,  daß 

.      >        ^  .    <^  —  ß        <^  +  ß 
sm  a  —  sm  ß  =  2  sm  — — -^  cos  — - — 

ist,  so  findet  man 

sin  [x-\-}i)  —  ^mx  /      ,     ^  \        2 


(•^ 


2 

und  hieraus  folgt  direkt 

(sin  a^)'  =  cos  x. 

Ebenso   kann  man  (cos  a:;)'  schneller   berechnen,   wenn  man   sich  auf  die 

Formel 

^  .    «  —  A'    .    «  +  /^ 
cos  a  —  cos  /y  =  —  2sm  — — -^  sm  — - — 

stützt. 

Um  (tg  x)  zu  finden,  kann  man  sich  auf  die  Formel 
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berufen  (das  Additionstheorem  der  tg-Funktion).     Hiernach  ist 

also 


h  ^      '     '^     '    h    l  —  i^xi^h 

Beachtet  man,  daß 

k  \    11        COS  rij 

j  ist,  so  ergibt  sich 
I  (tgx)'=l+tg2a;  = 


cos-'x 

Ebenso  gelangt  man  mittelst  der  Formel 

cot  a  cot  /^  —  1 

cot  «  +  ß)  = ,   \   , 

^         '  '         cot  a  +  cot  ß 


(cot  a:)'  =  —  (1  +  cot2  x)  == r^r—  • 

^  '  ^  '  %VD^X 

§  61.     Die  Ableitungen  der  zyklometrisclien  Funktionen. 

Aus  den  Gleichungen*) 

arc  cos  x  =  y^ 
arc  cos  [x  -\-  Jx)  =  ?/  +  Jy 


ist  zu  entnehmen 

Hiernach  ist 

und**) 


ic  =  cos  ?/, 

X  +  Jx  =  cos  [y  +  z/?/). 

z/.-r  =  cos  [y  +  z/?/)  —  cos  y 

^y  __  1 

z/a:;       cos(y-j-Jy)  —  cos  2/ 
^?/ 

Wegen  der  Stetigkeit   von  arc  cos  x  konvergiert  Jy  gleichzeitig  mit  Jx 
nach  Null.     Man  hat  folglich  im  Falle  lim  Jx  =  0 

,.     cos  ly  +  Jij]  —  cos  ■?/        ,         ,, 

lim -^—^ — -j^ —  =  (cos  y)  =  —  smy. 


*)  x  +  z/x  muß  wie  x  dem  Intervall  (—1,  1>  angehören. 
**)  Da  wir  z/a;  4=  0  annehmen,  ist  auch  Jy  4=  0- 

IV 
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Ist  nun  X  von  +  1  und  —  1  verschieden,  also  0  <^  ?/  <!  /r   und  daher 
sin «/  >  0 ,  so  wird 

,.    ^2/  1  1 

hm     ^  —  — 


d.h. 


Aus 


entnimmt  man 
Es  ist  also 


z/x  sin?/  ]/i  _  cos2w' 


(arc  cos  .-r)'  = : 

Vi  —  X2 


arc  sin  a;  =  ?/, 

arc  sin  [x  +  z/x)  =^.  y  -^  Jy 

Jx  =  sin  (2/  +  Jy)  —  sin  ?/. 
z/^  1 


z/a;        sin  (^  +  ■^U)  —  sin  y 
Jy 

Wegen   der  Stetigkeit  von   arc  sin  x  konvergiert  Jy  gleichzeitig  mit  Jx 
nach  Null.     Man  hat  daher  im  Falle  lim  Jx  =  0 

,.     sin  [y  -\-  Jy)  —  sin  ii 

hm -'^—^ — —- =  cos  y. 

Jy  ^ 

TT  TT 

Ist  nun  X  von  +  1  und  —  1  verschieden,  also  —  -^  ■^  ?/  <C  "^)  ^^^  ^^~ 
her  cos  ?/  ^  0 ,  so  wird 

lim  -^  = = 


d.  h. 

Wenn 

ist,  so  liegt 


(arc  sin  x]'  = 


yi  — a;2 
y  =  arc  cos  x 


dem  Intervall  i ^,      -V  und  man  hat 


/        TT       7r> 

(y  —  2/)  =  cos  2/  =  X, 


also 

— ?/  =  arc  sin  a:. 
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Hieraus  ersieht  man,  daß  zwischen  arc  cos  cc  und  arcsina;die  Rela- 
tion besteht 

arc  cos  x  +  arc  sin  cc  =  —  • 

Hat    man    nun    schon    gefunden,    daß    (arc  cos  a;)' =  —  1  :  Vi  —  x^  ist 
(—  1  <  X  <  1),  so  folgt 


(arc  sin  tcj  =  |-^ arc  cos  x\ 


Vi 


Wie  steht  es  mit  der  Ableitung  von  arc  cos  x  an  den  Stellen  —  1  und  1  ? 
An  diesen  Stellen  empfiehlt  es  sich  z/y:  Jx  so  zu  schreiben: 


Jx 


-;^^:Bin(^+    /) 
Jy 


sin    2 


liegt  zwischen  0  und  tt,  weil  y  und  y  +  Jy  nach  der  Defi- 
nition von  arc  cos  x  in  (0,  ri)  enthalten  sind.  Wenn  a;  =  1  (oder  =  —  1), 
so  ist  ^  =  0  (bzw.  =71).  sin  (^  -i — -^  j  konvergiert  also  im  Falle  lim  ^a^  ==  0 
durch  positive  Werte  nach  Null  und  daher  wird 

,.   ^y 

hm  —r-  =  —  oo . 
Jx 

Die  Tangente  der  Kurve  y  =  arc  tg  x  ist  also  an  den  Stellen  x  ^^1 

parallel  zur  ?/-Achse. 

Ebenso  beweist  man,  daß  (arc  sin  a;)'  an  den  Stellen  a;  =  ±  1  gleich  oo  ist. 

tc 
Dies  kann  man  übrigens  auch  mittelst  der  Formel  arc  cos  x  -f-  arc  sm  x  =  — 

erkennen.     Aus  ihr  folgt 

z/  arc  sin  x  z/  arc  cos  x 


/Ix  Jx 

Da  für  x  =  it  1 

J  arc  cos  x 

hm =  —  oo 

Jx 

ist,  so  kann  man  schließen,  daß  an  diesen  Stellen 

J  arc  sin  x 

lim :; =  oo 

zlx 
ist. 

An  der  Stelle  a;  =  —  1  handelt  es  sich  um  eine  rechtsseitige,  an  der 
Stelle  a?  =  1  um  eine  linksseitige  Ableitung,  weil  arc  cos  und  arc  sin  nur  in 
dem  Intervall  (—  1,   1)  definiert  sind. 
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Nun  zu  are  tg  x.     Aus 

arc  tgx  =  y, 
arc  tg  [x  -\-  Jx)  =  ?/  -f-  Jy 


entnimmt  man 


also 


x  =  t^y 

X  -\-  Jx  =  tg  (?/  +  Jy), 

/ix       tg  [y  +  ^y)  —  tg  ^ 
^y 


Da  nun  ^//  gleichzeitig  mit  z/rc  nach  Null  konvergiert  und  ij  zwischen 


und  —  liegt,  also  cos  y  '^  0  ist,  so  hat  man  im  Falle  lim  Jx  =  0 


/ly  cos^y  '     °  y 

und  daher 

(arctga:)'=^^-^2- 
Wenn  y  =  arc  tg  x  ist,  so  liegt 

zwischen  0  und  7t.     Andrerseits  ist 

cot|y  —  ^1  =  tg?/  =  a?, 
mithin 

TT 

-^ y  =  arc  cot  ic. 

Zwischen  arctga:;  und  arc  cot  .vj  besteht  also  die  Relation 


Daher  ist 


arc  tg  X  -t-  arc  cot  2;  =  -- 
2 


(arc  cot  x)'  =  (~  -  arc  tg  .x)  =  -  ^-^ 


Diese  Formel  läßt  sich  natürlich  auch  auf  dem  andern  Wege  ableiten. 

Wir  sehen,  daß  arc  cos  2",  arc  sin  .x,  arctga;,  arc  cot  x  algebraische  Ab- 
leitungen haben,  arc  tg  x  und  arc  cot  x  sogar  rationale. 
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§  62.     Die  Ableitung  von  x". 

u  sei   eine   beliebige  Zahl.     Wir  wollen  ^die  Ableitung  von  x"   für  posi- 
tives X  bestimmen.     Nach  S.  62  ist 


(:r  +  /4"  =  ^''(l  +  ^) 


\h\  nehmen  wir  kleiner  als  x  an,  so  daß  x  -\-  h'^0. 
Der  Differenzenquotient  lautet  nun 

h  V 


X"- 


(^-4)' 


oder,  wenn  wir  h:  x  ^=  k  setzen, 


(1  _{_  A;),"  _  1 


Im  Falle  in  =  0  ist 

(1  +  ky  - 1 


=  0. 


k 
Im  Falle  u  ^  0  schreibe  man 


•,ulogl(l  +  /.-)'^-j 


k  k  l 

{l^^i\oz{l  +  k)) 

Da  k  und  /  von  Null  verschieden  sind,  ist  diese  Umformung  erlaubt.  Be- 
achtet man,  daß  k  und  l  gleichzeitig  mit  h  nach  Null  konvergieren,  so  er- 
gibt sich 

Die  Formel  gilt  auch  für  /<  =  0. 

Solange  u  >  0  ist,  konvergiert  a;"  gleichzeitig  mit  x  nach  Null.  Setzen 
wir  den  Funktionswert  an  der  Stelle  0  gleich  0,  so  fragt  es  sich:  Welche 
Ableitung  hat  die  Funktion  für  x  =  0?  Der  Differenzenquotient  lautet  für 
X  =  0 

^  =  7^"-l.  (/^>0). 

Hiernach  ist  für  x  =  0 

(a;.")'  =:  CO ,    wenn  //  ■<  1 , 
(x«)'  =  0,      wenn  /i  "^  1. 

Z.  B.  hat  die  Kurve  y  =  Yx  im  Anfangspunkt  die  ?/-Achse  als  Tangente, 
die  Kurve  y  ^=  x  Vx  dagegen  die  x- Achse. 

Der  Leser  berechne  die  S  üb  normale  der  Kurve 

y  =  yx, 
die  die  Hälfte  einer  Parabel  ist.    Die  andre  Hälfte  wird  durch  die  Gleichung 
y  =  —  Vx    dargestellt.      Ferner    entwickle    er    eine    Tangentenkonstruktion 
für  die  Kurve  y  =  .x"  (mittelst  der  Subtangente). 
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§  63.     Die  Ableitung  einer  zusammengesetzten  Punktion. 

Die  Funktionen,  die  sich  aus  einer  endlichen  Anzahl  elementarer  Funk- 
tionen zusammensetzen  lassen,  rechneten  wir  in  §  45  ebenfalls  zu  den  ele- 
mentaren Funktionen.  Es  liegt  also  nahe,  nach  der  Ableitung  einer  solchen 
zusammengesetzten  Funktion  zu  fragen. 

Wir  wollen  die  Funktion  F{x)  =  f(ff  [x])  betrachten,  die  sich  aus  den 
beiden  Funktionen  f{x)  und  (p{x)  zusammensetzt.  Man  pflegt  zu  sagen, 
F{x)  =  f{'p{x})  sei  eine  Funktion  von  einer  Funktion. 

Man  darf  dem  x  nur  solche  Werte  beilegen,  bei  denen  q;{x)  in  dem 
Definitionsbereich  der  Funktion  f  liegt.  Bildet  man  z.  B.  aus  ff  {x)  =  1  —  x"^ 
tmd  fix)  =  Vx  die  Funktion  Vi  —  x%  so  muß  man  x  auf  das  Intervall 
( —  1,   l)  beschränken. 

Fällt  kein  Wert  von  (f{x)  in  den  Definitionsbereich  von  /",  wie  das  z.  B. 
bei  fp{x)  =  —  (1  +  x"^]  und  f{x]  =  Vx  der  Fall  ist,  so  hat  f{fp{x))  tiber- 
haupt  keinen  Sinn. 

Wir  machen  nun  folgende  Annahmen: 

(p{x)  habe  an  der  Stelle  Xq  die  endliche  Ableitung  (p  [x^]^  ebenso  f{u) 
an  der  Stelle  u^  =  (p{X(,)  die  endliche  Ableitung  f'{iCo).  f[uj  sei  in  einer 
gewissen  Umgebung  (ti^  —  e,  Uq  +  e)  von  %  definiert. 

Wir  werden  zeigen,  daß  dann  Fix)  =  f{rp  [x])  an  der  Stelle  Xq  eine 
endliche  Ableitimg  besitzt. 

hl,  h^i  /?3,  •••  sei  eine  nach  Null  konvergierende  Folge  mit  lauter  von 
Null  verschiedenen  Gliedern.     Setzt  man 

h,  =  cf.[Xf,  +  h„)  —  cp{Xo), 

so  ist,  wegen  der  Endlichkeit  von  (p' {Xo),  lim  /i„  =  0.    Daher  liegen  Kq  +  k\, 
Uq  -j-  Ä2,  ^(Q  +  A-3,  ■  ■  •  fast  alle  im  Definitionsbereich  von  f{ii). 
Hinsichtlich  der  Folge  A'i ,  fe ,  Ä's ,  ■•  ■   sind  drei  Fälle  möglich : 

1.  Fast  alle  k„  sind  ungleich  Null, 

2.  Fast  alle  A,,  sind  gleich  Null, 

3.  Unendlich  viele  k,^  sind  gleich  Null,  unendlich  viele  ungleich  NuU.  k^, 
/i^,  A3,  •■•  seien  gleich  Null,  A\,  A2,  A's,  •••  ungleich  Null.  Die  entsprechen- 
den kn  seien  h^,  Jh,   A3,  •••  bezw.  k^,  lu,   ^h,    ■  ■ 

Im  ersten  Falle  gilt  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Ausnahmen  die  Um- 
formung 

F{x,  +  K)  -  F[x,)  _  f{u,  +  kn)-f{u,)    k^ 
h,i  kn  K 

_  f[i(o-\-k„)—f{tfo)  cp{xo  +  hn)  —  rp{xo) 

kn  '  K 

und  man  hat  (vgl.  §  8,  Nr.  8) 

Im  zweiten  Falle  hat  man  für  fast  alle  Werte  des  Index  n 
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also  auch 


0, 


ha 

Da  auch  die  Differenzenquotienten 

cp  (a-Q  +  K)  —  cp  [Xq) 
hu 

fast  alle  gleich  Null  sind,  ist  hier  cp'{xq)  =  0.    Es  gilt  also  auch  im  zweiten 
j  Falle  die  Formel  (1). 
I         Im  dritten  Falle  hat  man  nach  Fall  1  und  2 

,.      F{xo -hK)  -  F{To)  r,,     s     ,,     , 

hm  -^ ^ ^  =  f  [uo)(p  (.^o), 

hm      '  '    ^      ' ^  =  f{uo)cp'{xo). 

Nach  §  8,  Nr.  4  und  5  gilt  also  auch  jetzt  wieder  die  Formel  (1).    Übrigens 
ist  hier  rp'[xQ)  =  0. 

Da  für  lim  /^„  =  0  (/^„  ^  0)  immer  die  Relation  (1)  stattfindet,  so  existiert 
die  Ableitung  F"[xq)j  und  man  hat 

F'{Xo)  =  f'(uQ)rp'{xo]. 

Dieser  Satz  läßt  sich  leicht  verallgemeinern.  Man  braucht  ihn  nur  mehrere 
Male  nacheinander  anzuwenden.  Hat  z.  B.  f/)(x)  bei  ^o,  f{u)  hei  Uq  =  cp{xq) 
und  g{v)  bei  Vq  =  /"(«o)  ^^^^  endliche  Ableitung,  so  hat 

G{x)=g{f{cp(x))) 
bei  Xq  die  Ableitung 

G'  («o)  =  9'  (?o)  r  («<o)  ff'  (3^o)  • 

Setzt  man  F{x)  =  f[cp  [x]) ,  so  ist  0{x)  =  g  {F{x)) .  Nach  dem  schon 
bewiesenen  Satze  hat  F{x)  an  der  Stelle  Xq  die  Ableitung 

F'  [Xo]  =  f  («o)  fp'  i^o) 
und  nach  demselben  Satze   G{x)  an  der  Stelle  x^)  die  Ableitung 

G'ixo)  =  f;'('o)^'(a^o)  =  9'{i-o)f'{i(v)  'P'{xo)- 

Man  muß  hierbei  annehmen,  daß  f[ii)  in  einer  gewissen  Umgebung  von 
Uq  und  giv)  in  einer  gewissen  Umgebung  von  Vq  definiert  ist. 

Beispiele  zu  diesem  Satze  bringen  wir  erst  im  folgenden  Paragraphen. 
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§  64.     Das  Leibnizsche  Differential. 

Leibniz  beginnt  seine  erste  Abhandlung  über  Differentialrechnung  *)  (1684) 
mit  folgender  Definition: 

„Gegeben  sei  eine  Achse  ÄJ^  und  mehrere  Kurven  wie  FF,  WW,  YY, 
ZZ.  Ihre  zur  Achse  senkrechten  Ordinaten  VX,  WX,  YX,  ZX  mögen 
bezüglich  ?;,  w,  y,  %  heißen.  Der  Abschnitt  AX  auf  der  Achse  möge  x 
heißen.  VB,  WC,  YD,  ZE  seien  die  Tangenten  und  B,  C,  D,  E  ihre  be- 
züglichen Schnittpunkte  mit  der  Achse.  Nun  wähle  man  nach  Belieben  eine 
Strecke  und  nenne  sie  dx.  Dann  soll  diejenige  Strecke,  welche  sich  zu  dx 
verhält  wie  v  (oder  iv  oder  y  oder  z)  zu  XB  (oder  XC  oder  XD  oder 
XE)  mit  dv  {oder  dw  oder  c??/  oder  dz)  bezeichnet  werden  und  Differenz**) 
der  V  (oder  der  tv  oder  y  oder  x)  heißen." 

dv  verhält  sich  hiernach  zu  dx,  wie  die  Ordinate  v  zur  Subtangente 
v:v',  d.  h.  dv  ist  gleich  v'dx. 


O        ffJcJ         M 
Fig.  60. 


Die  Leibnizschen  Differentiale  entstehen  also  aus  den  Ableitungen  durch 
Multiplikation  mit  einem  Faktor /?***).  Anstatt  mit  den  Ableitungen  operiert 
Leibniz  beständig  mit  den  Differentialen  und  dadurch  gewinnt  seine  Diffe- 
rentialrechnuug  eine  Eleganz,   von   der   wir  bei  Newton   keine  Spur  finden. 

Was  bedeuten  nun  die  Leibnizschen  Differentiale? 

Wenn  man  die  Kurve  y  =  f{x)  durch  ihre  Taugente 
ersetzt,  so  entspricht  dem  lukrement  h  der  Abszisse 
Ordin  ateninkrement 

-^2/0  =  f{^-o  +  ^f)  —  fi^o) , 
sondern 

f'{x,)h. 

Das  Differential  entsteht  also  aus  der  Differenz  f{Xo  +  k)  —  f[xQ) ,  indem 
man  die  Kurve  durch  ihre  Tangente  im  Punkte  x^,  y^  ersetzt. 


im  Punkte  Xq,  ?/o 
nicht    mehr    das 


*)  Ostwakls  Klassiker,  Nr.  162. 

*)  Wir  sagen  jetzt  Differential. 

*]  Was  Leibniz  dx  nennt,  bezeichnen  wir  vorläufig  mit  h 
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Der  Leibnizsche  Gedanke  läßt  sich  auch  in  folgender  Weise  ver- 
anschaulichen. 

Man  betrachte  x  als  die  Zeit  und  denke  sich  auf  einer  Geraden  einen 
Punkt  M  so  in  Bewegung,  daß  er  zur  Zeit  x  immer  gerade  die  Abszisse  f[x) 
hat.     Seine    Geschwindigkeit    zur   Zeit  Tq    ist  dann    die   Ableitung   /''(^o)*). 

Jeder  Funktion  können  wir  auf  diese  Weise  einen  Punkt  zuordnen,  der 
sich  auf  einer  Geraden  bewegt.  Das  ist  dann  die  Vorstellung,  die  Newton 
sich  von  den  Funktionen  (oder  Fluenten)  machte  (vgl.  S.  150).  Wenn  nun  im 
Augenblick  .-Tq  alle  diese  Punkte  freigelassen  werden,  so  bewegt  sich  jeder 
mit  der  Geschwindigkeit  weiter,  die  er  zur  Zeit  X(^  hat.  Im  Zeitraum  h  be- 
schreiben die  Punkte  Wege,  die  gleich  den  Leibnizschen  Differentialen  sind. 
Z.  1).  beschreibt  M  den  Weg  f  [xQjh. 

Die  Differentiale  haben  gegenüber  den  Ableitungen  den  Vorzug,  daß  sie 
von  derselben  Dimension  sind  wie  die  Funktionen.  Betrachtet  man  wie  soeben 
jj  =:  f[x)  als  eine  Länge  und  x  als  die  Zeit,  so  hat  f  [x]  die  Dimension  lt~'^. 
Dagegen  hat  f  [x)h  wieder  die  Dimension  Z,  also  dieselbe  wie  y.  Betrachtet 
ninn  wie  in  Fig.  59  x  und  y  ■=  f[x)  als  Längen,  so  ist  die  Ableitung 
diniensionslos,  das  Differential  ist  aber  wieder  eine  Länge. 

Daß  Leibniz  statt  h  einfach  dx  schreiben  darf,  hat  seinen  Grund  in 
folgendem.     Die  allgemeine  Formel  elf  ix)  =  f'[x)h  liefert  im  Falle  f{x]  =  x 

dx  =:=  x'h  =  h . 
Da 

df{x)  =  f'{x)dx 

ist,  so  läßt  sich  die  Ableitung  f  [x)  als  Quotient  der  Differentiale  df{x)  und 
d.r  schreiben  oder,  wie  man  sagt,  als  Differentialquotient: 

df{x) 


n^) 


dx 


Übrigens  findet  sich  auch  bei  Newton  der  Begriff  des  Differentials.  Er 
nennt  es  das  Moment  der  Fluente.  Während  aber  Leibniz  keinen  Zweifel 
darüber  läßt,  daß  er  sich  unter  dx  eine  endliche  Strecke  vorstellt,  spielt  bei 
Nev7ton  die  unklare  Idee  des  Unendlichkleinen  hinein.  Im  zweiten  Ab- 
schnitt des  zweiten  Buches  seiner  .,Principia"  heißt  es**):  „Die  Momente 
hören  auf  Momente  zu  sein,  sobald  sie  eine  endliche  Größe  erhalten.  Man 
hat  unter  ihnen  die  eben  entstehenden  Anfänge  endlicher  Größen  zu  ver- 
st<']ien." 

Wir  wollen  jetzt  den  Satz  des  §  63  in  Differentialen  ausdrücken.  Wenn 
//  =  f{ii)  und  u  =  ffix)  ist,  so  hat  man  nach  jenem  Satze: 


also 

Nun  ist  aber 


y' =  f  {u)  ff' {x) , 
dy  =  y'dx  =  f  [ii](p'  [x)dx. 

du  =  fp'{x)dx. 


*]  Val.  S.  149.  Wir  wollen  annehmen,  daß  fix)  in  einer  gewissen  Umgebung 
von  xo  bei  wachsendem  x  nur  zunimmt  oder  nur  abnimmt.  Dasselbe  gilt  von  den 
aiulern  Funktionen. 

**]  Wir  zitieren  nach  Cantors  Geschichte  der  Mathematik,  Bd.  3. 
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Wir  können  also  schreiben: 

dy  =  f'[u)du. 

Genau  so  würde  das  Differential  von  y  =  f[u)  aussehen,  wenn  u  die  unab- 
hängige Veränderliche  wäre. 

Bei  der  Differentiation  von  f{u)^  d.  h.  bei  der  Berechnung  des  Diffe-. 
rentials  von  f[u]^  ist  es  ganz  gleichgültig,  ob  u  die  unabhängige  Veränderliche 
oder  ob  es  eine  Funktion  derselben  ist.  Das  Differential  lautet  in  beiden 
Fällen  f'{'u)du.  Wir  wollen  dies  die  Invarianteneigenschaft  nennen. 
In  ihr  liegt  ein  wesentlicher  Vorzug  der  Leibnizschen  Symbolik. 

Nun  einige  Beispiele  für  die  Differentiation  der  zusammengesetzten  Funk- 
tionen. 

1.  Um  d{x'')  zu  finden  {x  >  0),  setze  man 


x^ 

'  = 

e"  imd  u  =  i-i  loga;. 

Dann 

ergibt 

sich 

d{x")  =  &'du 

oder. 

da 

,           adx 
du  =  ' 

X 

ist, 

d{x' 

)  = 

udx                 ,  , 
■-x'^- =  fix'^-^dx. 

X 

Dies 

stimmt  mit  dem  Resultat 

in  §  62  überein. 

2 

Um  dVl  4- 

a;2  zu 

finden,  setze  man 

V1  + 

^= 

=  yu  und  t(,  =  l  -^  x' 

Dann 

findet 

man 

dVi 

du            xdx 

+ 

2  Vu        Vi  -f-  x^ 

weil  du  = 

2xdx 

ist. 

3.  Der  Leser  berechne  d  log(.r  +  "Kl  +  x"^)   und  d  log  ( —  x  -{-Vi  -\-  x'^)^ 
ferner  (für  0  <^  a:;  <^  ^j  c^log  sina;,  f/log  cosx,  f/log  tgx,  c?log  cota?. 
4.  Um  die  Ableitung  von 

zu  finden,  schreibe  mau 


=   ßxlog    1  +  - 


Dann  ist 


y  =  e 


dy  =  e'^i^sj'+l-jtzlxlog/l  +  — )) 
=  (n--|)'^{log(l  +  -^)^x  +  x^  Iog(l  +^)|  ■  (Vgl.  §  56,  Nr.  2) 
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Weiter  hat  man 


.nog(i  +  |) 


'^'  +  i]  ä. 


^        1  x\x+l) 

X 


also 


5.  Wenn  f[x]  >  0  ist,  so  lautet  das  Düferential  von  \o^f[x) 

df[x]  f  [x)dx 

Hat  log  f[x)  eine  endliche  Ableitung,  so  gilt  dasselbe  von  f[x).     Es  ist 
nämlich 

f[x)  =  ßlog/»^) 

und  daher 

dfix)  =  ei°g/(^)c?  log /■(:»;). 

6.  Man  bezeichnet 

und 


2  2 

als  hyperbolischen  Kosinus  bzw.     Sinus  von  x  und  schreibt  dafür  chx 
bzw.  shx.     Der  Leser  beweise,  daß 

{chx)'  =  shx    und    [shx)'=  chx 

ist.     Außerdem  überzeuge  er  sich,  daß  die  Relation 

ch^x  —  sh'^x  =  1 
gilt. 

Die  Kurve 


oder 

y  =  ach- 


X 

a 
führt  den  Namen  Kettenlinie. 

Schon  Galilei  warf  die  Frage  auf,  welche  Gestalt  eine  Kette  annimmt, 
die  an  zwei  Punkten  befestigt  ist  und  frei  herunterhängt.  Er  hatte  geglaubt, 
daß  die  Kette  eine  Parabel  bildet.  Man  überzeugte  sich  später,  daß  dies 
nicht  zutrifft,  konnte  aber  die  richtige  Lösung  nicht  finden.  Da  kamen  im 
Jahre  1690  die  Gebrüder  Bernoulli  auf  die  Frage  zurück,  und  Jakob 
BernouUi  legte  sie  nach  der  damaligen  Sitte  den  Mathematikern  öffentlich 
vor.  Nur  zwei  Lösungen  liefen  vor  Ablauf  der  festgesetzten  Frist  ein,  eine 
von  Huygens,  eine  zweite  von  Johann  Bernoulli.  Leibniz  hatte  die 
Lösung  schon  vorher  gefunden,  hielt  sie  aber  zurück,  um  zu  sehen,  ob  andere 
Mathematiker  sie  auch  liefern  würden*). 


")  Wegen  der  Leibnizschen  Lösung  vgl.  Ostwalda  Klassiker,  Nr.  162. 
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Die   Tangente    der  Kettenlinie    bilde    mit    der  x-Aclise   den   Winkel   cp. 
Dann  ist 


tgr/i 


-^  =  sh  — 
dx  a 


und 


cos  cp    =    -y- 


mithi 


yi+tg2f/) 


y  cos  (p  =  a  , 


ch' 


d.  h.  die  Projektion    der   Ordinate    auf  die  Normale   ist   beständig 

gleich  a. 

7.  Eine  Kurve,  die  sich  bei  verschiedenen  Problemen  als  Lösung  einstellt, 

und    mit    der   sich   als   erster   Galilei 
beschäftigt  hat,  ist  die  Zykloide. 

Wenn  ein  Wagen  auf  einer  Ebene 
geradeaus  fährt,  und  die  Räder  über 
die  Ebene  rollen  ohne  zu  gleiten,  so 
beschreibt  jeder  Randpunkt  eines  Rades 
eine  Zykloide.  Sie  besteht  aus  unend- 
lich vielen  kongruenten  Bögen,  von 
denen  einer  in  Fig.  62  zu  sehen  ist. 
Wenn  der  erzeugende  Kreis  von  Mq 
bis  31  gelangt  ist,  sei  der  Bogen  acp 
abgerollt.  Dann  ist  Q^Q  ^=  CKp .  Die 
Koordinaten  von  M  in  bezug  auf  PqX, 
Pf)  ij  lauten  a  bzw.  a  (p .  Die  Koordi- 
naten von  P  in  bezug  auf  M^,  Mt) 
sind  oifenbar 

5  =  a  cos  (tt  —  (jp)  =  —  a  cos  rp , 
^  =  a  sin  (tt  —  cp)  =  a  sin  (p . 

Also  hat  P  in  bezug  auf  0.r,   Oy  die 
Koordinaten : 

x  =  a(l  —  cos(jr),  y  =  a{cp-{-  sin  cp). 

Wenn  cp  von  0  bis  7t  wächst,  beschreibt  P  den  halben  Zykloidenbogen  PqP,^. 
Beschränken  wir  uns  auf  diesen,  so  ist 


Fig-.  61. 


cp  =  arc  cos 


smcp  =  yi  —  coa^cp  =  —  Vx[2a  —  x) 


und 


y  -=  yx[2a  —  x) 


a 


a 


Da  SR  =  Vx[2a 
a  —  x 


x)  ^    so    sagt    uns    diese   Formel,    daß   PP  gleich 
,  d.  h.  gleich  dem  Kreisbogen  Pq  R  ist.     Dies  kann  man  auch 
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direkt  erkennen,  RP  ist  nämlich  gleieli  Qq  Q  und  diese  Strecke  gleich  dem 
Kreisbogen  Po-B. 

Nun  möge  der  Leser  den  hier  gefundenen  Ausdruck  differenzieren  und  aus 
dem  Resultat  die  Tangentenkonstruktion  der  Zykloide  herleiten.  Er  diffe- 
renziere auch  an  den  Stellen  x  =  0  und  a;  =  2  a.    ^ 

Es  ist  viel  bequemer  sich  zur  Berechnung  von  ~~-  der  Ausdrücke  von 
./,  //  durch  </)  zu  bedienen.     Danach  ist 

dx  =  a  sin  fpdcp ,     dy  =  a{l  -\-  cos  (p)d(p, 
also*) 

dy       1  +  cos  fp  fp  7t  —  cp 

-^  =  —  . =  cot^  =  tg  — — -i-  • 

dx  smrp  2  °       2 


71 


fP 


die  Tangente   mit   der  .r- Achse  den  Winkel 

bildet.  Das  ist  aber  der  Winkel  PQ'Q.  PQ'  ist  also  die  Tangente;  sie  ist 
parallel  zu  P^R.  Die  Normale  PQ  verbindet  den  erzeugenden  Punkt  mit 
dem  augenblicklichen  Berührungspunkt  des  Rollkreises  mit  der  Basis;  sie  ist 
parallel  zu  RQq. 

I§  65.     Die  Ableitungen  inverser  Punktionen. 
y  =  f{jf')  sei  in  (a,  b)  stetig   und  umkehrbar  (vgl.   §  50).     fp{y)  sei  die 
'  ümkehrung  von   f{x).     Sie  ist,    wie  wir  wissen,    in   dem    Intervall  (m>,  M) 
stetig,  das  durch  den  größten  und  kleinsten  Wert   von  f[x)   begrenzt  wird. 
Wenn  f[x)  an  der  Stelle  x  eine  Ableitung  hat,  so  hat  auch  cp  (y)  an  der 
Stelle  y  =  f{x)  eine  Ableitung. 

Sind  y,  y  -r-  k  zwei  verschiedene  Werte  aus  (w,  Jf ),  so  sind  x  =  (p  {y), 
x-\-h^=  (p{y-\-k)  zwei  verschiedene  Werte  aus  (a,  &),  und  man  hat  y  =  f[x) 
und  y  -\-  k  =  f{x  -j-  h).  Der  Differenzenquotient  von  g)  (y)  läßt  sich  hiernach 
so  schreiben 

fp{y+k)-cp{y)  ^  h  ^     J{x  +  h)-f{x) 

k  fi^x  +  h)-f[x)  •  h 

Läßt  man  nun  A'  nach  Null  konvergieren,  so  konvergiert  wegen  der  Stetigkeit 
von  (p{y)  auch  h  nach  Null.  Wenn  also  f'[x)  endlich  und  von  Null  ver- 
schieden ist,  so  wird 

Wenn  f  [x]  =  oo  oder  f  [x]  z=  —  qq  ist,  ergibt  sich 

r/(y)  =  0. 
Es  bleibt  nur  noch  der  Fall  f  [x)  =  0  übrig.     Nun  bedenke    man ,    daß 


y  =  f[x)  bei  wachsendem  x  entweder  beständig  zunimmt  oder  beständig  ab 

nimmt  (vgl.  §  50),    daß    also   h  und   k  entweder   stets  gleiche  Zeichen  oder 

stets  entgegengesetzte  Zeichen  haben.    Dann  sieht  man,  daß  im  Falle  f'[x)  =  0 

*)  Dies  gilt  nur  im  Falle  sin  qp  ^  0.     Es  kommt  hier  §  63  in  Betracht. 
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der  Differenzenquotient  von  einer  ganz  bestimmten  Seite  nach  Null  konvergiert, 
nämlich  von  der  positiven,  wenn  x  und  y  einstimmig  sind  (d.  h.  gleichzeitig 
wachsend],  von  der  negativen  aber,  wenn  x  und  y  gegenstimmig  sind. 
Es  ergibt  sich  also  (f'  [y]  =  oo,  wenn  x  und  y  einstimmig,  und  fp'  (y)  =  —  co, 
wenn  sie  gegenstimmig  sind. 

Wenn  man  eine  Null,  die   als  Grenzwert  negativer  Zahlen  herauskommt, 
mit  —  0  bezeichnet  und 


1 

oo 


0. 


0,     ---  =  oo. 


0 


setzt,  dann  gilt  die  Formel  fp'{y)  =  1  :  f  {x)  ganz  allgemein. 

Bei  einstimmigen  r,  y  sind  alle  Ableitungen  f  [x],  (f  [y]  in  dem  Intervall 
(0,  oo),  bei  gegenstimmigen  x,  y  in  dem  Intervall  ( —  co,  0)  enthalten. 

Die  Umkehrung  von  y  =  ^  lautet  x  =  log  y.     Daher  ist 


arc  cos  y. 


dlogy 
dy 

1   _   1 

Die  Umkehrung  von  y  =  cosx 
Daher  ist 

im  Intervall  (0,  rr>  lautet  x 

d  arc  cos  y 

1                        1 

dy 

sina;             yi  __  ^/S  ' 

und  für  y  =  ±  1  ergibt  sich 

d  arc  cos  y 

1 

dy 


X  =  arc  tg  y  ist  die  Umkehrung  von  y 
Daher  hat  man 


d  arc  tg  y 
dy 


=  cos^a;  = 


/      ^ 

tg  X  im   Intervall  { — 

\       2 


2/ 


1  +  tg^x       1  +  iß 


Weiß  man,  daß  die  Ableitungen  f'(x)  und  fp'[y)    endlich  und  von   Null 
verschieden  sind,  so  kann  man  leicht  laeweisen,  daß  sie  das  Produkt  1  geben. 
Es  ist  nämlich  (vgl.  S.  172) 


v<y^ 

^ 

/ 

f(JC) 

also 


dy 
dy-- 


=  f'{x)dx,     dx  =  cp'{y)dy 
f'[x]dx     und     dy 


dx 

Viyy 

mithin  1  =  f  {x)cp' {y). 

X  Diese  Relation  ist  auch  direkt  aus  der  Fig.  63  ab- 

Fig.  63.  zulesen.     a  =  arc  tg  f  [x]    ist    der    Winkel ,    den    die 

Tangente   mit   der  a;- Achse  und  /?  =  arc  tg  ^'  [ij]   der 

Winkel,  den  sie  mit  der  ^/-Achse  bildet.    Daher  ist  tg  a  =  cot/i,  also  f  [x) 

=  cot//,  ip'[y)  =  tg/i  und  f'[x)ip'{ij)  =  1. 
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§  66.     Der  Differenzenquotient  gleich  einem  Wert  der  Ableitung. 

dem  Interv£ 
zenquotiente: 

m  -  f[a) 


Die  Funktion  f[x)  sei  in  dem  Intervall  (a,  h)  überall  stetig.    Wir  wollen 
einen  Satz  über  den  Diflferenzenquotienten 


=  X> 


ableiten. 


und 


Wenn  wir  c  =  —  [a-\-h)  setzen,  so  wird 

m  -  f[a)  =  [m  -  na)]  +  {m  -  nc]] 

b  —  a  =  2{c  —  a)  =  2{b  —  c), 


D 


1  (f{c)-f{a]    m 

2  \      c  —  a       "^       b 


7~/ 


Der  zu  (a,  b)  gehörige  Differenzenquotient  ist  das  arithmetische  Mittel 
zu  den  aus  (a,  c),  (c,  b)  gehörigen  Differenzenquotienten. 

Sollten  diese  beide  gleich  D  sein,  so  halbieren  wir  («,  c)  und  (c,  b). 
Es  wäre  denkbar,  daß  auch  zu  den  Hälften  dieser  Intervalle  Differenzen- 
quotienten gehören,  die  gleich  D  sind.  Dann  halbieren  wir  jede  von  diesen 
Hälften  weiter.  Möglicherweise  läßt  sich  dieser  Prozeß  ins  Unendliche  fort- 
setzen und  wir  finden   immer  nur  Differenzenquotienten,    die  gleich  D  sind. 

Wenn 

f{c)  -  m  _  m  -  f{c)  _  m  -  m 

c  —  a  b  —  c  b  —  a' 


bedeutet  dies,  daß 


f{c)  = 


M+m 


rw 


f(bj 


ist,  daß  also  der  Punkt  a;  =  c,  y  =  f[c)  auf  der  Verbindungsstrecke  der 
IPunkte  A,  B  liegt  (vgl.  Fig.  64).  Läßt  sich  das  Verfahren  ins  Unendliche 
fortsetzen,  ohne  daß  man  Differenzenquotienten 
antrifft,  die  von  D  verschieden  sind,  so  hat  die 
Kurve  y  =  f{x)  an  unendlich  vielen  Stellen  die- 
selbe Ordinate  wie  die  Gerade  AB,  nämlich  an 
allen  Stellen,  die  man  von  (a,  b)  ausgehend  durch 
fortgesetztes  Halbieren  findet.  Diese  Stellen  mögen 
die  dyadischen  Stellen  des  Intervalls  (a,  b)  heißen. 
Sie  sind  durch  die  Formel 

X  =  a-\-  d-[b  —  a) 

charakterisiert,    wo  3-  eine   dyadische  Zahl   (vgl. 

i  56)  des  Intervalls  (0,  1)  ist. 

An  allen   diesen    dyadischen  Stellen   ist   also 

%r)  =  (p{x),  wenn  wir  mit  (p{x)  die  Ordinate  der  Geraden  AB  bezeichnen. 
st  nun  r^o  eine  nichtdyadische  Stelle,so  gibt  es  eine  Folge  Xj ,  x^i  x^,  ■  ■  ■ 
on  dyadischen  Stellen,    die  nach  Xq  konvergiert.     Man  nehme  z.  B.  für  x^ 
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eine  der  dyadischen  Stellen  ii-ter  Klasse  *)  zwischen  denen  .Tq  liegt.  Da  f[x) 
und  q)  (x)  stetig  sind,  so  hat  man 

lim  f{x,,)  =  f{Xo) ,     lim  (p  [x,,)  =  cf  [xq). 

Es  ist  aber  f{Xn)  =  cp{x,i).  Also  folgt  /{xq)  =  cpix^),  d.  h.  die  Kurve 
y  =  f[x)  fällt  in  (a,"  b)  mit  der  Geraden  AB  zusammen.  Dann  ist  aber 
f'  (x)  konstant  und  gleich  D.    Hier  sind  also  alle  Werte  der  Ableitung  gleich  D. 

Jetzt  wollen  wir  annehmen,  daß  y  =  f{x)  nicht  geradlinig  ist,  und 
wieder  das  zu  Anfang  geschilderte  Halbierungsverfahren  anwenden.  Dieses 
führt  jetzt  sicher  zu  Differenzenquotieuten,  die  von  D  verschieden  sind.  Es 
gibt  also  in  (a,  b)  ein  Intervall  (et,  fJ)**),  zu  welchem  der  Diflferenzenquotient 
J)  gehört,  während  den  beiden  Hälften  von  (a,  ß)  DiflFerenzenquotienten 
entsprechen,  die  ungleich  D  sind.  Da  ihr  arithmetisches  Mittel  gleich  I)  ist, 
so  muß  der  eine  großer,  der  andre  kleiner  als  D  sein.  Setzt  man  nun 
ß  —  a  =  2h  und  bildet 

so  ist  w  (a)  der  eine  und  co{a  -\-  h)  der  andre  Differenzenquotient.  D  liegt 
also  zwischen  w  (a)  und  lo  («  +  h).  Offenbar  ist  oj  (,r)  in  dem  Intervall  (a, 
b  —  h)  stetig,  weil  f{x)  in  (a,  b)  stetig  ist.  Aus  §  49  können  wir  also 
schließen,  daß  es  zwischen  a  und  a  -{-  h  eine  Stelle  a   gibt,  so  daß 


ist.     a  und  u -{- h   liegen   zwischen   a   und  ß,    also   sicher   im   Innern   von 
<a,  by.     h  ist  höchstens  gleich  — 

Wir  können  jetzt  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  f{x]  in  (a,  b)  stetig  ist,  so  gibt  es  im  Innern  von  (a,  b) 
ein  Intervall  {a^.,  öj),  das  höchstens  halb  so  groß  ist  und  den 
gleichen  Differenzenquotienten  aufweist  wie  (a,  6). 

Im  Innern  von  (a^,  öj)  gibt  es  hiernach  wieder  ein  Intervall  («2,  b^). 
das  höchstens  halb  so  groß  ist  und  den  gleichen  Differenzenquotieuten  liefert 
wie  (%,  &i),  usf. 

Man  erhält  auf  diese  Weise  eine  Folge  von  Intervallen  (a,  6),  («i,  ftj), 
{(hl  b-i)}  ■■■■  Jedes  enthält  in  seinem  Innern  das  folgende,  das  höchstens 
halb  so  groß  ist  wie  sein  Vorgänger,  und  alle  Intervalle  liefern  den  Diffe- 
renzenquotienten D.  Bezeichnet  man  mit  ^  den  gemeinsamen  Grenzwert  von 
a„  und  b„,  so  ist  beständig  a«  <C  §  <C  ^n-     Aus  der  Formel 


*)  So  nennen  wir  die  Stellen,  die  den  Werten  d-  =  Je:  2'^  entsprechen  {k  —  0, 
1,  2,  ••-,   2"). 

**)  («)  ß)  kann  mit  (a,  b)  identisch  sein. 
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r,  _  fibn)-f{a.)  _  f[hn)-m)  +  m-f[an) 

kann  man  entnehmen*),  daß  D  zwischen 

m)-fK]  ^^^  f{hn)-m) 


bn-^ 

liegt. 

Wäre  nämlich 

f®zim-:^n    „„a  zugleich    f^r^-f^>D, 

SO  hätte  man  (da  ^  —  a„  und  b,,  —  ^  positiv  sind) 

m) -/"(«■«)  >^(§-«.), 

f{bn)-m)>D{b,^~^), 

f{bn)-f{a.)>D{k,,~a,^). 
Ebensowenig  kann 

m^IM^^n    „,a  zugleich    (M^iIßl<D 

b  —  (^n  bn  —  5 

sein. 

Wenn  nun  die  Ableitung  f'[^)  existiert,  so  konvergiert  die  Folge 

/K)  -  m)   f{bi)-m]   fja^)  -  /"(g)  m)  -  m 

[nach  f'{^);  denn  a„  und  b,i  streben  dem  Grenzwert  ^  zu,  sind  dabei  aber 
immer  von  ^  verschieden. 

Nach  Nr.  2  in  §  8  konvergiert  auch  jede  Teilfolge  der  obigen  nach 
f'(^).  Wir  können  aber  sowohl  eine  Teiltblge  herstellen,  deren  sämtliche 
jGlieder  größer  als  D  sind,  als  auch  eine,  deren  sämtliche  Glieder  kleiner  als 
p  sind.  f'{^)  kann  also  weder  größer  noch  kleiner  als  D  sein.  Es  muß 
vielmehr  gleich  D  sein,  und  damit  ist  der  folgende  wichtige  Satz  der 
^Differentialrechnung  bewiesen  **). 

Wenn  f{x)  in  (a,  b)  durchweg  stetig  ist  und  im  Innern  von  (a,  b) 
überall  eine  Ableitung  hat  (für  die  wir  auch  die  Werte  oo  und  —  oo 
blassen),   so   gibt   es   zwischen   a  und   b   eine   Stelle  ^,   wo  die  Ab- 

eitung  gleich    dem  Differenzenquotienten  '-— '-^  wird. 


Cauchy  zeigt  in  seinem  Cours  d'analyse,  daß     ^        " 


|'-wi8chen  dem  größten  und  kleinsten  der  Brüche  — ,  — ,  •■•,  —  liegt  wenn  vuvo,  ■•■,vp 

Vi       V2  Vp 

lue  positiv  sind.    Der  Leser  möge  dies  selbst  beweisen. 

**)  Man  nennt  ihn  den  Satz  vom  Differenzenquotienten  oder  den  Mittelwertsatz 
|ler  Differentialrechnung. 
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Setzt  man  a  =  x  und  h  =  x-{-h,  oder  a  =  x  -^-h  und  h  =  x^  so 
kann  man  |  in  der  Form 

schreiben,  wobei  d-  eine  Zahl  zwischen  0  und  1  ist.     Wie   der  Satz  besagt, 
läßt  sich  -5-  zwischen  0  und  1  so  wählen,  daß  die  Gleichung 

stattfindet. 

Setzen  wir  h  =  Jx  und  f[x  +  h)  —  /"(a;)  =  ^f[x)  =  Jy^  so  lautet 
die  obige  Gleichung 

Der  Differenzenquotient  ist  ein  Wert  des  Differentialquotienten  im  Innern 
des  betrachteten  Intervalls. 

Daß  die  Voraussetzungen,  die  bei  dem  Satze  angegeben  wurden,  nicht 
überflüssig  sind,  sieht  man  aus  Fig.  65. 

Beidemal  ist  der  Differenzenquotient  gleich  Null.  Aber  nirgends  zwischen 
ff  und  h  ist  die  Ableitung  gleich  Null. 

Ein  Spezialfall  des  Mittelwertsatzes  wird  als  der  Satz  von  Rolle  be- 
zeichnet.    Er   ergibt  sich,    wenn   f[a)  =  f[h)  =  0  ist.     Dann   folgt   nämlich 

aus  dem  Mittelwertsatz,  daß  f'[x) 
an  einer  Stelle  '§  zwischen  a  und 
b  verschwindet.  Zwischen  zwei 
Nullstellen  der  stetigen 
Funktion  f{x)  liegt  wenig- 
stens eine  Nullstelle  der  Ab- 
leitung /"(a:),  vorausgesetzt,  daß 
diese  zwischen  jenen  beiden  Stellen  überall  existiert. 

Man  kann  den  Rolleschen  Satz  sehr  einfach  mittelst  des  Weierstrass- 
schen  Satzes  aus  §  50  beweisen.  Wenn  f{a)  =  f[h)  =  0  ist,  und  fix)  nicht 
in  dem  ganzen  Intervall  (ff,  b)  verschwindet,  tritt  das  Maximum  oder  das 
Minimum  im  Innern  von  (ff,  b)  ein,  etwa  an  der  Stelle  t.     Dann  haben  aber 

m  -^  h)  -  m  und  f{i  -  h)  -  m  [h  >  o) 

sicher  nicht  verschiedene  Zeichen,  also 

fii±h)_zzm  ^^^  m-h)-m 

h  —  h 

sicher  nicht  dasselbe  Zeichen.    Läßt  man  h  nach  Null  konvergieren,  so  streben 
beide  Quotienten  dem  Grenzwert  f{^)  zu.     Dieser  Grenzwert  muß  gleich  Null 

sein.    Sonst  müßten  fast  alle  Quotientenpaare  ^"^  h  '  h 

das  Zeichen  dieses  Grenzwertes  haben. 
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Aus   dem  Rolle  sehen  Satz   läßt   sich   auch  leicht  der  Mittelwertsatz  er- 
halten.    Man  kann   die  Konstanten  l   und   /<  so  wählen,   daß    die  Funktion 

F{x)^f{x)  +  lx-r^i 

die  Bedingungen  des  Roll  eschen  Satzes  erfüllt.     Man 
braucht  nämlich  nur  die  beiden  Gleichungen 

f[a)-\-Xa  +  ^i=^0, 
f[h]  +  lh  +  ^i  =  0 

zu  erfüllen,  was  durch 


b  —  a 


und   u  = 


af{h)  -  hf[a) 
h  —  a 


Fig.  66. 


geschieht.     Dann  gibt  es  nach  dem  Roll  eschen  Satz  zwischen  a  und  h  eine 

Stelle  I,  so  daß 

F'[^)  =  f'{$)  +  /  =  0 
ist,  d.  h. 

m-f{a]  __.,,,. 
b-a     ~'^'>- 

Geometrisch  bedeutet  der  Mittelwertsatz  folgendes: 

Es  gibt  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  auf  dem  Kurvenbogen  AB 
Fig.  66)  einen  Punkt  P,  wo  die  Tangente  parallel  zur  Sehne  AB  ist. 


In 


§  67.     Folgerungen  aus  dem  Mittelwertsatz. 
56  bemerkten  wir,    daß   eine  Konstante   überall   die  Ableitung  Null 


lat.     Diesen  Satz  können  wir  jetzt  umkehren: 

Wenn  eine  Funktion  in  (a,  b)  überall  die  Ableitung  Null  hat, 
io  ist  sie  in  (a,  h)  konstant. 

Da  die  Funktion  sicher  stetig  ist,  können  wir  den  Mittelwertsatz  an- 
yenden.  Sind  a  und  ß  irgend  zwei  Stellen  in  (a,  6),  so  gibt  es  dazwischen 
sine  Stelle  /.  so  daß 

ß  —  a  '  ^^' 

tiät.     Da  nun  f'[x)  überall  verschwindet,  folgt 

'  /"(«)  =  M. 

l.  h.   je   zwei   Funktionswerte   in   (ci,  b)   sind   gleich.     Die   Funktion    ist   in 
ttj  b)  konstant. 

Wenn  zwei  Funktionen  F{x)  und  G{x)  in  (a,  b)  überall  dieselbe  endliche 
Ableitung  haben,  so  unterscheiden  sie  sich  nur  um  eine  additive  Konstante. 
T{x)  —  G{x)  hat  nämlich  in  (a,  b)  überall  die  Ableitung  Null,  ist  also  kon- 
tant. 
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Eine  Funktion  F{oc),  die  in  (a,  h)  überall  die  Ableitung  f{x)  hat,  nennt 
man  nach  Jakob  BernouUi  ein  Integral*)  von  f[x).  Ist  -FqN  ein  Integral 
von  f[x)^  so  ist  auch  Fq[x) -\-  C  ein  solches  [C  eine  beliebige  Konstante). 
Damit  sind  aber  auch  alle  Integrale  von  f[x)  erschöpft.  Wenn  nämlich  F[x) 
ebenfalls  ein  Integral  von  f\x)  ist,  so  kann  es  sich  von  Fq[x)  nur  um  eine 
additive  Konstante  unterscheiden. 

Wenn  f[x)  in  {a,  h)  stetig  ist  und  zwischen  a  und  h  überall  eine 
positive  Ableitung  hat,  ändern  sich  x  und  f[x)  einstimmig. 

cf  und  ß  (^  0)  seien  zwei  Werte  aus  (a,  &).  Dann  hat  man  nach  dem 
Mittelwertsatz 

f{ß]  -  f{a)  =  (ß  -  a)  f[y).  («  <  /  <  ß) 

Da  nun  ß  —  cc  ^  0  und  f'{y)  ^  0  ist,  so  folgt 

d.  h.  f[x)  wächst  gleichzeitig  mit  x. 

Wenn  f{x)  in  («,  b)  stetig  ist  und  zwischen  a  und  h  überall  eine 
negative  Ableitung  hat,  ändern  sich  x  und  f{x]  gegenstimmig. 

Beweis  wie  soeben. 

§  68.     Beispiele. 

1.  a  und  h  seien  positive  Zahlen.  Es  soll  untersucht  werden,  wie  sich 
die  Funktion**] 


^  =  (      2       ) 

bei  zunehmendem 

X  ändert. 

Um  y'  zu 

berechnen, 

schreibe  man 

a^  4-  b^ 

2        ="• 

Dann  ist 

log^  =  ~log« 

und 

vi 

V 

_       logM        u' 

X2     '^  XU 

Da  nun 

u' 

a"^  log  a-{-h^  log  h 

so  ergibt  sich 

X-  y  ,     «^  +  b"       a""  log  a^  +  Z>^  log  b'^ 

—   =   —  log  i^ 5 — ; 

y  *       2  a-^  +  6* 

a^       ,         2a^  ¥       ,         2¥ 


a^-^b^  ^°«a^  +  öx+ßx_|.öx  log^ 


*)  Leibniz  nennt  das  Integral  Summe. 
**)  Im  Falle  a  =  b  isty  eine  Konstante.    Wir  nehmen  deshalb  an,  daß  a  kleiner 
als  b  ist. 
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oder,  wenn  man 

r-  =  w 

setzt, 

— ^  =  (1  +  «•)  log  (1  -r  lü)  +  (1  —  lü)  log  (1  —  tv) . 

w  liegt  offenbar  zwischen  —  1  und  1. 

Um  zu  ermitteln,  ob  y  positiv  oder  negativ  ist,  müssen  wir  die  Funktion 

f{iv)  =  (1  +  «•)  log  (1  -r  ^v)  +  (1  -  IV)  log  (1  -  tv) 

untersuchen  (—  \<Ciü<'l).     Sie  hat  die  Ableitung 

Diese  Ableitung  ist  positiv,  wenn  iv'^  0  und  negativ,  wenn  ic  <^  0. 
f{iv)  nimmt  also  bei  wachsendem  lu  ab,  solange  iv  <Z  0,  und  sie  nimmt  zu, 
sobald  IC  ^  0  ist. 

Ihr  kleinster  Wert  liegt  demnach  an  der  Stelle  iv  =  0,  und  er  ist  offen- 
bar gleich  Null,  folglich  alle  andern  Werte  positiv.  Da  a:  ^  0  ist  und 
a  und  b  verschieden  sind,  kann  bei  uns  w  nicht  verschwinden. 

Wir  können  daher  sicher  sein,  daß  für  x  ^0 

^>0,  d.h.  ?/>0 

ist. 

Wie  steht  es  mit  der  Ableitung  von  y  an  der  Stelle  x  =  0?  Aus  §  22 
wissen  wir,  daß  y  bei  nach  Null  konvergierendem  x  dem  Grenzwert  Vab  zu- 
strebt. Diesen  Grenzwert  wollen  wir  als  Funktionswert  an  der  Stelle  x  =  0 
festsetzen.     Der  Differenzenquotient  an  dieser  Stelle  lautet  dann 


Nach  dem  Mittelwertsatz  ist  er  gleich  einem  Wert,  den  y'  zwischen  0  und  x 
annimmt. 
Da 

a^ 1  -\-  w 

F  ~  1  —  iv' 

also 

log  :; 

1  —  W 

X  =  - 


1     " 


so  hat  man 
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7/'  =^v  /loe  ^f  (l-^^log(l  +  ^)  +  (l-^^)log(l-^^)  *. 
^         2  -^  \    ^  bj  (log  (1  +  w)  -  log  (1  -  w)y  ' 

„  — ;.  log  (1  —  W2)  _| log  (1  +  2^) log  (1  —  26') 

?/   log 


■^ —  log  {\  -r-  w) 


Im  Falle  lim  x  =  ^  ist  auch  lim  w  =  0  und 

lim  |—  log  (1  +  w}\^  =  lim  |—  —  log  (1  —  w^ 


=  limj-i^log(l-i^2)^_l**). 


Daher  wird 


lim'/'=-g-Va&(log-| 


Das  ist  nach  dem  Obigen  zugleich  die  Ableitung  an  der  Stelle  a?  =  0 . 

Die  betrachtete  Funktion  hat  also  überall  eine  positive  Ableitung.  Sie 
nimmt  deshalb  bei  wachsendem  x  beständig  zu.  Wir  wissen  aus  §  22,  daß 
sie  im  Falle  lim  x  =  —  oo  nach  a ,  im  Falle  lim  x  =  oo  nach  h  konvergiert. 
Da  sie  stetig  ist,  nimmt  sie  jeden  Wert  zwischen  a  und  h  an  und  natürlich 
nur  einmal.  Für  x  =  —  1  liefert  sie  das  harmonische,  für  a:  =  0  das  geo- 
metrische, für  X  =  1  das  arithmetische  Mittel.  W^eil  die  Funktion  gleich- 
zeitig mit  X  wächst,  können  wir  schließen,  daß  das  harmonische  Mittel  kleiner 
ist  als  das  geometrische  und  dieses  wieder  kleiner  als  das  arithmetische. 
Das  wissen  wir  bereits  aus  §  12. 

2.  In  §  49  betrachteten  wir  die  Kepplersche  Gleichung 

X  —  e  sina;  =  M. 

Daß    sie   nur   eine  Wurzel  hat,  können  wir  jetzt  auf  folgende  Weise  zeigen. 
Die  Funktion 

f[x)  =  X  —  e  smx  —  M 
hat  die  Ableitung 

f  [x]  =^  1  —  e  cosx. 

Wenn  wir  wie  in  §  49  annehmen,  daß  e  zwischen  0  und  1  liegt,  so  ist 
diese  Ableitung  überall  positiv.  f(x)  wächst  also  gleichzeitig  mit  x.  Für 
X  =  M  —  1  ist  f{x]  negativ,  für  r  =  Jf  +  1  positiv.  Zwischen  beiden 
Stellen  wird  es  gerade  einmal  gleich  Null. 


*j  Wir  dividieren  Zähler  und  Nenner  durch  tv^. 

**)  Man  erinnere  sich,    daß   im   Falle   lim  A  =  0  lim(l  +  /i)''  =e   ist,     also 

i  —1 

lim  log  {(1  -h  A)  *)  =  lim  {]-  log  (1  +  Ä))  =  log  e  =  1. 
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3.  In  der  theoretischen  Physik  kommt  die  Gleichung 
igx  =  X 
vor.     Die  Ableitung  von  i^x  —  x  lautet 
1 


1  =is}x. 


cos-'a; 


Wenn  x   zwischen   (2/i-— 1)—    und    (2A;+1)       liegt,  ist  also  i^x  —  x 

stetig  und  hat  überall  eine  positive  Ableitung.     Nur  an   der  Stelle  x  =  kjt 

ist  die  Ableitung  gleich  Null,    i^x  —  x  nimmt  also  zwischen  (2/*:  —  1)-^  und 

(2Ä-  +  l)ö  gleichzeitig  mit  x  zu.    Lassen  wir  x  (von  rechts)  nach  [2k  —  1)- 
2  ^ 

konvergieren,  so  wird  limtga:  =  —  oo,  also  auch  lim  (tga: — a:;)  =  — oo, 
lassen  wir  x  (von  links)  nach  {2k  +  1)  -  konvergieren,  so  wird  limtga:;  =  oo, 
also  auch  lim  (tg.r  —  a;)  =  oo  .  Die  Gleichung  tgx  =  x  hat  also  zwischen 
(2/.  —  1)'-  und  (2A-4-1)-  gerade  nur  eine  Wurzel.  Zwischen  zwei  be- 
nachbarten UnStetigkeiten  von  tgr  liegt  immer  eine  und  nur  eine  Wurzel.  Das 
kann  man  übrigens  direkt  aus  der  Bildkurve  von  tgx  ersehen.  Die  Wurzeln 
der  Gleichung  tgx  =  x  sind  nämlich  nichts  anderes  als  die  Abszissen  der 
Punkte,  in  denen  sich  die  Kurve  ij  =  tgx  und  die  Gerade  y  =  x  schneiden. 

4.  Wie  ändert  sich  die  Funktion  y  =^  x''  bei  zunehmendem  x? 

Wir  setzen  x'^  0  voraus  und  schreiben 

log  y  =^  X  log  X . 
Hieraus  ergibt  sich 

^  =  log  .a;  +  1  . 
y'  ist  also  positiv,  sobald  logx  >>  —  1,  d.  h. 

und  negativ,  wenn  * 

ist.     Für  X  =  -  ist  w'  =  0  . 

^  .       .     1 

Lassen  wir  x  (von  rechts)  nach  Null  konvergieren,  so  wird  lim—  =  oo  und 

lim(a:;  loga")  =  —  lim — - —  =  0  *). 


"j  Vgl.  S.  104.    Man  setze  log  — 
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Daher  ist 

lim  ic^  =  1 , 

d.  h.  der  rechtsseitige  Grenzwert  von  oc^  an  der  Stelle  Null  gleich  1 .  Setzen 
wir  ihn  als  Funktionswert  an  dieser  Stelle  fest,  so  können  wir  daselbst  auch 
die  Ableitung  bilden.     Sie  ist  gleich 


lim 


X 

und  nach  dem  Mittelwertsatz  gleich 

lim  ?/', 

also  gleich  —  oo .   Die  Tangente  der  Kurve  y  =  x^  im  Punkte  a:  =  0,  ?/  =  1 
ist  also  die  ?/-Achse. 

Die  Kurve  v  =  x^  fällt  von  a;  =  0  an  bis  zu  a:  =  —  ab.    Bei  weiterem 
^  e 

Wachsen   von   x   steigt   sie  wieder    au. 

5.  Der  Leser  untersuche  den  Verlauf  der  Kurve 


§  69.     Einige  Beispiele  aus  Leibniz'  ersten  Arbeiten. 

1.  Florimond  de  Beaune,  ein  Zeitgenosse  Descartes',  stellte  diesem 
(1639)  eine  Aufgabe,  die  Descartes  vergeblich  zu  lösen  versuchte.  Es 
sollen  die  Kurven  angegeben  werden,  die  eine  konstante  Sub- 
tangente  a  haben.  Leibniz  löst  diese  Aufgabe  in  seiner  schon  mehrfach 
zitierten  Abhandlung  von  1684*). 

Die  Subtangente  einer  Kurve  ist  nach  S.  159  gleich  y  :  y'.     Es  wird  also 

verlangt,  daß 

2/  dx 

^  =  ö^ 
dy 

sein  soll,  d.  h. 

dy  dx 

y   ~  a 

oder 

d\o^y  =  dy^ 

Die  beiden  Funktionen  log  y  und  —  haben  somit  überall  gleiche  Ableitungen. 

Sie  können  sich  folglich  (nach  §  67)  nur  um  eine  additive  Konstante  unter- 
scheiden, und  man  hat  also 


log  2/  =  ^  + 


oder 


*)  Ostwalds  Klassiker,  Nr.  162. 
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X 

Das  ist  die  Leibnizsche  Logarithmica. 

Übrigens  hat  de  Beaune  die  Aufgabe  nicbt  direkt  iu  der  oben  an- 
gegebenen Form  gestellt.  Er  verlangte  vielmehr,  daß  die  Ordinate  sich 
zur  Subtangente  verhält  wie  eine  gegebene  Strecke  zur  Differenz 
der  Ordinate  und  Abszisse,  daß  also 

y  :  ~j —  =  a  :  (x  —  ?/)  oder  {x  —  y)  dy  =  a  dx 

ist.     Diese  Aufgabe  läßt  sich  aber  leicht  auf  die  obige  zurückführen.     Setzt 
ninn  X  —  ?/  =  M ,  also  x  =  y  -^r  U-,  so  ergibt  sich 

u  dy  =  a  [dy  +  du)  oder  [u  —  a]  dy  =  adu , 

und  diese  Gleichung  verwandelt  sich,  wenn  man  die  Bezeichnungen 

u  —  a  =  l),  y  =  i 

einführt,  in 

\)di 

~-^  =  a. 
dt) 

Man  nannte  solche  Aufgaben  wie  die  von  de  Beaune  umgekehrte  Tan- 
gentenaufgaben, weil  aus  einer  Eigenschaft  der  Tangente  die  Kurve  bestimmt 
werden  soll. 

2.  In  einem  Manuskript  vom  11.  November  1675  behandelt  Leibniz  eine 
ähnliche  Aufgabe.  Er  fordert,  daß  die  Subnormale  umgekehrt  pro- 
portional zur  Ordinate  sein  soll.    Die  Subnormale  ist  (vgl.  S.  160j  gleich 


yy'.     Es  wird  also 

verlangt, 

daß 

sein  soll  oder 
d.h. 

ydy        «2 
dx          y 

y^dy  =  a^dx, 
d{^^)  =  d{a^x] 

Daraus  folgt 

a^x  +  c3. 


Diese  Kurve  entsteht  aus 


durch  Translation  in  der  Richtung  der  a;-Achse.    y^  =  Sa'^x  oder  y  =  ySa^x 
nennt  Leibniz  eine  kubische  Parabel. 

Nachdem  Leibniz  seine  Aufgabe  ungefähr  in  der  obigen  Weise  gelöst 
hat,  fährt  er  fort:  „Jetzt  wollen  wir  einmal  sehen,  ob  dieses  wirklich  merk- 
würdige Theorem  wahr  ist.''  .  .  .  „Das  wird  uns  der  Tangentenkalkül  leicht 
zeigen."     Und  nun  verifiziert  er  sein  Resultat  durch  Difierentiation. 
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Er  ist  sich  auch  klar  darüber,  was  ihm  eigentlich  die  Lösung  seiner 
Aufgabe  ermöglicht  hat.  „Der  Kunstgriff  dieser  Analysis"  —  so  sagt  er  — 
„lag  darin,  daß  wir  aus  der  Ordinate  eine  Abszisse  gemacht  haben.  An  dies 
Verfahren  hatte  man  früher  nicht  gedacht",    y'^dy  bleibt  eben  das  Differential 

von  -^y^i  ob  nun  x  oder  y  die  unabhängige  Variable  ist  (vgl.  S.  172).     Diese 

Invarianteneigenschaft  des   Differentials   hatte  Leibniz   also   schon  1675  klar 
erkannt,  und  darin  ist  er  ganz  unabhängig  von  Newton. 

In  demselben  Manuskript  erledigt  Leibniz  noch  folgende  Frage:  Bei 
welchen  Kurven  ist  die  Subnormale  umgekehrt  proportional  zur 
Abszisse?     Jetzt  wird  also  gefordert,  daß 


sein  soll,   d.  h. 


oder 


ydy 
dx 

ydy  - 


a^dx 

X 


d{y^)  =  d{ano^{x^)). 


Daraus  folgt,  daß  sich  ?/2  und  a^  log  (.r^)  nur  um  eine  additive  Konstante 
unterscheiden,  die  wir  mit  —  a^  log  c^  bezeichnen  können.     Dann  wird 


«/2  =  a^  log  j  —  j     und     y  =  a  y  log  j  —  j  • 

Dieses  Resultat  läßt  sich  wieder  durch  Differentiation  verifizieren,  was 
der  Leser  ausführen  möge. 

In  dem  zitierten  Manuskript  wirft  Leibniz  noch  verschiedene  ähnliche 
Fragen  auf,  deren  Beantwortung  ihm  aber  zum  Teil 
nicht  gelingt.  So  verlangt  er  z.  B.,daß  die  Strecke 
ON  (vgl.  Fig.  67),  also  die  Summe  der  Abszisse 
und  der  Subnormale  umgekehrt  proportional 
zur  Ordinate  sein  soll,  d.  h. 


^+   dx    ~ 


er  früher  dafür 


Hierbei  benutzt  übrigens  Leibniz  zum   erstenmal 
das  Symbol  du  für  das  Differential  von  u,  während 
geschrieben  hatte.     Nach  dieser  alten  Schreibweise  würde 


die  obige  Gleichung  so  lauten 


1 


und  das  schien  Leibniz  zu  unelegant.     Deshalb  schreibt  er  lieber 
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xij  +  y- 


dx 


X 

und  macht  die  Anmerkung:    ..Idem  est  dx  et  -^  •••". 

u 
Der  Leser  wird  sich  über  das  Symbol  —z-  für  du  wundern  und  wird  fra- 
gen: Wie  kam  denn  Leibniz  dazu,  das  d  in  den  Nenner  zu  schreiben? 
Dafür  finden  wir  die  Erklärung  in  einem  Manuskript  A^om  29.  Oktober  1675 
an  einer  Stelle,  wo  Leibniz  sich  über  das  Verhältnis  der  Differential-  zur 
Integral-  oder  Summenrechnung  ausspricht.  Dort  heißt 
es:  ,.Si  sit*) 


ß 


ponemus 


1  = 


y^ 


ija 


Fig.  68. 


nempe  ut  J  augebit  ita  d  minuet  dimensiones.    f  autem 

significat  summam,  d  differentiam.''     Leibniz  schreibt 

also  der  Homogeneität  wegen  das  d  in  den  Nenner. 

Nachher   hat   er  darauf  verzichtet,   weil  die  Formeln  bei  dieser  Schreibweise 

zu  umständlich  wurden. 

Der  Leser  behandle  noch  folgende  Aufgaben: 

Bei  welchen  Kurven  ist  die  Subnormale  konstant?  Bei  welchen  Kurven 
ist  der  Abschnitt,  den  die  Normale  auf  der  .r- Achse  bestimmt,  umgekehrt 
proportional  zur  Abszisse? 


§  70.     Parameterdarstellung  einer  Kurve. 

Wir  haben  bisher  die  Kurven  immer  in  der  Weise  analytisch  dargestellt, 
daß  wir  y  (oder  x)  als  Funktion  von  x  (bzw.  y)  ausdrückten.  Hierbei  ist 
eine  der  beiden  Koordinaten  bevorzugt.  Außerdem  haftet  dieser  Darstellung 
der  Übelstand  an,  daß  mau  manchmal  die  Kurve  in  mehrere  Stücke  zerlegen 
muß,  die  von  den  Parallelen  zur  ?/-Achse  oder  zur  a;-Achse  höchstens  in 
einem  Punkte  getroffen  werden.  So  müssen  wir  z.  B.  den  Kreis  in  zwei 
Halbkreise  zerlegen. 

Eine  andere  Art  eine  Kurve  analytisch  auszudrücken  ist  die  Parameter- 
darstellung, wobei  die  Koordinaten  x^  y  als  Funktionen  eines  Parameters  t 
erscheinen : 

x  =  u{t),  y  =  v{t). 

Z.  B.  ist 

a:;  =  cos  ^ ,  ?/  =  sin  ^ 


*)  U  erklärt  Leibniz  in  demselben  Manuskript.  ..Utile  erit  scribi  U  pro  omn.  l, 
id  est  summa  ipsorum  ^."  Die  l  sind  die  Ordinalen  einer  Kurve  in  einem  Intervall. 
Ihre  „Summe"  ist  der  von  ihnen  bedeckte  Flächeninhalt  (in  Fig.  68  schraffiert). 
l  hat  die  Dimension  1,  der  Flächeninhalt  die  Dimension  2. 
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eine  Parameterdarstellung  des  um  den  Anfangspunkt  bescilriebenen  Einheits- 
kreises. Durchläuft  t  das  Intervall  (0,  2rr),  so  beschreibt  der  Punkt  a;,  y 
gerade  einmal  den  Einheitskreis. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  u{t),  v[t)  in  dem  Intervall  (a,  h)  stetige 
Ableitungen z«'(f,  v' it)  besitzen,  die  nirgends  gleichzeitig  verschwinden. 
Wenn  t   das   Intervall   (a,   b)    durchläuft,    so 
beschreibt    der    Punkt    mit    den    Koordinaten 
u\t),  v[t)  die  Kurve  AB  (Fig.  69). 

Auf  Grund  der  gemachten  Voraussetzungen 
läßt  sich  (a,  h)  so  in  eine  endliche  Anzahl 
von  Teilintervallen  zerlegen,  daß  in  jedem  von 
ihnen  wenigstens  eine  der  beiden  Ableitungen 
u'{t)^  v' [t]  ein  konstantes  Zeichen  bewahrt. 
Angenommen,  es  gibt  keine  solche  Zerlegung. 
Teilen  wir  dann  (a,  h)  in  n  gleiche  Teile,  so 
hat  wenigstens  in  einem  ?^-tel  weder  i£ [t 
noch  v'[t)  ein  konstantes  Zeichen.  Nach  §  49 
können  wir  also  sicher  sein,  daß  in  diesem  n-itl  eine  Nullstelle  a,i  von  u'  [t] 
und  eine  Nullstelle  h^  von  r' [t]  liegt.     Da 


Fie. 


\bn-a.] 


so  ist  lim (&,,  —  «„)  =  0.    Nun  sei  a'i,  «2,  a'g,  •-•  eine  konvergente  Teilfolge 
von  «1,  ögjöa,  •••    und   c   ihr  Grenzwert.      Dann   ist   auch   lim  Z>-,  =  c   und 


wegen  der  Stetigkeit  von  u  [t]  und  v' [t]  hat  man 


Da  nun 

ist,  so  folgt 


lim  u'  {a'„)  =  u'  [c] ,  lim  v'  (&,')  =  v'  [c] . 

U'  [Ci;)  =  v'  {bn)  =  0 
u'{c}  =  r'(c)  =  0. 


Dies  widerspricht  aber  den  gemachten  Voraussetzungen. 

Man  kann  also  (a,  b)  so  in  p  Teilintervalle  zerlegen,  daß  in  jedem  Teil- 
intervall ti'{t}  oder  r  [t)  ein  konstantes  Zeichen  hat.  In  jedem  Teilintervall 
läßt  sich  daher  (vgl.  §§  50  und  67)  u{t)  oder  v{t)  umkehren.  Läßt  sich 
u{t)  umkehren,  so  können  wir  t  als  Funktion  von  x,  also  auch  y  als  Funktion 
von  X  betrachten.  Läßt  sich  v{t)  umkehren,  so  können  wir  t  als  Funktion 
von  y,  also  auch  x  als  Funktion  von  y  ansehen.  Das  dem  Teilintervall 
entsprechende  Kurvenstück  ist  also  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 
y  =  f{x)  bzw.  X  =  g{y)  darstellbar.     Im  ersten  Falle  ist 


dy 
dx 

vif) 

ii'{ty 

und 

die 

Gleichung 

der 

Tangente  lautet  (vgl.  S. 

159) 

T- 

y  = 

Vit)  ,.. 

-X). 
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Im  zweiten  Falle  ist 

dx u'  [t] 

d7J-VJ)' 

und  die  Gleichung  der  Tangente  lautet 

In  beiden  Fällen  läßt  sich  die  Gleichung  der  Tangente  so  schreiben: 

{X  —  x)dy  —  [Y—  y)dx  =  0 
oder  in  Determinantenform*) 


X-x,    Y-y 
dx    ,      dy 


=  0, 


Befindet  man  sich  an  einer  Stelle  ^,  wo  zwei  Teilintervalle  zusammen- 
stoßen, so  fallen  die  beiden  Tangenten,  die  diesen  Teilintervallen  entsprechen, 
in  eine  Gerade.  Dies  liegt  daran,  daß  die  rechtsseitige  und  die  linksseitige 
Ableitung  sowohl  bei  u[t]  als  auch  bei  v{t)  übereinstimmen.  Die  Kurve  AB 
hat  also  in  jedem  ihrer  Punkte  eine  Tangente. 

Die  Gleichung  der  Normale  im  Punkte  x  =  u[t)^  y  =^  v{t)  lautet 

{X  —  x)dx+{Y—y)dx  =  0. 
Die  Zykloide  (vgl.  S.  174) 

X  =  a  {1  —  cos^),  y  =  a{t-{-  s,mt) 
erfüllt  nicht  überall  die  Bedingung 

Man  hat  nämlich 


{^hm>- 


dx  .    .   dy  ..    ,  ,, 

^  =  «sm<,^  =  a(l+co.<). 

Diese  Ableitungen  sind  überall  stetig,  aber  sie  verschwinden  beide  an  den 

Stellen 

{k   eine   ganze  Zahl).      Sehen   wir  von   diesen   Stellen   ab,    so   lautet  die 
Gleichung  der  Tangente 

{X  —  x){l  +  coät)  —  {Y—  y)  sin ^  =  0 
oder 

{X  —  x)  cos2  — —  [Y  —  y)  sin --  cos  —  =--  0 . 


*)  Die  Determinanten  sind  auch  eine  Erfindung  von  Leibniz.  Vgl.  meine  „Ein- 
führung in  die  Determinantentheorie"  (Leipzig,  Veit  &  Comp.).  Die  erste  zusammen- 
fassende Darstellung  der  Hauptsätze  über  Determinanten  gab  in  Deutschland  Jacobi 
(vgl.  Ostwalds  Klassiker,  Nr.  77  und  78). 
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Da  cos—  nur  für  t={2k-\-  1)  tt  verschwindet,  dürfen  wir  durch  cos  — 
dividieren  und  erhalten  dann 

{X  —  x)cosj  —  {Y—ij}  sin  -  =  0. 

Um  die  Tangente  für  den  Fall  t  =  (2k-\-  1)  7t  zu  finden,  bemerke  man, 
daß  cos  t  in  (2k7t,  {2k  +  1)  /t)  abnimmt  (von  1  bis  —  1)  und  in  ((2Ä:  +  1)  n, 
(2Ä;  +  2)rr)  zunimmt  (von  — 1  bis  1).  Wir  können  also  beidemal  t  als 
Funktion  von  x  und  daher  auch  y  als  Funktion  von  x  betrachten.  Nach 
dem  Mittelwertsatz  ist  an  der  Stelle  t  ==  {2k-{-  1)  jt: 


Jy 

Jx 

(dy\ 
dxJx 

1  +  cos  r        ^^^  X 

^»jx           smr 

^""2 

T  liegt  zwischen 
Daraus  folgt 

{2k  + 

IJTT  und  2k 7t  bezw. 

Jx 

(2Ä:+2]7r 

Die  Tangente 

5  hat  also  auch  jetzt  noch  die 

Gleichung 

(A^- 

-  x)  cos 

{--{Y-y) 

sin-^=0. 

Diese  reduziert  sich  nämlich  für  ^  =  (2  /.'  -\-l)  rt  auf  Y  —  ?/  =  0 . 


§  71.     Kurven  in  Polarkoordinaten. 

Der  Leser  weiß,  was  Polarkoordinaten  sind.  Man  hat  einen  Anfangs- 
punkt oder  Pol  0,  eine  Achse  Ox  (die  Polarachse)  und  einen  positiven 
-  ^  Drehungssinn  (in  der  Figur  durch  den  Pfeil  angedeutet), 

außerdem  eine  Längeneinheit.  Ist  r  die  Entfernung  des 
Punktes  P  vom  Anfangspunkt  und  (p  der  Winkel,  den 
OP  mit  Ox  bildet*),  so  nennt  man  r,  cp  die  Polar- 
koordinaten des  Punktes  P.  r  heißt  der  Radius- 
vektor,   (p  die  Amplitude.     Dreht  man  die  x-Achse 

um  — -,  so  entsteht  eine  neue  Achse   Oy.     Die  Koordi- 
Fig.  70.  ^  ^ 

naten  von  P  in  beziig  auf  Ox^   Oy  drücken  sich  offen- 
bar in  folgender  Weise  durch  seine  Polarkoordinaten  aus: 


Wenn  nun 
ist,  so  hat  man 


a:  =  r  cos  9) ,     ?/  =  r  sin  (p . 

T  =  f{cp) 

X  =  f{(p)  COS  ^ ,     y  =  f{cp)  sin  (p , 


^)  Man  muß  die  positive  «-Achse  um  cp  drehen,  damit  P  auf  ihr  liegt. 


Diflferentialrechnung. 
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./ ,   y   sind   Funktionen  von   r/i,    d.  b.   wir  haben   eine   Kurve   in  Parameter- 
darstellung,    r  =^  f{(p)  beißt  die  Polargleichung  dieser  Kurve. 

In  einem  gewissen  Intervall  möge  r  eine  stetige  Ableitung  r'=f'{(p) 
haben.  Außerdem  nehmen  wir  an,  daß  darin  r  und  r'  nie  beide  gleich 
Null  sind.     Dann  ist 


dx 
dtp 


,  .  dii         ,   . 

r  cos  ip  —  r  sinf/) ,    -,—  =  r  sm  (p  +  r  cos  tp . 


dx  dii 

j-  und  -^  sind  also  ebenfalls  stetig  und  nie  beide  gleich  Null.    Denn  aus 


würde  folgen 


r  cos  (^  —  r  sin  (^  =  0 , 
r'  sin  fp  -\-  r  cos  rp  =  0 

r  =  r'  =  0 . 


Wir  können  also  schließen,  daß  die  Kurve  r  =  /{(p),  solange  wir  uns 
auf  das  genannte  Intervall  beschränken,  überall  eine  Tangente  hat. 

Welchen  Winkel  bildet  die  Tangente  mit  dem  Radiusvektor? 
Nennen  wir  den  Winkel  QiPPi  (Fig.  71]  H,  so  ist 


tg-Q  = 


P  Qi        {f  +  ■^^)  cosJip  —  r 


{r-\-  Jr)  sin  Jcp 


[r  +  Jr 


sin  ^cp 
Jcp 


Jr 


cosz/(p 


cosJcp 


J  cp 


Daraus  folgt  im  Falle  \\mJ(p  =  0 


lim  tg  -Q  =  —  • 
r 

Sollte  /=  0  sein,  so  operiert  man  mit  coti2  und  findet 

t' 
lim  cotß  =  —  • 


Andrerseits   konvergiert  aber  .Q  nach   dem  Winkel  w,    den  die  Tangente 
mit  dem  Radiusvektor  bildet.     Also  ist 


tgw 


cotw 


Da  r  und  r'  nicht  gleichzeitig  verschwinden, 
liat  wenigstens  einer  der  beiden  Quotienten  einen 
ßinn.  Wenn  an  einer  Stelle  r'  =  0  ist,  steht  dort 
iie  Tangente  auf  dem  Radiusvektor  senkrecht.     Ist  Fig.  71. 

n  einem  ganzen  Intervall  r'=  0,  so  folgt  daraus, 

laß  r  in  diesem  Intervall    einen  konstanten  W^ert  hat,    daß   also  das  zuge- 
lörige  Kurvenstück  ein  Kreisbogen  ist. 

Welche  Kurve  r  =  f{cp)  bildet  mit  ihren  Radienvektoren  einen 
konstanten  Winkel? 


ilewski,  Analysis  des  Unendlichen. 
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Ist 

so  folgt  daraus 
d.  h. 


^  7  J      1        ^^  7  ^ 

—  =  A;,    d.  h.  —  =  lidcp, 


logr  =  logc  +  k(p, 


Diese  Kurve  nennt  man  eine  logarithmische  Spirale.     Im  Falle  A' =  0 
artet  sie  in  einen  Kreis  vom  Radius  c  aus. 

Sonst  aber  hat  sie  die  in  Fig.  72  angedeutete  Gestalt.     Sie  führt,  wenn  wir 
rp  nach  oo  oder  nach  —  oo  konvergieren  lassen,  imendlich  viele  Windungen 
um    den   Anfangspuukt   aus.     In    dem   einen   Falle    ent-  ' 
fernt   sie   sich  dabei  ins  Unendliche,    im  andern  konver- 
giert sie  nach  dem  Anfangspunkt. 

Jakob  Bernoulli  ist  der  erste,  der  die  logarith- 
mische Spirale  —  er  nennt  sie  spira  mirabilis  —  unter- 
sucht hat  (1691/92).  Er  fand  z.  B.,  daß  diese  Spirale 
bei  jeder  Streckung  vom  Anfangspunkt  aus  mit  sich 
kongruent  bleibt.  Nimmt  man  nämlich  eine  solche 
Streckung  vor,  d.  h.  multipliziert  man  alle  Radieuvektoren 
(ohne  die  Amplituden  zu  ändern)  mit  demselben  Faktor  A,  so  entsteht  aus 
der  Kurve 

r  =  ce^v 
die  Kurve 


Fig.  72. 


lce^"p 


oder 


oii<r  +  ^ 


,'■('■+¥) 


In   dieselbe   Gleichung   verwaudelt    sich    aber   r  =  cd-'P,    wenn   wir    alle 

Amplituden  um  -^^  vermehren,  d.  h.  die  Figur  um  — ^  um  den  Anfaugs- 

punkt  drehen.     Jede  Streckung  vom  Anfangspunkt  aus  liefert  uns   also  die- 
selbe Spirale  nur   in   andrer  Lage.     Dies  bleibt  übrigens  auch  richtig,    wenn 
wir  die  Streckung  von  irgend  einem  andern  Funkte 
v?  aus  vornehmen. 

Auf  Jakob  BernouUis  Grabmal  ist  auf  seinen 
Wunsch  eine  logarithmische  Spirale  eingemeißelt 
und  mit  der  Unterschrift  versehen 


„Eadem  mutata  resurgo". 
(Als    dieselbe    erstehe    ich    aus    der    Verwandlung 


0  T 

Fig.  73. 

wieder  auf.) 
Wenn  man  im  Anfangspuukt  0  auf  dem  Radiusvektor  OP  der  Kurve 
r  =  f{(p)  eine  Senkrechte  errichtet,  so  bestimmt  die  Tangente  auf  ihr  eine 
Strecke  OT  und  die  Normale  eine  Strecke  ON.  Man  nennt  OT  die  Polar- 
subtangente und  ON  die  Polarsubnormale.  Kennt  man  eine  von  diesen 
Strecken,  so  läßt  sich  die  Tangente  und  die  Normale  im  Punkte  P  zeichnen. 
Nach  Fig.  73  ist 


Differentialrechnung. 
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OT  =  rtgw  = 


ON  ^=^  rcot( 


Eine  Kurve  mit  konstanter  Polar  subnormale  hat  eine  Gleichung  von  der 
Form 

r  =  a(p  ~\-h. 

Ist  die  Subnormale  gleich  Null,  so  hat  man  einen  Kreis,  andernfalls  eine 
archimedische  Spirale.  Nach  passender  Drehung  der  Polarachse  lautet 
ihre  Gleichung  r  =  a(f.  Die  Tangente  der  archimedischen  Spirale  bildet  mit 
dem  Radiusvektor  einen  Winkel,  der  durch  tgo»  =  r/)  bestimmt  ist.  Mit  zu- 
nehmendem ip  wächst  w  beständig  und  konvergiert  nach  — .  Für  g)  =  0 
ist  10  =  0,  d.  h.  die  Spirale  berührt  die  Polarachse. 

Verlangt  man,  daß  die  Polarsubtangente  konstant  ist,  so  ergibt  sich  eine 
Kurve,  deren  Gleichung  die  Form 

rcp  =  c 

hat,  wenn  man  die  Polarachse  geeignet  wählt. 
Man  nennt  sie  eine  hyperbolische  Spirale. 

Wir  wollen  hier  noch  die  Polargleichun- 
gen der  Kegelschnitte  ableiten. 

Die  Ellipse  definieren  wir  als  den  geo- 
metrischen   Ort    aller  Punkte,    die   von  zwei 

festen  Punkten  (den  Brennpunkten)  eine  konstante  Entfernungssumme  2a 
haben.  Der  Abstand  der  beiden  Brennpunkte  (er  muß  kleiner  als  2  a  sein) 
sei  gleich  2a£  (0  <<  £  <<  1).     In  Fig.  74  ist  nun 

^^2  =  1-2  _|_  4ff2£2  _j_  ^rae  cos  cp. 

Liegt  P  auf  der  Ellipse,  so  ist  i\-\-  r  =  2a^  also 
ri2  =:  ;-2  —  4a r  +  4a2. 


Fig.  74. 


Man  hat  folglich 


d.h. 


r(l  -\-  £  cos  (f)  r=  a(l  —  £2), 

1  -|-  £  cos  (p 


Dabei  ist  jj  =  a(l  —  £2).     Wenn  rp  das  Intervall  (0,  2  7r)  durchläuft,    wird 
die  Ellipse  gerade  einmal  beschrieben. 

Schreibt  man  die  Gleichung  in  der  Form 


p  —  £X  =  £\^^  —  xy 


wobei  X  =  FQj   so    sieht  man,    daß  PF  sich  zu  PR  =  QD  verhält  wie 
€  zu  1.     Dabei  ist  FD  =  —  •     Die  Punkte  der  Ellipse  haben  also  ein  kon- 

£ 

stantes  Ab  Stands  Verhältnis  von  F  und  der  Geraden  DR,  die  man  die  zu  F 
gehörige   Leitlinie   nennt.     Daraus    ergibt   sich  sofort,    daß   die  Strecke  FD 
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durch  die  Ellipse  harmonisch  geteilt  wird.    Berechnet  man  die  Polarsubtangente, 
so  findet  man 

l!  _      P      _  Z^ 
/  ■ 


FT. 


ff 


'P 


Die  Tangente  und  das  auf  dem  Radiusvektor  in  F  errichtete  Lot  treffen 
sich  also  in  einem  Punkte  der  Leitlinie  D  R. 
Die  Hyperbel  ist  der  geometrische  Ort 
aller  Punkte,  die  von  zwei  festen  Punkten 
(den  Brennpunkten)  eine  konstante  Ent- 
fernungsdifferenz 2  a  haben.  Der  Abstand 
der  beiden  Brennpunkte,  den  wir  mit  2ae 
bezeichnen,  muß  hier  größer  als  2a  sein 
Fig.  75.  (fi  >  1).     Diesmal    lassen    wir    die   positive 

Richtung   der  Polarachse   von   einem  Brenn- 
punkt nach  dem  andern  weisen.     Aus  Fig.  75  ergibt  sich  dann 

Ti^  =  r2  -|-  4a2£2  _  4,rae  cos  (f. 
Andrerseits  ist  aber  7\  =  ?'  -\-  2  a 


Also  folgt 


+  4a2  +  4ra. 


a(£^ 


P 
1  +  «  cos  (f 


Dabei  ist  p  =  a[e^  —  1).     Die  gefundene  Gleichung  bezieht  sich  nur  auf  j 
die  Hyperbelpunkte,  die  näher  an  F  als  an  F^  liegen.     Für   die  andern  ist 


also 


Ti  =  r  —  2a     und 


r2  4-  4a2  _  4ra, 


P 


1  -\-  e  cos  cp 


Wenn  wir  auch  negative  Werte  von  r  zulassen  und  unter  dem  Punkt  mit 

den  Koordinaten  —  r,  cp  -\~  ti  den  Punkt  r,  cp  verstehen*)  (vgl.  Fig.  76),  dann 

können  wir  die  ganze  Hyperbel  durch  eine  einzige  Polargleichung  darstellen. 

Die  letzte  Gleichung  läßt  sich  nämlich  so  schreiben: 


Fig.  76. 


1  -f-  e  cos  (<p  +  7t) 
Solange  rp  zwischen 
1 


(-i) 


und  a  =  arc  cos 


liegt,    ist   r  positiv.     Diesem    Intervall    entspricht    der    eine    Hyperbelzweig. 
Der  andre  gehört  zu  dem  Intervall  (a,   2/c  —  a).     Da  ist  r  negativ.    Kon- 

*)  Die  Polarkoordinaten  sind  jetzt  so  definiert:  Man  drehe  die  Folarachse  um 
cp,  so  daß  sie  durch  P  hindurchgeht.  P  braucht  dabei  nicht  auf  der  positiven 
Hälfte  der  Achse  zu  liegen.  Ist  r  die  Abszisse  von  P  auf  der  gedrehten  Achse, 
so  sind  r,  (p  die  Polarkoordinaten  von  P. 


Differentialrechnung.  197 

vergiert   ip    einseitig    nach    a    oder    nach    —  a,    so   wird  lim   r  =  oo   oder 
lim  r  =  —  oo. 

Schreibt  man  die  Polargleichung  der  Hyperbel  in  der  Form 


(f-4 


so  sieht  man,  daß  PF  sich  zu  PR  =  QD  verhält  wie  £  zu  1.  Dabei  ist 
FD  =  ^^.     Die  Punkte  der  Hvperbel  haben  also  ein  konstantes  Abstands- 

£ 

Verhältnis  von  F  und  der  Geraden  Di?,  die  man  die  zu  F  gehörige  Leit- 
linie nennt.  Daraus  folgt,  daß  die  Strecke  FD  von  der  Hyperbel  harmonisch 
geteilt  wird. 

Hält  man  p  =  a{ß^  —  1)  fest  und  läßt  a  nach  oo  konvergieren,  so  kon- 
vergiert £  nach  1,  und  r  konvergiert  nach  p  :  [1  -\-  cos  tp). 
Man  erhält  also  die  Kurve 


1  -|-  cos  cp 

Dieselbe  Kurve  ergibt  sich,  wenn  man  bei  der  Ellipse 
p  =  a{l  —  £2)  festhält  und  a  nach  oo  konvergieren  läßt. 
Sie  ist  die  Parabel  und  hat  die  Eigenschaft,  daß  ihre 
Punkte  gleichen  Abstand  von  F  und  von  der  Leitlinie  DR 
haben,  Fig.  77. 

Auch  bei   der  Hyperbel  und  der  Parabel  trifft  sich  die 
Tangente  mit   der   auf  FP  in  F  errichteten   Senkrechten    in   einem  Punkte 
der  Leitlinie. 

Die  Strecke,  die  auf  der  Tangente  durch  die  Leitlinie  und  den  Berührungs- 
punkt begrenzt  wird,  erscheint  also  vom  Brennpunkt  aus  unter  rechtem  Winkel. 


§  72.     Zissoide,  Konchoide  und  Quadratrix. 

Der  geniale  russische  Mathematiker  Tschebyscheff  hat  einmal  die  Be- 
merkung gemacht,  daß  früher  Götter  den  Menschen  Probleme  stellten,  später 
Halbgötter  und  große  Männer,  während  heute  die  bittre  Not  uns  Aufgaben 
vorlegt. 

Zu  jenen  von  den  Göttern  gestellten  Problemen  gehört  die  Verdoppelung 
des  Würfels,  die  Dreiteilung  eines  beliebigen  Winkels  und  die  Quadratur 
des  Kreises. 

Die  altgriechischen  Mathematiker  haben  zur  Lösung  dieser  Probleme  ver- 
schiedene Kurven  benutzt,  von  denen  wir  einige  hier  besprechen  wollen. 
Die  Zissoide  des  Diokles  (150  v.  Chr.)  entsteht  auf  folgende  Weise.  Man 
hat  einen  Kreis  vom  Durchmesser  1  und  auf  ihm  einen  Punkt  0.  Im  dia- 
jmetral  gegenüberliegenden  Punkte  A  wird  die  Tangente  konstruiert.  Nun 
ziehe  man  durch  0  eine  Gerade,  die  den  Kreis  in  Ä',  die  Tangente  in  T 
trifft.     Macht  man   OP  gleich  KT,  so  ist  P  ein  Punkt  der  Zissoide. 
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also 


Es  ist  leicht,  die  Polargleichung  der  Zissoide  zu  finden.    Nach  Fig.  78  ist 

1 

cos  (p 


OT 


OK 


KT 


—  cos,  cp. 


C03  Cp 

Demnach  lautet  die  Polargleichung  der  Zissoide 

sin  2  rp 

r  = -• 

cos  (p 

Um  die  Gleichung  in  rechtwinkligen  Koordinaten  zu  erhalten,  schreibe  man 


und  setze  r  cos  </)  =  a^,  r  sin  (p  =  y.     Dann  ergibt  sich 


[x^  +  y^  X  =  ?/2     oder     x^  =  (1  —  x)y'^. 
Sehneidet   man   die   Zissoide   mit   der   Geraden 

3_ 

=  x]/2,  so  erfüllt  der  Schnittpunkt  die  Gleichung 


y 


2fl 


Diese  Gleichung  stellt  eine  Gerade  durch  Ä  dar, 
die    auf   der    ?/- Achse    die   Sti-ecke   OB  ^=  2    ab- 

schneidet.  Um  ]/ 2  zu  konstruieren,  zieht  man  AB 
und  sucht  den  Schnittpunkt  Z  mit  der  Zissoide  auf. 
Die  Gerade  OZ  bestimmt  auf  J.T  eine  Strecke  Ä  C, 

3 

die   gleich   y2    ist.     So   liefert    also    die    Zissoide 
die  Kante   des  Würfels   vom  Volumen  2,  d.  h.  sie 
Fig.  78.  löst  das  Problem  der  Würfelverdoppelung,  das  so- 

genannte delische  Problem. 

Der  Leser  entwickele  eine  Tangentenkonstruk- 
tion für  die  Zissoide,  indem  er  die  Polarsubnormale 
berechnet. 

Wenn  man  alle  Ptadienvektoren  einer  Kurve  um 
dasselbe  Stück  vergrößert  oder  verkleinert,  so  ent- 
steht eine  Konchoide  der  Kurve.  Ist  r  =  f[<p) 
die  Polargleichung  der  gegebenen  Kurve,  so  drückt 
sich  jede  Konchoide  von  ihr  durch  eine  Gleichung 
von  der  Form 
Fig.  79.  r  =  f{<p]  +  a 

aus,  wo  a  eine  positive  oder  negative  Zahl  ist.  Da 
r' =  f  (fp)  von  a  unabhängig  ist,  so  haben  alle  Konchoiden  einer  Kurve  in 
entsprechenden  Punkten  dieselbe  Polarsubnormale  (vgl.  Fig.  79).  Kann  man 
also  bei  einer  von  den  Kurven  r  =  f[cp) -{- a  die  Normale  konstruieren,  so 
kann  man  es  bei  allen. 


Differentialrechnung. 


199 


Die    Konchoiden    einer    Geraden    oder 
;i50  V.  Chr.)  haben  die  Polargleichung 


r  = 


die    nikomedi sehen    Konchoiden 


a, 


COSf/) 

Sie  haben  in    entsprechenden  Punkten   dieselbe  Polarsubnormale  wie   die 
Gerade 

__      1 
cos^ 

stellt    man    die    Gleichung    einer    solchen    Konchoide    in    rechtwinkligen 
Koordinaten  auf,  so  ergibt  sich 


und  schließlich 


X  —  1  =  a  cos  r/) ,     r[x  —  1)  = 

[x'^ -^r  iß)[x  —  1)2  =  «2^2. 


Wenn   man   das  Wurzelzeichen   beseitigt,    so   treten,   wie  man  sieht,    die 
zu  a  und  —  a  gehörigen  Konchoiden   zu   einer   algebraischen  Kurve  vierter 
Ordnung  zusammen.  Diese  nikomedischen  Konchoiden  lösen 
nun  das  Problem  der  Dreiteilung  eines  beliebigen  Winkels. 

a  sei  größer  als  1,  und  man  suche  auf  der  Geraden 
r  =  1  :  cos  (p  einen  Punkt  /f,  der  vom  Anfangspunkt  0 
den  Abstand  a  hat.  Darauf  Ibeschreibe  man  um  K  einen 
Kreis  mit  dem  Radius  a  und  bringe  ihn  mit  der  Konchoide 

r  = a  zum  Schnitt.     So   entsteht  Fig.  80.     Man 

cos  (/) 

sieht  aus  ihr,    daß  ^  PQK  gerade   der  dritte  Teil  von 
^  KOY  ist.     Durch  passende  Wahl  von  a  kann   man 

aber  diesem  Winkel  jeden  Wert  zwischen  0  und  -~-  ver- 
scluiffen. 

Der  Leser  untersuche  die  Konchoiden  eines  Kreises 
in  bezug  auf  einen  seiner  Punkte.  Man  nennt  diese  Kur- 
ven Schnecken.  Da  die  Polargleichung  eines  Kreises 
vonL  Durchmesser  1 

r  =  cos  (p 
lautet,  so  hat  eine  Schnecke  die  Polargleichung 
r  =  cos  rp  +  a. 

Wir  wollen  zuletzt  noch  eine  Kurve  erwähnen,  die  die  Alten  zur  Quadratur 
des  Kreises  benutzten,  und  die  deshalb  die  Quadratrix  heißt.  Ihre  Polar- 
gleichung lautet 

sin  cp 
Für  r/)  =  —  wird  r  = Hat  man  also  einen  Apparat,  mit  dessen  Hilfe 

mau   die  Quadratrix   zeichnen  kann,    so  läßt  sich  aus  der  Figur  die  Zahl  7t 
entnehmen,  die  man  für  die  Rektifikation  und  Quadratur  des  Kreises  braucht. 


200  Zweites  Kapitel. 

Der  Leser  versuche,  sich  ein  Bild  von  der  Quadratiix  zu  machen,  und  ent- 
wickele für  sie  eine  Tangentenkonstruktion. 

Wir  bemerken  hier  noch,  daß  es  noch  eine  andre  Formulierung  der  oben 
behandelten  Probleme  (Würfelverdoppelung,  Winkeldreiteilung,  Quadratur  des 
Kreises)  gibt,  bei  der  eine  Bedingung  hinzutritt.  Diese  Bedingung  lautet: 
Die  Lösung  soll  unter  alleiniger  Benutzung  des  Zirkels  und  des  Lineals  er- 
ledigt werden,  und  zwar  sollen  diese  Instrumente  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Malen  benutzt  werden.  Man  hat  bewiesen,  daß  die  Probleme  auf  diesem 
Wege  unlösbar  sind.  Nur  die  Dreiteilung  eines  Winkels  gelingt  bekanntlich 
in  gewissen  Spezialfällen. 

§  73.     Kurven  mit  übereinstimmenden  Polarsubtangenten.    Inversion. 

Wann  haben  zwei  Kurven 

r  =  f['f),     n^f.Up) 
in  entsprechenden  Punkten  dieselbe  Polarsubtangente? 

Die  entsprechende  Frage  für  die  Polarsubnormalen  ist  dahin  zu  beant- 
worten, daß  die  Kurven  Konchoiden  voneinander  sein  müssen. 

Sollen  die  Polarsubtangenten  übereinstimmen,  so  muß 


sein.  d.  h. 

rf(i-l)=0, 
'  i\        r  I 

also 

1   _   1     ,     1 

Ti  ^~  r  ~^  p 


[p  konstant) 


oder 


Nimmt  man  z.  B.  die  Gerade 


1e 

_     rp 
r+p 

c 

coacp  ' 

p 

so  wird 


P 
1  -^  —  cos  fß 

c  ^ 

Man  sieht  hier  auf  einem  neuen  Wege,  daß  die  Leitlinie  und  der  Kegel- 
schnitt dieselbe  Polarsubtangente  in  bezug  auf  den  Brennpunkt  haben  (vgl. 
S.  196f.). 

Der  Leser  möge  folgende  Aufgabe  behandeln: 

In  welcher  Beziehung  stehen  die  Polarsubnormalen  und  Polar- 
subtangenten der  beiden  Kurven 


A.),»-  =  ^-^? 
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Jede  Kurve  geht   aus   der   andern  dadurch  hervor,  daß  man  die  Radien- 
vektoren umkehrt  und  die  Amplituden  ungeändert  läßt  (Inversion).     Aus  der 

Geraden  r  = entsteht  durch  Inversion  der  Kreis  ;*  =  cos  (o .    Aus  dem 

Kegelschnitt     ^^s^ 


entsteht  die  Kurve 


1  +  fi  cos  rp 


1             € 
j cos  CD  , 


g 

also  eine  Konchoide   des  Kreises  /•  =  —  cos  w  ,  d.  h.  eine  Schnecke. 
1  P         ^ 

xtj  =  —   ist  die  Gleichung   einer  gleichseitigen  Hyperbel    (in   bezug  auf 

ihre  Asymptoten). 

In  Polarkoordinaten  lautet  sie 

^2  sin  2  r/)  =  1 
und  geht  durch  Inversion  über  in 

r2  =  sin  2  cp  . 

Das  ist  die  Lemniskate,  eine  Kurve,  die  zuerst  Jakob  Bernoulli  studiert  hat. 

Auch  diese  Kurve  kam  auf  den  Grab- 
stein eines  Mathematikers,  nämlich  des  ita- 
lienischen Grafen  Fagnauo,  der  wichtige 
Resultate  über  Lemniskatenbögen  fand. 

Man  kann  die  Lemniskate  noch  auf  eine 
andre  Weise  aus  einer  gleichseitigen  Hyper- 
bel  gewinnen.     Die   Tangente   der  Hyperbel 

:r//  :=  —  im  Punkte  x^  y  lautet 

X7j+Yx=l 
die  Normale 

Xx—  Yy  =  x^—  y^. 

Die  Parallele  zur  Normale  durch  den  An- 
fangspunkt  0  hat  die  Gleichung 

Xx—  Yy  =  0. 

Sie  schneidet  die  Tangente  in  einem  Punkte  M^  dessen  Koordinaten  sich 
aus  den  Gleichungen 

Xy  -i-Yx  =  l, 
Xx  —Yy  =  0 

bestimmen  und  daher  folgende  Werte  haben: 

X  =  —^-     Y=       ^      • 
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Diesen  Punkt  M  können  wir  auch  bezeichnen  als  den  Fußpunkt  des  von 
0  auf  die  Tangente  gefällten  Lotes.  Den  geometrischen  Ort  der  Punkte  M 
nennt  man  die  Fußpunktkurve  der  Hyperbel  in  bezug  auf  0. 

Bezeichnen  wir  mit  B,  Ü)  die  Polarkoordinaten  des  Punktes  31,  so  ist 


und 

cos<7^  =  ^  =  By, 

.    ^         Y       ^ 
sm  G>  =  —  =  Jix , 

mithin 

sin  (D  cos  0  =  R^xij  =  -— 

oder 

i?2=  sin2©. 

li  sei  die  Entfernung  des  Lemniskatenpunktes  B  cos  ®,  B  sin  ®  von  einem 
Punkte  c,  c  der  Hyperbelachse,  I2  die  Entfernung  desselben  Punktes  von 
—  c,  —  c.     Dann  hat  man 

Z^2=  (jBcos®  — c)2+(i2sin®  —  c)2=  i22_|_  2c2—  2 ci?  (cos ö>  +  sin®) 

und 

UJ=  i?2^2c2-^2ci2  (cos  Ö> -^  sin <Z>) , 
also 

/j2^22=  (222_|_  2c2j2_  4c2i^2(coS</J  +  sin  (0)2 

=  (JS2—  2  c2)2_  4c^i22  (1  +  sin  2  </>) 

=  i^4„4c2i^2sin2  0  4-4ci=  (1  —  4c2)  sin2  2  © -r  4c^. 

Im  Falle   c2=  — -    wird    dieses    Produkt    gleich  — -•     Die  Punkte   der 
4  4 

Lemniskate   haben   also   ein   konstantes  Entfernungsprodukt*)  von 

zwei  festen  Punkten,  die  man  die  Brennpunkte  der  Lemniskate  nennt. 

Läßt  man  die  Lemniskate  durch  Inversion  aus  der  Hyperbel  xy  =  -^  her- 

vorgehen,  so  entstehen  aus  den  Brennpunkten  der  Hyperbel  die  Brennpunkte 
der  Lemniskate. 

Wir  wollen  hier  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen  über  Fußpunkt- 
kurven machen. 

Die  Tangente  der  Kurve  x  =  u{t),  y  =  vit)  lautet,  wie  wir  wissen, 

i^X-  x]dy  -  [Y  -  y)dx  =  0, 
die  Normale 

iX  —  x)  dx -{-{¥—  ?/)  dy  =  0 

*)  Der  Ort  aller  Punkte  mit  einem  konstanten  Entfernungsquotienteu  von 
zwei  festen  Punkten  ist  ein  Kreis. 
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niul  die  Parallele  zu  ihr  durch  den  Anfangspunkt   0 

Xdx-r  Tdy  ==  0. 

Der  Fußpunkt  M  des  von  0  auf  die  Tangente  gefällten  Lotes  erfüllt  die 
Gleichungen 

J^dy  —  Ydx  =  xdy  —  ydx 
Xdx  +  Ydy  =  0 . 


X  = 
Y  = 


Seine  Koordinaten  sind  also  folgende: 

[xdy  —  ydx)  dy 
dx^+diß       ' 
{xdy  —  ydx)  dx 
Jx2  +  dy'^ 

Ist  die  Kurve  in  Polarkoordinaten  dargestellt,  so  hat  man  x  =  r  cos  rp , 
//  =r  r  sin  ff .     Daraus  folgt 

dx  ^-r^  dr  •  cos  rp  —  r  sin  (pdcp  ^ 
dy  =  d?'  ■  sin  rp  ^  r  cos  (p  drp , 


und 


xdy  —  ydx  =^  r'^drp  ,  dx^-\-  dy^- 
Man  hat  demnach 


dr'^-\-  r'^drp^ 


i9   sei  der  Winkel,  den  die  Normale  mit  dem  Radiusvektor  bildet.     Dann  ist 
(vgl.  S.  193)  tg^=  r':r  und 


y^2. 


=  cosi9-, 


yr2  + 


=  sin  5*- . 


l>io   obigen   Gleichungen    nehmen   jetzt   folgende 
Form  an: 

A'  =  r  cos  S-  cos  [rp  —  S-)^   F  =  r  cos  ,9-  sin  [rp  —  3-)^ 

oder,  wenn  man  mit  i?,  O  die  Polarkoordinaten 
von  M  bezeichnet: 


Fig.  82. 


E  =  rcosih,    fD  =  rp  —  -O-. 

Bei  der  logarithmischen  Spirale  r  =  ce^^'P  ist  i^-  konstant  (vgl.  S.  194). 
Die  Formeln  für  B,  und  (Z>  zeigen,  daß  die  Fußpimktkurve  aus  ihr  durch 
eine  Streckung  und  Drehung  hervorgeht.  Die  Fußpunktkurve  einer  logarithmi- 
schen Spirale  ist  also  die  Spirale  selbst,  nur  in  einer  andern  Lage.  Auch 
in  dieser  Beziehung  kann  sie  von  sich  sagen:  Eadem  mutata  resurgo. 

Aus  den  Formeln  für  R  und  CD  läßt  sich  ein  wichtiger  Schluß  ziehen. 
Sie  liefern 


dB 


r  sin  3  d -9^  -\r  cos  d-dr,  dO  -^drp—dd-. 
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Nun  ist  aber  tgd^  =  dr  :7'd(f  ,  also  cos^  di^  =  7' s'm^  dfp  und 
dR  =  r  sind-  {dcp  —  dO) , 
dB 


so  daß 


wird,  also 


dW 

dB 
Bd0 


=  rsin^' 


=  tg,9-. 


Die  Normale  der  Fußpunktkurve  in  M  bildet  hiernach  mit  dem  Radius- 
vektor OM  denselben  Winkel  wie  die  Normale  der  Kurve  in  P  mit  dem 
Radiusvektor  OP.  Daraus  folgt,  daß  die  Normale  der  Fußpunktkurve  durch 
den  Mittelpunkt  von  OP  hindurchgeht.  Man  erhält  die  Normale  der  Fuß- 
punktkurve, indem  man  OP  halbiert  und  den  Halbierungspunkt  mit  M  ver- 
bindet. 

Der  Leser  benutze  dies,  um  die  Tangente  der  Lemniskate  zu  konstruieren. 
Er  könnte  sich,  um  diese  Tangente  zu  finden,  auch  darauf  stützen,  daß  die 
Lemniskate  durch  Inversion  aus  einer  gleichseitigen  Hyperbel  entsteht. 


§  74.     Epizykloiden  und  Hypozykloiden. 

Auf  einem  festen  Kreis  Äq  rollt  ein  andrer  Kreis  ^  ohne  zu  gleiten. 
Man  faßt  einen  bestimmten  Punkt  P  auf  der  Peripherie  von  ^  ins  Auge. 
Er  beschreibt  bei  der  Rollbewegung  eine  Kurve,  die  man  eine  Epizykloide 
oder  eine  Hypozykloide  nennt.  Wenn  Ä  und  Ä^  beide  auf  derselben  Seite 
ihrer  gemeinsamen  Tangente  liegen,  so  wollen  wir  von  einer  Hypozykloide 
reden,  von  einer  Epizykloide  dagegen,  wenn  sie  sich  beide  auf  verschiedenen 
Seiten  der  gemeinsamen  Tangente  befinden. 

Bei  der  Rollbewegung  gibt  es  Augenblicke,  wo  der  Punkt  P  auf  ^'o  Hegt. 
In  einem  solchen  Augenblicke  wollen  wir  mit  der  Betrachtung  der  Bewegung 


Fi-.  83. 


anfangen.  Die  Gerade  31^  Pq  ,  die  den  Mittelpunkt  des  festen  Kreises  mit 
der  Anfangslage  von  P  verbindet,  machen  wir  zur  x- Achse.  Der  Berührungs- 
punkt B  der  beiden  Kreise  bewegt  sich  auf  ^^,|  in  einer  bestimmten  Richtung, 
die  wir   als    die  positive  festsetzen.     Die  positive  //-Achse  lassen  wir  durch 

TV 

eine  Drehung  um  -—  aus  der  positiven  a;- Achse  hervorgehen,  üq  sei  der 
Radius  des  festen,  a  der  des  rollenden  Kreises. 
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Wenn  B  auf  ^^  den  Bogen  co  beschrieben  hat,  hat  er  auch  auf  ^  den 
Bogen  CO  beschrieben:  denn  das  Rollen  soll  ohne  Gleiten  vor  sich  gehen. 
MF  (vgl.  Fig.  83)  dreht  sich  gegen  MB  im  positiven  oder  im  negativen 
Siniie,  je  nachdem  eine  Epizykloide   oder  eine  Hypozykloide  vorliegt.     M^^B 

bildet  mit  der  positiven  a:-Achse  den  Winkel  — ,  MB  im  Falle  der  Hypo- 

zykloide  denselben  Winkel,  im  Falle  der  Epizykloide  aber  den  Winkel  tt  -j 

Denn    die    Richtungen   von   Mq   nach   B  und   von  M  nach  B  sind   bei    der 
Epizykloide  entgegengesetzt.    MP  ist  gegen  MB  gedreht  bei  der  Epizykloide 

um  — ,  bei  der  Hypozykloide  um '—■     MP  ist  also   gegen  die  positive 

,r- Achse  gedreht 

bei  der  Epizykloide      um  7t -\ ] , 

CIq  tt 

bei  der  Hj^pozykloide  um • 

CCq  Cl 

Die  Koordinaten  von  M  sind 

bei  der  Epizykloide      («o  +  «)  cos  — ,     («o  +  «)  sin  — , 
bei  der  Hypozykloide  («o  —  «)  cos  — ,     («o  —  '^')  sin  —  • 

Für  die  Koordinaten  x,  y  des  Punktes  P  gelten  also  bei  der  Epizykloide 
die  Formeln: 

CO  1  CO       ^      CO  \  I  CO  CO  \ 

X  —  («0  +  «  cos  —  =  a  cos  I  TT  n ==  —  «  cos 1 , 

,      .      CO  .      I  CO       ,      CO  \  .      (CO  CO  \ 

'/  —  «n  +  «   sm  —  =  a  sin   TT  H =  —  «  sm , 

bei  der  Hypozykloide  dagegen  die  Formeln: 

CO  I  CO  CO  \ 

X  —  («0  —  ö  cos  —  =  «  cos , 

^   "  «0  \«o  «  / 

?/  -  («0  -  a)  sm  ~  =  a  sm  —  —  —   • 

Wenn  wir  vereinbaren,  im  Falle  der  Hypozykloide  den  Radius  des  rollenden 
Kreises  negativ  zu  rechnen,  so  haben  wir  beidemal  die  Formeln: 


X  =  («0  +  a)  cos  — 

«0 

CO            CO 

—  acos 

y  =  («0  +  «)  sin  — 

«0 

.      /  (L»              CO 

—  a  sm 

206  Zweites  Kapitel. 

Setzen  wir  w  =  a(^at  und  «q  +  ^  =  ^j  so  nehmen  sie  folgende  Gestalt  an: 

X  =^  b cos  at  —  a cos  b  t, 
y  =  b  sin  at  —  a  sin  bt. 

Wenn  ö  =  0  ist,  also  der  Kreis  ^  mit  dem  Kreis  ^o  zusammenfällt, 
kann  kein  Rollen  stattfinden.  Die  obigen  Gleichungen  liefern  für  diesen 
Fall  X  =  —  a  =  ÜQ ,  1/  ==  0.  Sie  sagen  uns,  daß  der  Punkt  P  in  Ruhe 
bleibt.     Dasselbe  geschieht,  wenn  a  =  0  oder  Oq  =^  0  (d.  h.  a  =  b)  ist. 

Wir  werden  fortan  auch  die  Hypozykloiden  als  Epizykloiden  (mit  negativem  a) 
bezeichnen,  nm  uns  bequemer  ausdrücken  zu  können. 

Der  erste,  der  eine  Epizykloide  betrachtet  hat,  ist  Albrecht  Dürer 
(1471  — 1528).  Er  gab  1525  zur  geometrischen  Belehrung  der  Maler  eine 
Schrift  heraus  mit  dem  Titel: 

„ünderweysung  der  messung  mit  dem  zirckel  und  richtscheyt  in  Linien 
ebnen  vnud  gantzen  corporen  durch  Albrecht  Dürer  zusamen  getzogen  vnd 
zu  nutz  allen  kunstliebhabenden  mit  zugehörigen  Figuren  in  truck  gebracht." 

In  dieser  Schrift  kommt  neben  andern  krummen  Linien  auch  eine  Epi- 
zykloide vor. 

Der  französische  Geometer  Desargues  (1593  —  1662)  erkannte,  daß  die 
Zähne  ineinandergreifender  Zahnräder  epizykloidisch  geformt  sein  müssen, 
wenn  man  eine  möglichst  kleine  Reibung  haben  will.  Deshalb  sind  die 
Epizykloiden  in  der  Technik  von  Wichtigkeit. 

Die  Normale  der  Epizykloide  im  Punkte  x,  y  lautet: 

[X  —  x)  dx  -\-  [Y  —  y)  dy  =  0 . 
Nun  hat  man  aber 


und  aus 
folgt 


dx  =  —  ab  (sin  at  —  sin  bt)  dt 
dy  =       ab{Q,osat  —  coBbt)  dtj 


a;2  +  ?/2  =  «2  _,-_  ^2  _  2ab  cos  (ff  —  b)  t 

xdx  +  ydy  =  ab  [a  —  b)  sin  («  —  b)  t  ■  dt. 
Die  Gleichung  der  Normale  wird  hiernach 

—  X (sin  at  —  sin  bt)  -}-  Y (cos  at  —  cos  bt)  =  {a  —  b)  sin  [a  —  b)t 

oder,  da 

.       ,        .    ;,       o   •    ^«-^^^        {a  +  b)t 
sin  at  —  sm  bt  =  2  sin cos  -^ —  - — — , 

^   .    [a  —  b)t    .    [a  +  b)  t 
cos  at  —  cosbt  :=  —  2  sm  - — ^ — '—  sm ^ — ~ — —^ 

7w       o   •    («--^)^        [a-b)t 
sin  [a  —  b)t  =  2  sm  -^^ — - — —  cos  -^ — - — — 


ist, 


(a  +  6)  i^   ,   „  .    (ff  +  ö)  ^    ,    ,         , ,        {a  —  b)t      ^ 
^    T        +  ^  sm  ^      ,    '    +{a-b)  cos  ^      ^    '    =  0 . 
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ÜQ  cos 


cu  cos  a  t. 


ÜQ  sin  —  =  c/q  sin  a  t 


erfüllen  diese  Gleichung.  Die  Normale  geht  also  immer  durch  den  jeweiligen 
Berührungspunkt  der  beiden  Kreise  hindurch.  Sucht  man  auf  dem  rollenden 
Kreise  den  Punkt  auf,  der  dem  Berührungspunkt  diametral  gegenüberliegt, 
so  geht  durch  ihn  die  Tangente  der  Epizykloide.  Wenn  P  auf  ^o  liegt, 
so  ist  also  die  Tangente  senkrecht  zu  Äq. 

Stehen  die  beiden  Kreisumfänge  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
die  beiden  Radien  üq  und  a  in  einem  rationalen  Verhältnis,  d.  h.  sind  sie 
commensurabel,  so  kommt  der  Punkt  P  wieder  in  die  Anfangslage  Pq 
zurück  und  wiederholt  dann  beim  weiteren  Rollen  immer  wieder  seinen  alten  Weg. 

Im  Falle  «  =  «(,,  also  b  =  ciq  -{-  a  =  2  a,  hat  man  die  Kurve 


oder 


X  =  2a  cos  at 
y  =  2a  sin  at 


a  cos  2at, 
a  sin  2at 


X  —  a  =  2  a  cos  at[l  —  cos  a  t) . 
y  =  2a  smat  [1  —  cosa^). 


Führt  man  Polarkoordinaten  ein  mit  dem  Punkt  a,    0  als  Pol,    so  wird 


und 
also 


=  y[x  —  a'f  +  //2  z=2a[l  —  cos  at) 

rp  =  at, 
T  =  2a[l  —  cos  fp). 


Diese  Kurve  nennt  man  Kardioide.     Ihre  Gleichung  zeigt,  daß  sie  eine 
Konchoide  des  Kreises  r  =  —  2  a  cosr/i,  d.  h. 
des  Kreises  Äq  ist.     Sie  entsteht   nach  dem 
Obigen,    wenn   auf  einem  Kreise   ein    gleich 
großer  Kreis  rollt. 

Im  Falle  a  =  —  —  «o ,  also  b  =  üq -\-  a 
=  —  a  hat  man 

a;  =  —  2a  cos  at, 

d.  h.  der  Punkt  P  beschreibt  einen  Durch- 
messer des  Kreises  ^o?  ^^s  man  auch  leicht 
direkt  zeigen  kann. 

Wir  erwähnen  nur  noch  den  Fall 


a  = c 


also    b  =  f/fl 


a 


3  a. 


Fig.  84. 


Hier  rollt  ein  Kreis  auf  der  Innenseite  eines  viermal  so  großen  Kreises.     Man 
bezeichnet  diese  Hypozykloide  als  Astroide  (vgl.  Fig.  84),   Aus  den  Gleichungen 
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a^  =  —  Sa  cos  at  —  a  cos  Sat, 
y  =  —  Sa  sin  at  -j-  a  sin  Sat 


cos,  Sat  = 

-  4  cos3  at  - 

—  S  cos  a^, 

sinSat:: 

—  3  siu  a  ^  — 

-4  sin3a^ 

X 

=  —  4a  cos 

^at, 

y 

=  —  4a  sin 

^at. 

,  so  ergi 

ot  sich  zwischen  x  und 

iPj-f 

-i-iP  >/)'=- 

ii/cf. 

folgt,  da 
ist, 

Setzt  man  —  4  a 


Zum  Schluß  wollen  wir  noch  die  Frage  stellen,  was  aus  einer  Epizykloide 
wird,  wenn  man  den  Radius  des  rollenden  oder  den  des  festen  Kreises  un- 
endlich werden  läßt. 

Zuerst  lassen  wir  a  nach  oo  oder  nach  —  oo  konvergieren,  wodurch  der 
rollende  Kreis  in  eine  Gerade  übergeht.    Wir  benutzen  die  Formeln  (vgl.  S.  205) 

CO  l  CJ      ^      0J\  CO  .       CO      .      I  CO     .      co\ 

x^=  «0  +  «)  cos acos =«0  cos h2asm-— sm 1-7^), 

,        -      .      CO  .     I  CO      ^       C0\  .      CO  .CO  I  CO  CO' 

y  =  («o  +  ajsin--«sm(-  +  -)  =  «osm--2asm^^-cos(-  +  - 


2  a 


'0  \"o        «  /  "0 

Im  Falle  lim  a  ^=  00  oder  lim  a  =  —  00  wird 

VJ  .       CO 

lim  X  =  an  cos 1-  (d  sin  — , 

ao  ao' 

.       CO  CO 

lim  ii  =  «0  91^1 w  cos 

«0  «0 

Die  Punkte  limx,  lim?/  bilden  also  die  Kurve 

a;  =  ao  (cos  ^  +  ^  sin  i^) ,  /    ^\ 

y  =  Qxi (sin  t  —  tctoit).  \         ao / 

Sie  wird  beschrieben  von  einem  Punkt  einer  Geraden,  die  auf  dem  Kreise 
^(j  rollt  (ohne  zu  gleiten),  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  durch  den  Endpunkt 
eines  Fadens,  der  um  Äq  gewickelt  ist  und  nun  unter  beständiger  Spannung   , 
abgewickelt  wird.     Man  bezeichnet  diese  Kurve  als  Kreisevolvente.     Der 
Leser   überzeuge    sich,    daß    der   abgewickelte   Teil    des    Fadens    immer    die   ; 
Normale  der  Kreisevolvente  ist. 

Bevor   wir-  ao   unendlich   werden  lassen,    müssen  wir  das  Achsensystem   j 
verschieben.     Sonst  rückt  uns    die  Kurve   ins  Unendliche.     Wir  wollen    das 
Achsensystem  einer   solchen  Translation  unterwerfen,   daß  der  Anfangspunkt 
nach   Po  gelangt,   also  nach   dem   aufäuglichen  Berührungspunkt  der  beiden 
Kreise.     Dann  lauten  die  neuen  Koordinaten 

«1  =  ^  —  00,     'J\  =  yj 
und  wir  haben 
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/       '''       A   ,       f       '■'  /^^    ,    ^^W 

Xx  =  «0  |C09 1  I  +  «     COS COS  ( If  , 

.     w                          f  .      ^'^          •     /  ''^     ,     ^'J  \1 
w.  =  cu  sin  —  +  «  ism sm  I 1^  • 

Im  Falle  lim  «0  =  ^0  oder  lim  «o  =  —  c»  wird 

lim  ßo  sin  —  =  fi>,  lim  jcfo  (cos  -^^ 1)1'=^  —  ^  ^^°^  l'^'o  sin^  i^, —  |  =  0, 

mithin 

lim  .Ti  =  « 1 1  —  cos  —  I ,      lim  ?/i  =  io  —  «sin 

'  \  a  }'  -^  a 

Die  Punkte  lim  x^ ,  lim  y^  bilden  also  die  Kurve 

a:^  =  a  (1  —  cos  t],     i/t  =  a  [t  —  sin  t). 
Das   ist   eine  Zykloide,    nur   auf   andere  Achsen   als  in   §  64  bezogen. 

§  75.     Die  höheren  Ableitungen. 

Die  Ableitung  von  f  [x]  nennt  man  die  zweite  Ableitung  von  fix) 
und  schreibt  dafür  /"'(.ri.  Die  Ableitung  von  f"[x)  wird  mit  f"'{x]  bezeichnet 
und  heißt  die  dritte  Ableitung  von  f{x)  usw.     Hiernach  ist 

df[x)  =  f'{x)dx ,     df'{x)  =  f"{x)dx,     df'{xj  =  f"'[x)dx,  ■■■. 

Wenn  man  mit  Leibniz  das  Differential  der  unabhängigen  Veränderlichen 
X  als  konstant  ansieht,  so  folgt  aus  diesen  Gleichungen 

ddf{x)      oder     d'^fix)  =  df'{x)  ■  dx   =  f"  {x)dx^, 
dd^f{x)     oder     d^f[x]  =  df'[x)  ■  dx^  =  f"{x)dx^, 


und  man  kann  schreiben 

r,,^^,  n.,^q^,  r»  =  ^.  .... 

d"f{x]  nennt  Leibniz  das  rir-te  Differential,  von  f{x).  Dividiert  man  das 
n-te  Differential  von  f{x)  durch  die  ?»-te  Potenz  von  dx,  so  erhält  man  die 
W-te  Ableitung  von  f{x). 

Während  das  erste  Differential  seine  Form  nicht  ändert,  wenn  x  aufhört 
die  unabhängige  Veränderliche  zu  sein,  haben  die  höheren  Differentiale  diese 
Invarianteneigenschaft  nicht  mehr.  Man  hat  nämlich  nach  der  Leibniz  sehen 
Produktregel  und  Summenregel  (vgl.  §  56): 

d^fix)  =  d{f'{x)dx) 

^f'{x)dx^  +  f'{x)d^x, 
d^f{x)  =  d{f"{x)dx^  +  f'[x)d^x) 

=  f"'{x)dx^  +  3f"{x)dxdH  +  f'{x)d^x, 
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Nur  wenn  die  höheren  Differentiale  von  dx^  d.  h.  d^x,  d^x^  ••■  ver- 
schwinden, haben  wir 

d'^f^x)  =  f"{x]dx^,     d'if[x)  =  f"'{x]dx\     ■■■. 

d^x 
Bezeichnen  wir  die  unabhängige  Veränderliche  mit  u,  so  muß  -^— ^  =  0, 

dx 
d.  h.  ^— =  «    und    x^=au-]-d    sein    la   und  ß   Konstanten),    wenn    die 

du 
höheren  Differentiale  von  f{x)  die  obige  Form  haben  sollen.  Also  nur  bei 
linearer  Transformation  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  behalten  die 
höheren  Differentiale  von  f{x)  die  Forva  f"[x)dx^,  f"{x)dxß,  ■■■.  Sowenig 
ist  bei  ihnen  von  der  Invarianteneigenschaft  des  ersten  Differentials  übrig 
geblieben. 

Die  höheren  Differentiale  haben  den  Zeitgenossen  Leibnizens  Schwierig- 
keiten gemacht.  So  sagt  z.  B.  Huygens  in  seinen  Briefen  an  Leibniz, 
daß  er  die  ersten  Differentiale  wohl  verstehen,  aber  nicht  begreifen  könne, 
was  Leibniz  sich  unter  ddy^  dddy  vorstelle.  Deshalb  hat  sich  auch 
Huygens  nie  ganz  in  den  Leibniz  sehen  Kalkül  hineingearbeitet,  trotz 
wiederholter  Ermunterung  von  Leibnizens  Seite. 

Man  muß  immer  festhalten,  daß  Leibniz  alle  Differentiationen  mittelst 
.desselben  Inkrements  der  unabhängigen  Veränderlichen  vornimmt. 

Der  Leser  berechne  das  n-ie,  Differential  von  log(a.r  +  /5),  C'-^  +  i^, 
cos  (a a?  + /:?) ,  sin  (a.r -f- /!^)-  In  den  beiden  letzten  Fällen  kann  er  das 
Resultat  in  der  Form 

cos  1  a.r  +  /)'  +  ^  -^1  [adx)"  bzw.  sin  (a x  -{-  ß  -\-  n  ---\  [adx)" 


sehreiben. 


§  76.     Die  Taylorsehe  Reihe. 


Bei  seinem  ersten  Aufenthalt  in  London  (Januar-März  1673)  hatte  Leib- 
niz ein  Gespräch  mit  Pell.  Er  erzählte  diesem,  wie  man  bei  einer  Reihe 
das  n-te  Glied  durch  das  Anfangsglied  und  durch  die  Anfangsglieder  der 
Differeuzenreihen  ausdrücken  kann.  Leibniz  erlebte  hierbei  die  erste  Ent- 
täuschung als  mathematischer  Forscher.  Der  Satz  war  nämlich,  wie  ihm  Pell 
sofort  entgegenhielt,  nicht  neu.  Er  stand  schon,  auf  andre  Art  bewiesen, 
in  irgend  einem  astronomischen  Werk.  Leibniz  hatte  ihn  gleichwohl  selbst- 
ständig gefunden. 

Wir  wollen  die  Differenz  u„,  +  i,  —  «^«  mit  JUn  bezeichnen  und  statt  JJ, 
J  J  J^   •  ■  ■  kurz  z/2j  z/3,   •  •  •  schreiben. 

In  dem  Schema 

«0,     «1,     «2,   •  •      «*<-2,     a«-i,     ein 


^2^0, J'^an- 

z/«an 
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besteht  also  jede  der  n  letzten  Zeilen  aus  den  Differenzen  der  vorher- 
gehenden Zeile. 

Kennt  mau  nun*) 

so  läßt  sich  ff;,  berechnen.  Hat  man  nämlich  von  einer  Reihe  Uq^  u^,  u^^  ■  ■  • 
d.is  Anfangsglied  und  die  Differenzenreihe,  so  kann  man  alle  Reihenglieder 
angeben.     Es  ist  in  der  Tat 

^1  =  Uq  +  Juo ,     Ut  =  %  +  /lUx ,     u%  =  U'i  +  ^Ut  1     •■■• 

Wenn  man  also  in  dem  dreieckigen  Schema  die  letzte  Zeile  kennt  und 
außerdem  die  Anfangsglieder  der  übrigen,  so  läßt  sich  zunächst  die  vorletzte 
Zeile  berechnen,  darauf  die  drittletzte  usw.,  schließlich  die  erste  Zeile  und 
insbesondere  a„.  Man  übersieht  auch  sofort,  daß  «;,  sich  in  folgender  Weise 
ausdrücken  wird: 

c(>,  ==  «0  +  C'i -^«0  +  G-iS^a^^  + h  CnJ^ttfi. 

Die  Koeffizienten   Ci,   C^-,   •■•    C^  hängen  gar  nicht  von  den  a  ab. 
Setzt  man 

und  JP  +  ^a^,  JP  +  -a^,   ■■■   sind  alle  gleich  Null. 
Insbesondere  hat  man  also 

r7o  =  0,  ^«0  =  0,  •••,  z/i'-ißfl  =  0,  ^^^«0  =  1,  JP  +  ^a(i  =  0,  •••• 
Ist  nun  p  eine  der  Zahlen  1,  2,   •  •• ,  7^,  so  liefert  unsere  Formel  für  a,i 

n 

P 

Damit  sind  die  Koeffizienten  Q ,  C2 ,  •  •  • ,  C„  bestimmt  und  jene  Formel 
lautet 

an  =  «0  +  K  I  -^«0  +  (  2  )  ^^^0  "^ • 

Man  kann  die   C  auch  in  folgender  Weise  bestimmen.     Es  sei 

a,=  (l+/^)-. 
Dann  wird 

Ja^  =  Ä (1  +  k)^ ,     J^a^  =  h^{l  -i-h)^,  ■■■. 

Man  hat  also 

a,)  =  1,     Jüo  =  h^     J^Ofi  =  ^2^   •  •  • . 


so  wird 


*)  ^«0,  ^  ö^O)  •••,  -^"«0  nennt  Leibniz  die  erzeugenden  Differenzen. 
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Setzt  man  diese  Werte  in  die  Formel  für  a„  ein,  so  ergibt  sich 

(1  +  Ä)»  =  1  4-  Ci/i  +  (72^2  -I h  CJi^^. 

Nun  weiß  man  aber,  daß 

ist.     Daher  müssen  Cj ,   C2 ,    •  •  •   der  Reihe  nach  gleich  1      | ,   1  „  ) ,   ••  •  sein. 

Wie  drückt  sich  J'^cIq  durch  «o;  «I1     ••>  f'^»  aus?     Offenbar  in  folgen- 
der Form 

z/"ao  =  a„  +  /ia„_i  + h  /..ö'o- 

Um  die  Koeffizienten  7  zu  finden,  nehme  man  wieder  das  Beispiel  aj.  =  (1+/^)^. 
Dann  ergibt  sich 

hn  =  (1  +  ]i)n  +  7i  (1  +  Ä)— 1  H h  A- 

Andrerseits  ist  aber 

hn  =  (!+/,_  l)n  =  (1  +  Ä)»  _  I  '^'  j  (1  +  h)n  - 1  +  .  .  .  :4=  1 . 

;/i,  ;/2,    •  •■   haben  also  die  Werte  —  I      1,   1      j,    •  ■  •,   d.  h.  es  ist 

^»ao  =  a„  —  (  \  )  ««-1  +  (  2  )  ^'"  -^ ' 

Jetzt  wollen  wir  eine  Funktion  f[x)  betrachten,  die  in  dem  Intervall  (a,  h) 
definiert  ist*;.     Wir  teilen  dieses  Intervall  in  n  gleiche  Teile 

(r=l,  2,   ••-,  n) 
Setzen  wir 


so  ist 


{Xr- 

-1) 

,    Xr). 

b- 

n 

a 

=  Ä, 

"r  = 

a 

+  W^ 

[r  =  0,  1, 


also  insbesondere  .Tq  =  a  und  x^  =  b. 
Die  Funktionswerte 

fiXo],    fix,),     •••,    fiXn] 

denken  wir  uns  mit 

«0,  «1,     ••,  a„ 

bezeichnet  und   wenden   auf  üu  die  Leibnizsche  Formel  an.     Dadurch   er- 
halten wir 

m  =  f{xo) + Y  ^fi^o) + '^^  -^Y(^o)  +  •  •  •  • 


*)  a  ist  kleiner  oder  größer  als  b. 


Differentialrechnung.  213 

f[x]  möge  in  («,  h)  unbescliränkt  differenzierbar  sein,  d.  h.  alle  Ab- 
leitungen besitzen. 

Dann  ist  nach  dem  Mittelwertsatz  (vgl.  §  66) 

Die  Ableitung  von 

jP-yf{x)  =  f{x-{-2)^^h)  -l^f[x  +  p-2h)  +  • .  • 
lautet  nämlich 

f{x+^'^=^h)  - P^f[x+^^r^h)  +  .... 

Sie  ist  also  gleich  JP-'^f'[x). 

Bei  wiederholter  Anwendung  des  Mittelwertsatzes  findet  man 

Jp  /-(.To)  =  hJp-^f'{x^)  =  h^JP-'^f"{x2)  =  •  •  •  =  hPfi'^Xp) . 

Xp  wollen  wir  mit  '§p  bezeichnen.    Da  x^  zwischen  x^^  und  .To  +  h ,  X2  zwischen 
Xi  und  x-i  -\-h,  ■  ■  ■  ,  Xp  zwischen  Xp-i  und  Xp^i-{-  h  liegt,  so  liegt  $p  sicher 
zwischen  Xq  und  Xq  -\-  ph. 
Setzen  wir  nun  die  Werte 

Jpf(x,)  =  JU'fiP^lp) 

in  die  Formel  für  f{b)  ein,  so  verwandelt  sie  sich  in 

m  =  na) + ^'  ni.) + "-^^^^  ni.) + •  ■  ■  ■ 

Was  wird  hieraus,  wenn  wir  n  unbegrenzt  zunehmen  lassen? 

Die  älteren  Analytiker  pflegen  bei  derartigen  Fragen  stets  einen  Fehler 
zu  machen.     Sie  schließen  nämlich  so: 

Im  Falle  lim?^  =  cx>  ist  limh  =  0,  also  auch  limjjh  =  0  und  lim^p 
=  Xq  =  a.     Das  Glied 


7ik  {nh  —  h)  [nh  —  2h)  ■  ■  ■    nh  —  p  —  Ih)  .  ,.^  . 

strebt  also  dem  Grenzwert*'^) 

zu  und  für  f[b)  ergibt  sich  die  unendliche  Reihe 

Man  nennt  sie  die  Taylor  sehe  Reihe. 


*)  ^(p  [x]  bedeutet  hier  immer  ff{x  +  h)  —  (p  [x). 
**;  f^^'lxi  ist  in  (a,  b)  stetig,  weil  alle  Ableitungen  existieren. 
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Es  wird  hier,  wie  man  sieht,  der  Satz  angewandt,  daß  der  Grenzwert 
einer  Summe  gleich  der  Summe  der  Grenzwerte  der  Summanden  ist.  Dieser 
Satz  ist  aber  nur  für  den  Fall  bewiesen,  daß  die  Anzahl  der  Summanden 
einen  endlichen  Wert  hat,  der  sich  bei  dem  Grenzübergang  nicht  ändert. 
Sobald  diese  Bedingung  nicht  mehr  erfüllt  ist,  muß  man  die  größte  Vorsicht 
brauchen.     Sonst   kann  man  zu   falschen  Resultaten   kommen.      So    ist  z.  B. 

i  =  i  +  i+...  +  ±. 

71         n  n 

Jeder  einzelne  Summand  konvergiert  im  Falle  lim  n  =  oo  nach  Null.  Aber 
der  Grenzwert  der  Summe  ist  nicht  gleich  0  +  0  +  0  +  ■  •  • ,  d.  h.  gleich  0, 
sondern  vielmehr  gleich  1. 

Wir  können  uns  also  mit  d^r  obigen  Ableitung  der  Taylor  sehen  Reihe 
nicht  zufrieden  geben.  Diese  Ableitung  ist  im  Prinzip  dieselbe,  wie  Taylor 
(1685 — 1731)  sie  in  seiner  „Methodus  incrementorum  directa  et  inversa" 
gibt  (1715). 

Wir  wollen  jetzt  unter  Einführung  einer  beschränkenden  Bedingung  den 
Beweis  auf  eine  exakte  Form  bringen.     Diese  Bedingung  ist  folgende: 

Alle  Werte,  die  die  Funktionen /"(a;), /"'(a?), /""(a:'),  •••  in  (a,  6)  an- 
nehmen, sollen  ihrem  Betrage  nach  kleiner  sein  als  eine  feste 
Zahl   O. 

Dann  ist  die  Taylor  sehe  Reihe 

,,    ,    ,   b  —  a  (&  —  a)2 

absolut  konvergent  wegen  der  Konvergenz  der  Reihe 

Bezeichnen  wir  die  Summe  der  Taylorschen  Reihe  mit  S,  so  ist  nur  noch  i 

zu  beweisen,  daß  S  =  f{b)  ist.    Wir  werden  diesen  Nachweis  führen,  indem  i 

wir   zeigen,    daß   es    keine  positive  Zahl  gibt,    die  von  \S  —  f{b]\  übertroffen  i 

wird.     Dieses  Verfahren  kann   man    in   der  Analysis   sehr  häufig  anwenden,  i 

Setzen  wir  iiir  p  =  1 ,  2.  ■  ■  ■ ,  n 

und  Vn  4. 1 ,  «;„  +  2 ,  •  •  •   alle  gleich  Null,  so  ist 

f^b)  =  f{a)  +  ~^y-  r,  +  '—^  ^2  +  ■  •  • 

s  -  m  =  ^  [m  -n}+ ^^'  (/"(«)  -  r,)  +  ■■■■ 


also 


Nun  zerlegen   wir   die  Reihe  rechts   in  ihre  ^-te  Partialsumme  und  den  zu- 
gehörigen Rest. 
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Der  Rest 


ist  seinem  Betrage  nach  kleiner  als*) 

||6-ar'       16-4-  +  ^  t       2GR 

'  '^ \  (i^iyr  +  -(F+2jr  +  •  ■  7 -  2  ^-R-.- 

Die  Ä:-te  Partialsnmme  konvergiert  für  Iim?i^  =  c»  nach  Null,  weil 
lim  %  = /"'(a) ,  •••,  lim  t'jt  = /"<''■)(«)  ist.  Es  läßt  sich  deshalb  n  so  wählen, 
daß  sie  absolut  genommen  kleiner  als  2  ORk  wird. 

Daraus  ersieht  man,  daß 

\S  —  fb)\  <^^GR„ 

ist,  und  das  gilt  für  A:  =  0 ,  1 ,  2 ,  ■  ■    . 

4  ö-Bt  konvergiert  aber  bei  unendlich  zunehmendem  k  nach  Null.  Es 
gibt  also  sicher  kein  positives  £,  das  von  allen  4  GR].  übertroffen  wird, 
folglich  auch  kein  positives  £,  das  von  \8 — f[h\  übertroffen  wird.  Deshalb 
muß  8  =  f[h)  sein. 

Der  Beweis  läßt  sich  auch  dann  noch  in  der  obigen  Weise  durchführen, 
wenn  man  folgende  Bedingung  stellt.  Sind  Jfo,  M^^  M^,  ■■■  die  größten 
Werte  von  \f[x]\,  \f'[x]\^  |/^'(-^)|  •••in  (a,  &),  so  konvergiert  die  Reihe 

Diese  Bedingung  kann  natürlich  erfüllt  sein,  ohne  daß  alle  M  unterhalb  einer 
endlichen  Grenze  liegen,  wie  wir  das  früher  forderten. 

Setzt  man  h  —  a  =  x^  so  nimmt  die  Formel  S  =  /"(&)  folgende  Ge- 
stalt an 

f[a  -rx)  =  f[a)  +  ^  f'a)  +  ^  f"{a)  +  •  •  • . 

Eine  Reihe  von  der  Form 

Co  -f  c'i  X  +  C2  a:;2  _|_  . . . 

nennt  man  eine  Potenzreihe.  f{a  -\-  x)  erscheint  hier  also  als  Potenzreihe 
m  X.     Ist  a  =  0,  so  haben  wir  die  Formel 

/■(^)=/'(0)+^AO)  +  f-r:0)-+--... 

Man  nennt  diese  Reihe  gewöhnlich  die  Maclaurinsche  Reihe,  obwohl 
Maclaurin**)  (1698 — 1746)  selbst  sagt,  daß  sie  sich  schon  bei  Taylor 
findet.  Vielleicht  ist  die  Benennung  nach  Maclaurin  deshalb  nicht  ganz  un- 
gerechtfertigt, weil  Taylor  mit  der  Reihe  nichts  anfängt,  während  Maclaurin 
verschiedene  Anwendungen  von  ihr  macht. 


*)  Alle  >j  sind  offenbar  kleiner  als  G. 
**)  Maclaurin  hätten  wir  schon  auf  S.  203  bei  den  Fußpunktkurven  zitieren  kön- 
nen, die  er  zuerst  betrachtet  hat. 
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§  77.     Potenzreihen  für  e=^,  cosa;,  sin  a™. 

Be'  f'\x,  =  e^  sind  alle  Ableitungen  gleich  e^.  Da  in  dem  Intervall 
(a,  h)  e"-  und  e''  der  größte  und  der  kleinste  Wert  von  e^,  also  auch  von 
sämtlichen  Ableitungen  sind,  so  erfüllt  e^'  die  in  §  76  gestellte  Bedingung. 
Es  gilt  daher  für  jeden  Wert  von  x  die  Maclaurinsche  Formel 

Dies  haben  wir  früher  (vgl.  S.  103)  auf  anderem  Wege  bewiesen. 
Bei  cos.r  und  sina*  lauten  die  7'i-ten  Ableitungen: 


(cos  aj)*")  =  cos  ix  +  ^^-^i , 
(sin  Xj^'"-'^  =  sin  (a?  +  ^^-^j  ■ 


Auch  cos  .r  und   sinx  lassen    sich   also   nach   der  Maclaurinschen   Formel 
entwickeln;  ihre  und  ihrer   Ableitungen  Werte  liegen   alle    in    dem   Intervall 

Die  Maclaurinsche  Formel  lautet  hier 

cos.r  =  cosO— +  ^cosly  H-  ^  cos  2---f  •  •  •, 

sm  X  =  sm  0—  +  JT  ^^"  ^  Y  +  2T  ^^^     T  ^ ' 

d.  h.  es  ist  für  jeden  Wert  von  x: 

cos.r  =  l_-  +  ---+..., 

X        x^        x^        x'' 
™^=  n-3T+5!-7T+      ■■ 

Die  Reihen  für  e^,  cos.r,  sin  .r  finden  sich  bei  Newton. 


§  78.     Konvergenzbereich  einer  Potenzreihe. 

Die  Maclaurinsche  Reihe  gibt  Veranlassung  zur  näheren  Beschäftigung 
mit  den  Potenzreihen,  d.  h.  mit  den  Reihen  von  der  Form  Cq  -\-  c^x  -\-  C'^x'^  -\-  ■  ■  • . 
Diese  Reihen  sind,  wie  wir  bald  sehen  werden,  ein  sehr  nützliches  Werkzeug 
der  Analysis. 

Es  liegt  ganz  nahe,  Potenzreihen  zu  beti'achten,  wenn  man  bedenkt,  daß 
sich  jeder  unendliche  Dezimalbruch  als  eine  Potenzreihe  auffassen  läßt,  bei 
der  X'  =  1  :  10  ist  und  q,  C2,  •  •  •  auf  die  Werte  0,  1,  •  ■  •,  9  beschi'änkt 
sind,  während  Cq  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Die  Polynome  können  wir  als  Potenzreihen  betrachten,  bei  denen  fast 
alle  Koeffizienten  c  srleich  Null  sind. 
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Den  Inbegriff  derjenigen  Werte  von  .r,  für  welche  die  Potenzreihe  kon- 
vergiert, nennt  man  ihren  Konvergenzbereich.  Beständig  konvergent 
heißt  eine  Potenzreihe,  wenn  sie  für  jeden  Wert  von  x  konvergiert.  Von 
dieser  Art  sind  die  Reihen  für  e^",  cos.r,  sin.r.  Für  .x  =  0  ist  jede  Potenz- 
reihe konvergent.  Es  gibt  aber  auch  Potenzreihen,  die  nur  für  x  =  0  kon- 
vergieren, wie  z.  B.   \-{-l\x  +  2\x'^^ (vgl.  S.  102). 

Wir  wollen  jetzt,  um  den  Konvergenzbereich  von  Cq  -{-  c^x  -\-  c^x^  -]-... 

"    ■ 
zu  bestimmen,  auf  Ci  x -\- C2  x^ -{-  ■  ■  ■   das  Cauchysche  Kriterium  |/|m„|  an- 
wenden.    Es  wird  hier 

Im    Falle    \x\  >  0    erhält    man     die    Häufungswerte    der   Folge    [a^l  \cA  , 

2  3  2  3  

Ny|^2l  5  k|y|^3i '  ■  ■  ■  7  indem  man  die  Häufungswerte  von  }ci|,  y|c2|,  y\cz\ , 
•  •  •  mit  \x\  multipliziert.  Ist  also  C  der  größte  Häufungswert  der  zweiten 
Folge,  so  ist  jx|  C  der  größte  Häufungswert  der  ersten. 

Sollte  C  unendlich  sein,  so  ist  auch  j.rj  C  unendlich.  Nach  dem  Cauchy- 
schen  Kriterium  konvergiert  also  die  Reihe  nur  für  x=  0 . 

Wenn  C  =  0  ist,  so  ist  auch  \x  C  =  0  .  Die  Reihe  ist  also  für  jeden 
Wert  von  x  absolut  konvergent.    Im  Falle  C  =  0  ist  übrigens  0  der  einzige  Häu- 

2  3  n  

fungswert  der  Folge  |ci|,  y\c2\^  Vlcsl,  •  •  • ,  und  man  hat  daher  limy|c„|  =  0  . 
Wenn  C  endlich  ist  und  nicht  verschwindet,  so  findet  absolute  Konver- 
genz statt  für  |.r  C  <^  1  ,    ä..  h.  \x\  <^  -^  ■     Dagegen  konvergiert  die  Reihe 

für  \x\  ^  -^  nicht  mehr.     Wie  sie  sich  für  |.r|  =  -^  verhält,    bleibt   dahin- 
G  O 

gestellt. 

Es  gilt  demnach  folgender  Satz  (von  Cauchy): 

Der  Konvergenzbereich  der  Potenzreihe  Cq -\- c^  x -\- C2x'^ -{-  ■  ■  ■ 
hängt  ab  vom  größten  Häufungswert  C  der  Folge 

l^ih  fe,  fe,   ••■• 

Liegt  X  im  Innern  des  Intervalls*)  ( —  -^ ,  j^\  ,  so  ist  die  Reihe 
absolut  konvergent.  Außerhalb  dieses  Intervalls  ist  sie  divergent. 
Wie  sie  sich  an  den  Grenzen  — -^  und  -^  verhält,  muß  besonders 
untersucht  werden. 

Man  nennt  1/C  den  Konvergenzradius  und  1 — j^ ,  j^)  das  Kon- 
vergenzintervall. 

X       x"^ 

Der  Konvergenzradius  der  Reihe  1  +  tt  +  kt  +  '  '  "  ^^^   '^  5   d®^   "^0° 

1  4-  X  +  2;2  H ist  1 ,  der  von  1  +  1 !  .r  +  2 !  .r2  ^ ist  0  . 


Im  Falle  (7  =  00  muß  man  1 :  C  =  0  setzen,  im  Falle  C=  0  aber  1 :  (7  =  00 . 
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Weun  der  Grenzwert 

lim  '«+^ 

existiert*),    so   ist  er  gleich  liin]/jc„|  (vgl.  §  15),  also  gleich   C .    Der  Kon- 
vergenzradiiis  ist  in  diesem  Falle  gleich 


lim 


Cn 

So  ist  z.  B.  der  Konvergenzradius  von 


1  +  2 


hm :=  1 


X       x>- 


iij'i+ir=i 


gleich 

ebenso  der  von 

gleich 


Die    letzte    Reihe    konvergiert    auch    für  ^  =  =b  1  ,    und    sogar    absolut 
1  +  "T  +  o  +  ■  ■  ■  ^^*  ^^^  .r  =  1  divergent  und  für  a^  =  —  1  konvergent,  aber 

nicht  absolut  konvergent.  Die  Reihe  \  -\-  x -\-  x^  -\-  ■  ■  ■  zeigt,  daß  manch- 
mal beide  Grenzen  des  Konvergenzintervalls  nicht  mit  zu  dem  Konvergenz- 
bereich gehören. 


§  79.  Differentiation  einer  Potenzreihe. 

Wir  betrachten  eine  Potenzreihe  Cq -\- c^  x -{- C2X^ -{-■•■  ,  deren  Kon- 
vergenzradius nicht  verschwindet.  Die  Summe  der  Potenzreihe  ist  dann  eine 
im  Innern  des  Konvergenzintervalls  (eventuell  auch  an  einer  oder  an  beiden 
Grenzen)  definierte  Funktion  von  x.     Wir  bezeichnen  sie  mit  ^(.^)- 

Die  älteren  Analytiker  haben  es  für  selbstverständlich  gehalten,  daß  man 
'^{x)  wie  ein  Polynom  differenzieren  kann.     Sie  schlössen  aus 

5p(,r)  =  Co  +  Ci  a:-  +  c^x'^  +  •  •  • 
ohne  Bedenken 

^'{x)  =c,  +2e2.-r  +  3c3  2;2_] . 

Dabei  dachten  sie  offenbar  an  die  Leibnizsche  Summenregel  (vgl.  §  56). 
Diese  ist  aber  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Summanden  bewiesen. 


*)  Davon  kann  nur  die  Rede  sein,  wenn  fast  alle  c«  von  Null  verschieden  sind. 
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Wir  werden  jetzt  zeigen,  daß  die  älteren  Analytiker  Recht  hatten,  ^[x) 
läßt  sich  wirklich,  wenigstens  im  Innern  des  Konvergenzinter- 
valls, so  differenzieren  wie  ein  Polynom. 

An   den   Grenzen  des   Konvergenzintervalls  gilt  das  nicht  immer.     Z.  B. 


X       x^ 
ergibt  sich,  wenn  man  die  Reihe  ^  + 17  +  •  •  •  ,   die   für  x  =  —  1   konver- 

1  ti 

giert,  an  dieser  Stelle  wie  ein  Polynom  differenziert,  1  —  1  +  1  —  1  +  --, 
also  nicht  einmal  etwas  Konvergentes.  Übrigens  lautet  die  gesuchte  Ablei- 
tung in  Wirklichkeit  —  (vgl.  hierzu  S.  47),  wie  wir  bald  werden  zeigen 
können. 

Wollen  wir  beweisen,  daß  ^f.r)  im  Innern  des  Konvergenzintervalls  die 
Ableitung  Ci -{- 2c2X -}- Sc^x'^ -^  ■  ■  ■  hat,  so  müssen  wir  zuerst  feststellen, 
ob  diese  Potenzreihe  im  Innern  jenes  Intervalls  überhaupt  konvergiert.  Wel- 
chen Konvergenzradius  hat  sie?  Offenbar  denselben  wie  c^x  -\-  2c2*'^ 
-{~3c^x'^-\-  •••  .  Bilden  wir  nun  bei  dieser  Reihe  die  Cauchysche  Folge, 
von  der  der  Konvergenzradius  abhängt,  so  lautet  sie 

\c,\,  f^J,  }^\,  .... 
Ist  /  ein  Häufungswert  von  ihr,  so  gibt  es  (vgl,  S.  77)  eine  Teilfoige 

PI  P2 P3  

VPi\cp,\,    mc^\,    vp3\Ci,.^\,  ■■■, 

die  nach  y  konvergiert.     Man  hat  also  für  lim??,  =  00 

Nun  ist  aber  andrerseits 

lim)/w.  =  1  , 
mithin  auch  (vgl.  Nr.  2  in  §  8) 

p,i 

lim]/p7=  1 
und  daher 


d.  h.  y  ist  auch  ein  Häufungswert  der  Folge  \ci\  ,  ]/|c2l, 
Das  Umgekehrte  gilt  auch.     Wenn 

Pn 

lim  l/|c;j  =  y  , 
so  folgt,  daß  auch 

Pn  (Pn.  Pn\ 

j  lim]/i?,|c,^J=lim(]/|c,,,|    y^J  =y 

ist.     Die  beiden  Folgen 
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|ci!  ,  fe,   fe  ,   •  •  ■      und     Idl  ,  f2\^\,  j/S^  ,   •  .  • 

haben   also   genau  dieselben  Häufungswerte,    mithin    auch   denselben   größten 
Häufungswert. 

Das  bedeutet  aber,  daß  die  Potenzreihen 

Co-^c^x  +  c^x^-l 

und 

Ci  +2c'2:r:  +  3c3.r2-{-  ... 

denselben  Konvergenzradius  haben.     Diesen  Konvergenzradius  hat  auch 
die  Reihe 

2  •  lc-2  +  3  •  2c3.r  -i-  4  •  Sc^x'^  -\ ; 

denn  sie  entsteht  aus  der  zweiten  wie  diese  aus  der  ersteu.    Auch  die  Reihen 

3  •  2  •  1  Cg  +  4  •  3  •  2c4.r  +  5  •  4  •  3c^x^  -\ , 

4-3-2-1C4 +  5-4-3-2-  c- ,r  +  6  -  5  -  4  -  Sc^x^  H . 

haben  alle  denselben  Konvergenzradius  wie  Cq  -\-  c^x  -\-  c^x'^  -\-  •  ■  ■  . 
Cq  -{-  CyX  -\-  c^x'^  -{-  -  -  •  entsteht  aus 

wie    Ci  +  2C2X  +  3c3ir2  -f-  •    -    aus   Cq  +  c\x  -\-  c^x^  -\-  ■  ■  •  .     Deshalb   hat 

auch   die  Reihe  Cq  x  -\ -—  -j 1-     •  ■    denselben  Konvergenzradius   wie 

Co  +  ^1-'^  +  ^1'"^^  +••••)  ebenso  die  Reihe 

2-1  "^  3-2  "^  4-3    '■ 
usw. 

Wenn    eine   Potenzreihe    durch  j^-malige   Differentiation    der    Glieder   aus 
Cq  -\-  c^x  -\-  C2,r2  4-  .  - .  hervorgeht  oder  in  Cq  -{-  c^x  -[-  c-iX^  -\-  ■  ■  ■  tibergeht,  so 

hat    sie    denselben    Konvergenzradius    wie 


-• — e- 


Co  +  c^x  +  c^x"^ -]- 


„.     (.f.  Q  sei  der  Konvergenzradius  von 

Co  +  Ci,r  +  C2.r2H . 

Liegt  x.Q  im  Innern  des  Konvergenzintervalls  (JXqI  <C  q)-,  so  können  wir  /•  in 
der  Weise  wählen,  daß  \xq\  <C  *'  <C  ?  ist.     Wenn  \h\  genügend  klein  i'nämlich 
kleiner  als  r  —  |.ry|)  ist,  wird  auch  \X(^  +  h\  <^  r  sein.     Vgl.  hierzu  Fig.  85. 
Wir  wollen  (für  \x\  <  q) 

f'l+2C2,7:-4-3C3.r2+...  =^i(-«) 

setzen.     Unser  Ziel  ist,  zu  zeigen,  daß  die  Gleichung 

^'{x,)  =  %,[x,] 

besteht,  d.  h.  die  Limesrelatiou 
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(lim/z  =  0) 


oder 


lim 


^{x,  +  h)-^{xo)-h%{xo) 


Nun  ist  aber 


^[x,  +  h)-^{x,)-Jm.r,) 
=  ^Cn{{xo  4-  hy-  -  .To»  -  hnx,—'} . 


[Xn  zwischen  x^  und  Xq  +  /^) 


Der  Mittelwertsatz  aus  §  66  liefert 

(.Tq  -{-  /«)"  —  .-To''  =  hnx,:>-^, 
so  daß 

(.Xu  +  /?)"  —  J-'o"  —  hnxQ"-^  =  hn[x,>'-^  —  x^''-^  ] 
wird.     Auf  Grund  desselben  Satzes  hat  man  ferner 

.X;,"-i  —  .ro"-^  =  {.r,,  —  .x,,)  (?z  —  1)  x,,"-'^ 
(x^  zwischen  a^o  und  x,, ,  also  auch  zwischen  Xq  und  .Xq  +  /^) 
Es  ist  daher 

(.Xo  +  h)"  —  a^o"  —  7^/^.ro«-l  =  /?.(a:;;,  —  Xq)  7^(^  —  1)  ä^"-^ 
und 


^(■Xo  +  /^)-^(^o)-/^?ifa) 


Xo)»^(?^  —  1]  CuX»*'- 


Wenn  nun  bereits  \h\  <ir  —  j.ro|  ,  so  sind  \xq\  und  [.r,,  +  /^|  beide 
kleiner  als  r .  Folglich  ist  auch  |;r^|  <C  »'  •  Bedenkt  man  noch,  daß 
\^n  —  X(i\<ih  ist,  so  ergibt  sich 


mx,  +  h)-^^x,]-h%s,{x,)\ 
h  I 


<^\h\  ^  n{n  —  1)  |c,,|r«- 


Weil  2  •  IC2  +  3  •  2c3.x  +  4  •  3c4.r2  +  •  •  •    für  \x\  <<  (>    absolut   konver- 
giert, ist  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  konvergent. 

Die  rechte  Seite  konvergiert  also  mit  h  nach  Null,  folglich  auch  die  linke. 
Man  kann  den  Beweis  auch  so  führen,  und  das  ist  einfacher. 
Die  Reihe  mit  den  Gliedern 


{  Cn 


(1) 
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ist  absolut  konvergent,  wenn  \x\  -\-  \h[  <^  q  ist.  Ersetzt  man  nämlich  alle 
Glieder  durch  ihre  absoluten  Beträge  und  summiert  nach  Zeilen,  so  er- 
gibt sich 

lcoH-|c,|(H  +  |Äl)  +  M(|x|  +  |Ä|p+.... 

Diese  Reihe  ist  aber  konvergent,  weil  Cq  -{-  CiX-\-  C'^x^  +  •  •  •  für  \x\<^q 
absolut  konvergiert. 

Jetzt  benutzen  wir  die  in  §  33  bewiesene  Eigenschaft  der  absolut  kon- 
vergenten Eeihen  und  summieren  statt  nach  Zeilen  nach  Spalten.  Daß  die 
einzelnen  Spalten  absolut  konvergente  Reihen  geben,  daß  also  die  Eeihen 

Ci  +  2c2.r  +  %c^x'^-\-  •  •  • , 
2-lc2-|-3-2c3.r  +  4-3c4a:2-j , 


absolut  konvergent  sind,  folgt  aus  der  absoluten  Konvergenz  der  ganzen  Reihe. 
Wir  brauchen  es  also  gar  nicht  von  früher  zu  wissen. 

Da  bei  der  Summation  nach  Spalten  dasselbe  herauskommen  muJJ  wie  bei 
der  Summation  nach  Zeilen,  so  ergibt  sich 

/;  Ä2 

^[x-^h]  =  $(.r)  +  Y^iW  H-  j^?2(^)  +  ■  ■  • , 

und  die  Reihe  rechts  ist  absolut  konvergent*).    Aus  dieser  Formel  folgt  aber 

und  wegen  der  absoluten  Konvergenz 

^[:c-\-^-%ix^                1            I  I^^M  .   IWsM  _.         l 
I ^ ^^i(^;|  <  1/^1  j-2, H-       3,        +  •  •  j. 

/?o  sei  eine  positive  Zahl,  die  der  Ungleichung  l^j  -\-h^<^  o  genügt.    Dann  ist 
2!       '         8!        "^ 


*;  Auf  ähnliche  Weise  läßt  sich  folgendes  zeigen.    Wenn  für   a;,  <  o 

y  =  co+cix-f-eox^-l 

ist  und  für  ;ä'  -<  cJ' 

a;  =  a:o+  6i Ä  +  feo/i-  ■  ■  •  •  (|a^'  <  ?; 

so  bat  man  für   h\  •<  Äq  : 

/io  muß  man  zwischen  0  und  S  so  wählen,  daß  fib=  ^il  ^0+  1*2  /«o-+  •  ■  •  kleiner  als 
p  —  xol  ist.  Dann  bilden  nämlich  die  Glieder  der  Potenzreihen  von  h ,  in  die  sich 
cix,  c-iX",  ■  ■  ■  entwickeln  lassen,  alle  zusammen  eine  absolut  konvergente  Reihe,  und 
man  kann  sie  beliebig  ordnen.  Jene  Glieder  sind  absolut  genommen  kleiner  als  die 
entsprechenden  Glieder  in  den  Potenzreihen  von  /.»o,  die  man  für 

\cr\[\XQ\+Eo\     H  (ixoH- fio;2,  •  •  • 

erhält.    Diese  bilden  aber  eine  konvergente  Reihe,  weil  ;xo  +S'o<C?  ist. 
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konvergent.     Bezeichnen  wir  die  Summe  dieser  Reihe  mit  Hq,    so   wird   für 
<;  Jiq  die  Ungleichung 

|S(^i±|^lM-5iä,wj<*iJ?„ 

stattfinden.     Hieraus  folgt  im  Falle  limA=:0,  daß 
ist,  also  ^i(.t)  =  ^'(.^).     Dann  ist  aber  auch 


und  die  Formel  für  ^  (a?  +  h)  lautet : 

h  /;2 

^{x  +  h)  =  ^(.r)  +  ^  ^'  [X)  +  -  ^"[x)  -f  ■  •  •  . 

Sie  gilt  sobald  \x\  +  jÄ|  <;  q  ist.  Wenn  also  a?  im  Innern  des  Konvergenz- 
intervalls liegt,  so  läßt  sich  ^(,r)  in  der  Umgebung  von  x  durch  die  Taylor- 
sche   Reihe    darstellen.     Der    Konvergensradius 

dieser  Reihe  ist  gleich  der  Entfernung  zwischen        , V     'i    ■ — •, 1 

X  und    der    nächsten  Grenze    des   Konvergenz-    ~^  x     o  <? 

intervalls.     Das  ist  nämlich  die  Bedeutung  von  Fig.  86. 

q  —  \x\    (vgl.  Fig.  86).     Der    Konvergenzradius 

der  Tay  lor sehen  Reihe  kann  aber  unter  Umständen  größer  sein.     Das  sieht 

man  an  dem  Beispiel 

Hier  ist 

^  ^    ^  1  —  X  '      ^  ^    ^  [1  —  XY^      ^    ^    '  (1  —  X)3  ' 

Nehmen  wir  nun  z.  B.  x  ^  —  ^   so  werden  diese  Funktionen  gleich 

2,    1!  22,    2!  23,  •••, 
I  und  die  Taylorsche  Reihe  für  ^  [x  +  }i]  lautet : 


^(Y  +  ^^)  =  2{l-f-(2/.)-f  (2/^P-f 


Sie  hat   den  Konvergenzradius  — ,  also  gerade  q  —  \x\. 

Nehmen  wir  aber  .r  = --,  so  werden  ^(«),  ^'(»■),  ^"(■^■)j  •  •  •  gleich 

2       1!22      2!23 

y  T2~'  "33"'  ■"" 
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und  die  Taylorsche  Reihe  für  ^fe  +  /?)  lautet: 

3 
Ihr  Konvergenzradius  ist  gleich  — ,  also  größer  als  q  —  \x\. 

Weun  der  Konvergenzradius  der  Taylorschen  Reihe  für  ^{x  -{-  h)  größer ' 
als  o  —  \x\  ist,  so  kommen  wir  über  den   alten  Definitionsbereich  von  '^(x) 
hinaus.     Denn  ^  [x  +  h)    hat  jetzt  auch  einen  Sinn  für  gewisse  Werte  von 
x-{-h,   die  nicht  dem  Konvergenzbereich  von  ^(:r)  angehören.     So  erobern 

wir  bei  dem  obigen  Beispiel  durch  die  Taylorsche  Reihe  ^1 —  + 'm  das 

Intervall  ( —  2,   —  1)  neu  hinzu  ( —  2  ausgeschlossen).  V       ^  / 

Wenn  eine  Potenzreihe  ^{x}  in  dem  ganzen  Intervall  (a,  ß)  eine  ver- 
schwindende Summe  hat,  so  sind  alle  ihre  Koeffizienten  gleich  Null.  In  der 
Voraussetzung  dieses  Satzes  liegt,  daß  (« ,  ß)  in  dem  KonvergenzintervaU  der 
Reihe  enthalten  ist. 

Es  wird  also  —  q  ^  a  <Ci  ß  ^  Q  sein,  wenn  q  der  Konvergenzradius  ist. 
Wenn  nun  ß  <^  q  ist,  so  bilde  man 

W  +  h)  =^{ß)  +  ^  ^'{ß)  +  ^  Wiß)  +  ■  •  •  • 

Da  in  dem  ganzen  Intervall  (a,  ß)  ^(.r)  =0  ist,  so  folgt,  daß  auch 
^'  {x) ,  ^"  [x],  ■  ■  •  darin  gleich  Null  sind.  Insbesondere  sind  ^  [ß) ,  ^'  (/i), 
W{ß)i  ■•■  gleich  Null,  und  daher  ist  '^{ß  -^h)  =  0,  solange  ß  —  h  und 
ß  -j-  h  beide  zwischen  —  q  und  (j  liegen.  Liegt  ß  näher  an  q  als  an  —  q, 
so   verschwindet   also    '^{x)    zwischen   ß  und  q    überall.     Liegt   es  näher  an 

—  Q  als  an  o  und  setzen  wir  ßi=  ß  -\-  ß  —  «,  so  verschwindet  ^(.r)  sicher 
in  (a,  ßi),  und  wir  können  auf  dieses  Intervall  dieselbe  Betrachtung  an- 
wenden wie  soeben  auf  (a,  ß)  usw.  So  ergibt  sich  dann,  daß  %{x)  zwischen 
ß  und  Q  überall  verschwindet.  Ebenso  zeigt  mau,  daß  '^  [x)  zwischen  —  q 
und  a  überall  Null   ist,    wenn   a  ^  —  o    sein   sollte.     Man   hat   daher  für 

—  Q  <C^  <^  Q  immer  ^'j")  =  0,  also  auch  '^'[x]  =  ^"(x)  ^  •  •  •  ^  0. 
Insbesondere  ist  ^(0)  =  ^'(0)  =  •  •  •  =  0,  d.  h.  alle  Koeffizienten  von  ^(.t) 
verschwinden. 

Aus  dem  obigen  Satze  folgt,  daß  zwei  Potenzreihen,  wenn  sie  in  einem 
(wenn  auch  noch  so  kleinen)  Intervall  dieselbe  Summe  haben,  ganz  identisch 
sind.  Diesen  Satz  nennt  man  den  Eindeutigkeitssatz.  Er  zeigt,  daß 
eine  Funktion  in  einem  Intervall  höchstens  auf  eine  Weise  durch  eine  Potenz- 
reihe darstellbar  ist. 


§  80.     Anwendungen  der  Differentiation  der  Potenzreihen. 

1.  log(14-ir)  hat,    wie  wir  wissen,  die  Ableitung  l:{l-^x).     Nun  ist 
für  \x\  <  1 

=  1  —  X  -\-  x^  —  x'^-4-  ■  ■  ■ . 
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X  -{-  x^ —  x^-\-  ■  ■  ■  ist  aber  die  Ableitung  von 


X         X- 


d.  li.  f{x)  und  log(l  +  x]  haben  für  \x\  <^  1  dieselbe  Ableitung.    Sie  unter- 
scheiden sich  folglich  nur  um  eine  additive  Konstante: 

log{l-\-x)=f{x)  +  c. 
Setzt  man  x  =  0,  so  ergibt  sich  c  =  0,  und  es  ist  also  für  \x\  <<  1 

Diese  Reihe  hat  Nikolaus  Mercator*)  gefunden  (in  seiner  Logarithmo- 
!  technia,  1669).  Sie  hat  den  Konvergenzradius  1.  Für  x  =  —  1  ist  sie 
I  divergent.     Für  x  =  1  aber   ist   sie   konvergent  (vgl.  §  27),  und  man  kann 

daher  fragen,    ob    die   obige   Formel   auch   für   .i"  =  1    richtig   ist,    ob   also 

log 2  =  /■(!)  ist. 

Um  dies  zu  ermitteln,  bilden  wir  die  Differenz 

AI)  -  log(l  +  x]  =  —^ ^ 1 3 

und  lassen  x  nach  1  konvergieren  (0  <^x  <^1).     Dann  wird 

lim  log  (1  +a7)  =  log2. 
Stellt  sich  heraus 

lim  ' 


so  folgt  f{l)  =  log2. 
Nun  ist  aber 

1  —  X       1—  a::2i_3r;3 

i  2         '         3 

eine  alternierende  Reihe  vom  Leibnizschen  Typus  (vgl.  §  28).     Um  das  zu 
erkennen,  muß  man  sich  überzeugen,  daß  die  Funktion 

1  —  xP-'^       1  —  xP  ,  ^  „ 

für  0  <^  ic  <^  1  positiv  ist.     Ihre  Ableitung  lautet 

ist  also  für  0  <^  3;  <^  1  negativ.  Die  Funktion  nimmt  daher  bei  wachsendem 
,r  ab.  Da  sie  für  a;  =  1  verschwindet,  so  ist  sie  für  0  <^  .r  «c^^  1  positiv. 
Die  Summe  einer  alternierenden  Reihe  vom  Leibnizschen  Typus  liegt 
j immer  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Partialsummen.  Es  ist  also  ins- 
besondere 


*)  Nicht  zu  verwechseln  mit  dem  Geographen  Gerhard  Mercator,  von  dem  die 
Mercatorkarte  herrührt. 
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1-x-  ^-^^  <  /■(!)  -  logfl  +  a:)<  1  -  .T. 

Die    beiden    einschließenden    Zahlen    konvergieren    nach    0,     mithin     anch 
/■(!)  —  log(l  +  a").    Die  Mercatorsche  Formel  gilt  also  für  —  1  <;  a:  ^  l.j 

Die   Ableitung   von   log(l  +  a")   an    der    Stelle    x  =  1  lautet    — .    Die 
Reihe  — — [-- ■  •  •  hat  demnach  an  dieser  Stelle  die  linksseitige  Ab- 1 

L  ti  o  I 

leitung  — ,  während  man  durch  gliedweise  ausgeführte  Differentiation  "1  —  ij 

+  1  —  1  H findet  (vgl.  S.  47). 

Im  Falle  \x\  <<  1    bleibt   die  Mercatorsche  Formel  gültig,    wenn   man 
X  durch  —  X  ersetzt. 

Es  ist  also  für  |«|  <  1 


Daraus  folgt 


Setzt  man 


l„g(l  +  a.)  =  -^--  +  ^--.. 


1+X 

1 r  =  2/, 


so  lautet  diese  Formel 


Sie   gilt  für  jedes  positive  y.     Wenn   nämlich   x  zwischen   —  1   und  1 
variiert,  nimmt  y  jeden  positiven  Wert  an. 

Sind  p    und    q    zwei    positive    Zahlen,    so    geht    die    obige    Formel    für 
y  z=  p  :  q  über  in 


logp  —  log  9 


\p  +  q    '     S\p  +  qf'^  b\p  +  qf 


Diese  Formel  rührt  von  James  Gregory  her  (1668). 

Um  nun  z.  B.  log 2,  log 3,  logö,  d.  h.  die  Logarithmen  der  di-ei  ersten 
Primzahlen,  zu  finden,  kann  man  so  vorgehen.  Man  streicht  in  der  Zahlen- 
reihe alle  Zahlen,  die  andere  Primfaktoren  als  2,  3,  5  enthalten.  Von 
1  bis  100  bleiben  dann  nur  folgende  Zahlen  übrig:  1,  2,  3,  4,  5,  6,  8,  9,  10. 
12,  15,  16,  18,  20,  31,  25,  27,  30,  32,  36,  40,  45,  48,  50,  54,  60,  64,  72, 
75,  80,  81,  90,  96,  100. 

Wendet  man  auf  zwei  solche  Zahlen 

p  =  2«  3»  5%     q  =  2«'  3^'  b'' 
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die  Formel  für  log_p  —  logq  an,  so  ergibt  sich  eine  lineare  Gleichung  zwischen 
log2,  log3,  log  5.  Aus  drei  unabhängigen  Gleichungen  dieser  Art  lassen  sich 
log  2,  log  3,  log  5  angenähert  berechnen.  Die  Berechnung  gestaltet  sich  be- 
sonders bequem,  wenn  die  Differenzen  jj  —  q  gleich  1  und  die  Summen 
p  -{-  q  nicht  zu  klein  sind.  • 

Unter  den  oben  aufgeführten  Zahlen  haben  folgende  Paare  diese  Eigenschaft: 


^  =  16  =  24,     g  =  l5  =  3-5,            {p  +  q  = 
^  =  25  =  52,     ^  =  24  =  23.3,           {p  +  q  = 
p  =  81  =  S\     g  =  80  =  24.5.           (i?  +  g  = 
Sie  liefern  die  Gleichungen 

31) 

49) 

161) 

4,0g  2         log  3          ,og6-2(3\+3;^, +  ...), 

3,og2         ,og3+21og5  =  2(^*g  +3/^33  +...), 

41og2  +  4Iog3         >og6=2(/g^  +  3;g^,+  ...), 

und  aus  diesen  folgt: 

,og2  =  14(l+...)  +  10(l+...)+    6(1-+...), 

log3-22(3\  +  ...)  +  16(;g+...)  +  10(4+...), 

log5  =  32(3\+...)  +  24(/g+...)+14(4  +  ...). 

Wenn  man  von  den  drei  Reihen  nur  die  beiden  ersten  Glieder  nimmt  und 
die  übrigen  fortläßt,  so  ist  der  Fehler  bei  der  ersten  Reihe  kleiner  als 


5-315  \      '    312   '   314    '         /        5-313(312— 1) 


5-313(31  +  1)  (31  —  1)    ^5-305' 

ebenso  bei  der  zweiten  Reihe  kleiner  als  1:5-  48^  und  bei  der  dritten  kleiner 
als  1:5-160^.     Diese  drei  Fehler  sind  bezüglich  kleiner  als 

111 

108'     109'       1011' 

Daher  entstehen  bei  log  2,  log  3,  log  5  Fehler,  die  unterhalb  folgender  Grenzen 
hegen 

W+I^  +  i^  =  ^'^^^^^^^^^^^ 

W  +  -lö^  +  löii  =  0'000  000  23610 

32  24         14 

lö^  +  TO«  +  iöTi  =  ^'000  000  34414  . 

15* 
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Rechnet  man  die  Brüche 

1            1 

111 

1 

31'     3-313' 

49'     3-493'     161' 

3-1613 
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nur  auf  11  Dezimalen  aus,   so   entstehen  noch  Fehler,   die  aber  jedenfallsi 
kleiner  sind  als 

0,000  000  000  60  bezw.  0,000  000  000  96  bezw.  0,000  000  00140. 
Im    Ganzen   haben   wir   also   Fehler,    die   kleiner   sind   als   0,000  000 150  66i 
bezw.  0,000  000  237  06  bezw.  0,000  000  345  54. 
Die  Rechnung  vollzieht  sich  so: 

^  =  0,032  258  064  51 

öl 

— ^  =  0,000  011189  06 
0,032  269  253  57 

4  =-0,020  408163  26 
49 

"*■  0,000  002  833  28 


3-493 


0,020  410  996  54 


~  =  0,006  21118012 
161 


0,000  000  078  58 


3  • 1613 


0,006  211258  70 

Hieraus  findet  man 

log  2  =  0,693  147  06  758  (0,693  147  218  24) 
log  3  =  1,098  612  11  414  (1,098  612  351  20) 
log  5  =  1,609  437  65  100  (1,609  437  996  54). 

In  Klammern  stehen  die  zu  großen  Werte,  die  sich  durch  Hinzufügen  der 
Fehler  ergeben. 

Nach  dem  Obigen  wird  mit  fünf  richtigen  Dezimalen 

log  10  =  2,302  58. 

M  =  1:  log  10  ist  der  Modul  der  gemeinen  Logarithmen,  d.  h.  der  Logarithmen 
zur  Basis  10.     Setzen  wir  2,302  58  =  a  und 

log  10  =  a  +  d, 
so  ist  ö  <  0,000  Ol  und 


1             1  /.         (^        ^'^ 
if=-— -r,  =  —   1 r-. 
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M  liegt  also  zwischen 
und  erst  recht  zwischen 


1        j    1  /^         ^ 
—  und 
a 


a  \  a  I 


a  a  \  2 


Hiernach  findet  man  leicht,  daß  mit  fünf  richtigen  Dezimalen 

M  =  0,434  29 
ist. 

Für  die  Berechnung  der  gemeinen  Logarithmen  hat  man  jetzt  die  Formel 

Handelt  es  sich  um  zwei  Zahlen  zwischen  10^  und  10^,  so  ist  die  linke 
Seite  kleiner  als  1,  und  da  iTf^0,4,  so  ist  der  Faktor  von  M  auf  der 
rechten  Seite  kleiner  als  10  :  4.  Ersetzt  man  daher  31  durch  den  oben  be- 
rechneten Näherungswert  0,434  29  =  M',  so  entsteht  ein  Fehler  £,  der  kleiner 

ist  als  —  •  — ^,  mithin  kleiner  als  3  :  10^.    Um  nun  den  Logarithmus  einer 

Zahl  ^  +  1  zwischen  10^  und  10^  zu  finden,  schreiben  wir 


Log  ip+l)-  Log  102  =  ^  {Log  (?  +  1)  -  Log  q\ 

5=10= 

2  M' 


(7=10 

e,,  ist  dann  kleiner  als 


3-201^ 


^1  2  M'  \ 

=,l(2T-M  +  '')  +  '- 

r~^2Öl2"^         /  ""  3-201(2012—1)' 


also  kleiner  als  1  :  3  •  200^  =  1  :  24  •  lO^. 
24  •  106,  also  kleiner  als  5  :  lO^. 
Setzt  man 


^    2M' 


Log(^+l)=2+^^^_^^ 


ry=102 

und  rechnet  man  bis  auf  8  Dezimalen,  so  ist  der  Fehler  kleiner  als 
3     .      5     .    9  •  102 


105    '    105    •       108      » 

also  sicher  kleiner  als  1  :  10*. 

Will  man   nur  eine  vierstellige  Logarithmentafel*)  haben,   so  genügt  das 
obige  Verfahren. 


*)  Eine  solche  findet  der  Leser  im  „Taschenbuch  für  Mathematiker  und  Physiker" 
(Leipzig,  Teubner,  1909)  oder  in  der  trefflichen  kleinen  Logarithmentafel  von 
A.  Schülke.    Sie  läßt  sich  bequem  auf  zwei  Druckseiten  unterbringen. 
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2.  aretg.«  hat   die  Ableitung   1  :  (1  +  x^).     Im  Falle  x"^  <^  1   ist   aber 

Diese  Reihe  ist  aber  die  Ableitung  von 

Es  folgt  also,  daß  für  x^  <^  1  arc  tg  x  und  f{x)  eine  konstante  Differenz 
haben.     Da  für   .x  =  0  beide  Funktionen  verschwinden,   so  ist  für  x^  <^1 

X        x^   ,    x^ 
arctg.x  =  ---  +  ^---. 

Die  Reihe  konvergiert  auch  an  den  Grenzen  des  Konvergenzintervalls,  und 
es  entsteht  die  Frage,  ob  auch  dort  noch  die  obige  Gleichung  gilt.  Es  genügt, 
den  Fall  x  =  1  zu  behandeln. 

Setzen  wir 


so  wird 

s  —  arc  tg  X 


1         3^5 

) 

1—x       1  —  a^3 

1 

—  x^ 

1  3         '        5 


Wir  brauchen  nur  zu  zeigen,  daß  diese  Differenz  im  Falle  lima;  =  l 
nach  0  konvergiert.  Die  Reihe  ist  aber  eine  alternierende  vom  Leibniz sehen 
Typus.     Die  Funktion 

1  —  x^p  - 1        1  —  x^P  + 1 
2p  — 1  2p-\-l 

hat  nämlich  die  Ableitung 

—  x'^P-^-\-x'^p, 

die  für  x^  <^  1  negativ  ist.  Die  Funktion  nimmt  also  beständig  ab,  wenn 
X  von  —  1  bis  1  wächst.  Da  sie  für  x  =  1  verschwindet,  so  ist  sie  für 
xß  <C  1  positiv. 

Die  Summe  einer  alternierenden  Reihe  vom  Leibniz  sehen  Typus  liegt, 
wie  wir  wissen,  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Partialsummen.  Es 
ist  also  insbesondere 

1  —  .x3 
1  —  x ^ —  <^  s  —  arc  tg  a;  ■<  1  —  a; 

und  daraus  folgt  im  Falle  lim  /;  =  1 

lim  arc  tg  a?  =  s, 
d.  h.   arc  tg  1  =  s.     Die  Formel   für   arc  tg  x  gilt   also   auch  für  «  =  ±  1. 
Da   arc  tg  1  =  —  ist,  so  hat  man 

i  3^5  7  ^ 
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Diese  Reihenentwicklung  für  7r/4  ist  eine  der  ersten  mathematischen 
Entdeckungen,  die  Leibniz  im  Gebiet  der  unendlichen  Reihen  machte 
(1674).  Er  nannte  sein  Resultat  die  arithmetische  Quadratur  des  Kreises. 
Der    Kreis    Trr^    verhält    sich    zu    dem    umbeschriebenen    Quadrat   4/'2    wie 

Zur  angenäherten  Berechnung  der  Zahl  tc  eignet  sich  die  Leibnizsche 
Keihe  sehr  schlecht.  Um  nur  zwei  richtige  Dezimalen  zu  erhalten,  also  den 
Näherungswert  3,  14,  sind  über  300  Glieder  der  Reihe  nötig. 

Der  Astronom  John  Machin  hat  (1706)  folgende  äußerst  bequeme 
Methode  zur  Berechnung  von  rc  entwickelt.    Er  geht  von  dem  Winkel  a  aus 

(0<^«<C-^),    dessen  Tangente   gleich    1/5   ist,    und  addiert  ihn  so  lange 

zu  sich  selbst,  bis  er  eben  über  7r/4  hinauskommt.     Da 

tg2a 


tg  4« 


1— tg2a         12' 
2tg2a  120 


und 


1— tg22a        119 


tg|4« 


i'r\  _  tg4a  — 1  _     1 
TJ  ~~  t^V+1  ~  239 


so  sieht  man,    daß  erst  4  a  über  7r/4  hinausgeht  und  daß  die  Tangente  des 
Überschusses,  ebenso  wie  tg  a,  ein  Bruch  mit  dem  Zähler  1  ist.    Nun  hat  man 


1  1  1.1 

arc  i^  — 


und 


5  5        3  •  53    '    5  •  55 


4  a —  =  arc  tg  -— -  =    -     —  - — -— --  -j- 


4  "  239        239       3  •  239^    '    5  •  239^ 

also 

/ 1  1,1/1  1,1 


4<- 


)- 


4  \  5        3  •  53  "^        /       1239       3  •  2393   '    ' ' '/  ' 

Mit  Hilfe  dieser  Formel  berechnete  Machin  7r/4  bis  auf  100  Dezimalen. 

3.  (1  +  Ä")"  hat  für  ].r|  <^  1  immer  einen  Sinn,  was  auch  ,«  sein  mag, 
und  es  ist  nirgends  gleich  Null.     Für  a?  =  0  wird  es  gleich  1. 

Wir  wollen  eine  Potenzreihe  suchen,  die  für  \x\  <C  1  gleich  (1  +  .x)"  ist, 
und  bedienen  uns  dazu  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten. 

Diese  Methode  ist  zum  ersten  Male  von  Leibniz  klar  formuliert  worden 
(1693).  „Man  nimmt  die  gesuchte  Reihe  selbst  als  gefunden  an,  so  daß  die 
Koeffizienten  der  Glieder  im  weiteren  Verlauf  bestimmt  werden.  Auf  diese 
Weise  kann  man,  nicht  nur,  wenn  eine  Eigenschaft  einer  Linie  in  gewöhn- 
licher Rechnung,  sondern  auch,  wenn  sie  in  einer  Integral-  oder  Differeutial- 
oder  höheren  Differentialformel  gegeben  ist,  die  beliebig  verwickelt  sein  mag, 
immer  zu  einer  Reihe  gelangen,  mit  deren  Hilfe  das  Gesuchte,  falls  man  die 
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ganze  Reihe  betrachtet,  genau  dargestellt  wird,  falls  man  einen  Teil  der  Reihe 
anwendet,  mit  beliebiger  Annäherung.''  So  spricht  sich  Leibniz  über  die 
Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  und  ihre  Anwendungen  aus*). 

Wir  suchen  also  jetzt  eine  Potenzreihe,  die  für  |a;|  <^  1  gleich  (1  +  ^Y 
ist.     Wenn 

6-0  +  Ci  a:  +  C2x2  H =  (1  +  ory 

ist,  so  folgt 

Ci  +  2c2X^  ^c^x^-\ =  iit(l  +  a::)'"-i 

und 

(1  +  x)  (Ci  +  2C2X-}-  Sc^x^  +...)  =  ^,(1  +  xY 
Es  muß  also 

Ci  -1-  (2C2  +  ei)x  +  (3C3  -i-  2c2).r2  H =  ^^(Co  +  Ci«  +  c^x^  H ) 

sein.     Das  ist  der  Fall,  wenn  folgende  Gleichungen  stattfinden: 

Ci  =  (.ICq,     2C2  +  Ci   =  UCij     3C3  +  2C2  =  |«C2,    •  •  • 

oder 

/<  —  1  /i  —  2 

Cl  =  /'Co  ,     C2  = Cj  ,     Cg   =  ^ C2  ,    •  •  •  . 

Da  Co  =  1  sein  muß,  weil  (1  +  x)"  für  a:  =  0  gleich  1  wird,  so  ergibt  sich: 

co-1,  ci--,  e->-     -L.2    '  ^3- YTYTl '  ■■■ 

oder,  wie  man  zu  schreiben  pflegt,  c^.  =  (' 

Nun  muß  aber  noch  bewiesen  werden,  daß  die  Potenzreihe 

wirklich  die  gewünschte  Eigenschaft  hat.  Diesen  Nachweis  pflegen  sich  die 
älteren  Analytiker  (z.  B.  auch  Leibniz)  zu  sparen.  Sie  sind  froh,  daß  die 
Koeffizienten  bestimmt  sind,  und  zweifeln  keinen  Augenblick  daran,  daß  die 
gefundene  Reihe  das  Verlaugte  leistet.     So  dürfen  wir  es  nicht  machen. 

Die  erste  Frage,  die  wür  zu  beantworten  haben,  ist  die,  ob  die  gefundene 
Reihe  auch  wirklich  fiü-  1.-^1  <;  1  konvergiert.  Im  Falle  |U  =  0,  1,  2,  3,  •  •  • 
ist  die  Frage  belanglos,  weil  die  Reihe  abbricht.  Wenn  (i  von  0,  1,  2,  •  •  • 
verschieden  ist  und  x  nicht  verschwindet,  wird 


Un  +  X  l-^ii  —  n 

'X 


,     also  lim  — ^^—  =  \x\  ■ 


Ua  n 

Die  Reihe  hat  also  den  Konvergenzradius  1. 

Die  zweite  Frage  ist  die,  ob  die  Summe  f[x)  der  Reihe  wirklich  (1  -{-  a?)" 
ist.     Das  einzige,  was  wir  von  der  Reihe  wissen,  ist  die  Eigenschaft 

{l  +  x)f'[x)  =  ^if[x).  (N<1) 


Ostwalds  Klassiker,  Nr.  162. 
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So    haben   wir    nämlich    die   Koeffizienten    bestimmt.      Nun    hat    aber    auch 

?/  r=  (1  -f-  xY'  die  Eigenschaft 

{l-i-x)y'=  i-itj. 
Daraus  folgt 

oder,  da  y  nirgends  verschwindet, 

yf'^x)  —  y'f{x)       ^ 


d.h. 


im'-.      a.so^=c. 


(f)-- 


Setzt  man  x  =  0,  so  erkennt  man,  daß  c  =  1  ist,  mithin  f{x)  =  y. 
Damit  ist  erst  bewiesen,  daß  für  |,x|  <^  1  stets  die  Entwickelung 


:i  +  .r)."  =  l  +  (*").r+('^').T2  + 


gilt.     Das   ist  Newtons   Binomialformel,    die   man   auf  seinem  Grabstein  in 
der  Westminsterabtei  eingemeißelt  findet. 

Auch  hier  stellt  sich  wieder  die  Frage  ein,  wie  es  mit  der  Gültigkeit  der 
Formel  an  den  Grenzen  des  Konvergenzintervalls  steht.  Der  Fall,  daß  ^.i 
einen  der  Werte  0,  1,  2,   •  •  •   hat,  ist  hierbei  auszuschließen.     Da 


(::)=(. 


1  +  ;U  —  n 


Jlf  \il  —  1/  71 

ist  und  |t<.  —  n  bei  genügend  großem  n  negativ  wird,  so  ist  die  Reihe 

von  einer  bestimmten  Stelle  ab  alternierend.     Für  1  +  ,«  ^  0  ist 

\n-lj\ 

Die  Reihe  erfüllt  also  nicht  einmal  die  notwendige  Konvergenzbedingung 
lim  j '  1=0.  Für  1  +  «  >>  0  hat  die  Reihe  von  einer  bestimmten  Stelle 
^b   den  Leibnizschen   Typus  (vgl.  S.  84).     Es   kommt   nur   darauf  an,   ob 


j  =:  0  ist.     Da  bei  genügend  großem  n 


ic:) 


n  —  1 


<l 

ist,  so  konvergiert    ('    j   nach  einem  Grenzwert  /  (vgl.  §  5).     Nun  hat 


aber 
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\n-i-pj  \nj\        n+lj        \        n+pj' 

\{  ^^   ]|<|(M|(i_^_i+lf. 

\\n+pl\  ^Wn-IW        n  +  pj 


Insbesondere  ist 

Un)\<m~'T)- 

Hieraus  ergibt  sich  im  Falle  lim  71  =  co 

.it  +  1 

mithin  1  =  0,  da  ^a+1^0  angenommen  wird  und  daher  e      ^    <^  1  ist. 
Um  nun  zu  erkennen,  ob  für  1  -\-  /.i  ^0 

ist,  bilden  wir  die  Diiferenz 


(1 


+  .r) "  =(■")(!-  ;r)  +  (  2  )  (1  -  ^')  + 


und  sehen  zu,  ob  sie  im  Falle  lim  «  =  1  (0  <^  ic  <^  1)  nach  Null  konvergiert. 
Jedes  einzelne  Glied  konvergiert  nach  Null.  Da  es  aber  unendlich  viele 
Glieder  sind,  können  wir  nicht  sicher  sein,  ob  sich  die  Summe  ebenso  ver- 
hält (vgl.  S.  214).  Um  das  nun  zu  ermitteln,  wenden  wir  auf  die  Reihe  folgende 
Umformung  an  (vgl.  S.  121).     Wir  setzen 


1 
Dann  ist 


(';)=n-r„('^)  =  .,-r,, 


und  unsere  Reihe  verwandelt  sich  in 

(n  -  r^)  {l-x)  +  {r,  -  r,)  (l  _  x-2)  +  .  •  • . 
Ihre  71 -te  Partialsumme  lautet 

Ti  (1  —  a-)  +  ^2  {x  —  x^)-\- h  rn  (.«"- '  —  X")  —  r„  +  i  (1  —  x'') . 

Sie  hat  wegen 

lim(n,  +  i(l  _a;«)}  =  0 

denselben   Grenzwert  wie  7\  (1  —  x)  +  72  {x  —  x^)  +  •  •  •  +  *«  (a;'* ~  ^  —  x"^), 
und  wir  können  daher  schreiben 

5  —  (1  +  x)'"-  =  (1  —  x)  [r^  -\-  r.jx  -}-  r^  x^  -\-  ■  ■  ■)■ 
Wegen  der  Konvergenz  der  Reihe  1  +  I  '.,  )  ~i"  (  9  )  ~i"  ' ' '   ^^^^  ^^^*  ^^® 
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r,i  ihrem  Betrage  nach  kleiner  als  e.     Es  seien  etwa  n-,  n  +  i,  • 
sohlt  genommen  kleiner  als  e.     Dann  ist 

■  •  alle  ab- 

und 

1^  -  (1  +  41  <  (1  -  -^j  (Inl  +  ■  ■  •  +  |n-i|)  +  €. 
Sobald 

1      -<[,-,!  +  . ..H-|.,_,|' 
wird 

|5  — {l+4"l<2£. 

Daraus  ersieht  man,  daß 

lim  (1  +  xY  =  2"  =  5 
ist. 

Nun    bleibt    noch    der    Fall    x=  —  1    zu    untersuchen.     Da  lautet  die 
Binomialreihe 

oder,  wenn  man  /t  =  —  /n'  setzt, 

"^l"^l-2~^         1.2-3  "•" 

Es  besteht  aber  die  Relation  (vgl.  S.  34) 

1  ■  2  ■■■  p 

^  (/+l](/t-+2)---(^6^+p)  _  {ß'+l)ifi'+2)---{^i'-hp-l) 
1  ■  2  ■■■  p  1  ■  2  ■■■  [p  —  l) 

Man  hat  also 

1  =  1 

11 

m'(/+1)^C"^+1)(,»^4-2)       /.'+1 
1-2  1-2  1 


Daraus  folgt,  daß  die  {n-\-  l)-te  Partialsumme  der  Reihe  so  lautet: 


(^t'+l)(^.'+2)-..(/+^) 

Oll    


1  -2    -n 

Im  Falle  ,«' ^  0  sind  alle  Faktoren  größer  als  1  und  5^,  «2,  53,  ■  •  ■  ist  also 
eine  aufsteigende  Folge.  Es  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  lim5„  =  00  ist. 
Man  hat  nämlich 
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also 

und  daher  kann  lim  Sp  „  =  lim  s^  nicht  kleiner  sein  als 


g,t  g  i . . .  g ;)  __  g 


Wegen  der  Divergenz  von  1  +  -^  +  -^  +  • '  •    läßt  sich  diese  Zahl  be- 
liebig groß  machen. 

Im    Falle    /<  <  0    ist    also    die    Reihe    1  —  ( '"  )  -f  (  o  I  ~  (  q  I  +  '  • 
divergent.  \lf       \^l       \öl 

Wenn  ;it  >>0,  also  ^t'<  0,  läßt  sich  zeigen,  daß  lim5„  =  0  ist.    /.t  liege     j 
zwischen   den   ganzen   Zahlen   k  —  1    und   k.     Dann   können   wir   im   Falle 
n  ^  k  schreiben 


^    .    f.i'       n  —  1:1  n  —  f.1  n  —  k-{-l 

1  H 


n 
und  daraus  folgt 


(-fl  (-.^^.)<,THRr.T,' 


mithin 


u.{(i.,|:)..(i 


k  +  n  —  lj) 


also  auch  lim  5,^  =  0. 

Im  Falle  jff  >>  0  ist  demnach 


{'i)H'2)-(t 


+  •••=0. 


.  Betrachten  wir  als  Wert  des  Symbols  (1  —  1)"  den  Grenzwert  von  (1  +  xY' 
für  limr  =  —  1  (a;  >■  —  1),  der  im  Falle  /<  >>  0  gleich  Null  ist,  so  ergibt 
sich,  daß  die  Binomialformel  ihre  Gültigkeit  bewahrt,  wenn  x  :^  —  1,  aber 
zugleich  i-i  ^  0  ist. 
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Wir  haben  also  folgendes  ermittelt.  u  sei  von  0,  1,2,  •••  ver- 
schieden.    Dann  gilt  die  Newtonsche  Formel 

für  \x\  <;  1  aber  nicht  für  |.r|  ^  1, 
für    a?  =  1  nur,  wenn  u  >  —  1, 
für    X  =  —  1  nur,   wenn  jtt  >  0  ist. 

Die  Ungültigkeit  der  Binomialformel  zeigt  sich  immer  darin,  daß  die  Reihe 
divergent  wird.     Das  geht  aus  den  obigen  Betrachtungen  hervor. 
Läßt  man  u  nach  Null  konvergieren,  so  strebt 

(1  +  a;)'"  —  1  /    ^       i  \ 

* — ^ — '- te  >>  —  1) 

dem   Grenzwert  log  (1  +  x)   zu.     Das   ist  nämlich    die   Ableitung   von  cp  [u) 
=  (1  +  x)^  an  der  Stelle  u  =  0. 

Wenn  —  1  <<  a;  ^  1  ist,  so  haben  wir  nach  der  Binomialformel 

Wenn  wir  /.i  zwischen  0  und  1  liegen  lassen  und  0  ^  «  ^  1  annehmen, 
so  haben  wir  auf  der  rechten  Seite  eine  alternierende  Reihe  vom  Leibniz- 
schen  Typus.     Es  ist  daher 


_/l_M        li  f'      \x>       [l  +  xr 

\  1}        \  2p-ll2p^  ^i 


Daraus  folgt  für  lim  ^i  =  0 


Lassen   wir  jetzt  p   unbegrenzt   zunehmen,    so   konvergieren   die   beiden 
einschließenden  Werte  nach  x ^  +  •  •  •  ^nd  es  ergibt  sich 

x^       x^ 
log(l  +  :z;)  =  x--  +  y+---, 

zunächst  nur  für  0  ^  .x  ^  1. 

Liegt  x  =  —  x'  zwischen  0  und  —  1  und  lassen  wir  fi  =  —  ,ti'  negativ 
sein,  so  wird 
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f.i'  möge  nun  absteigend  nach  Null  konvergieren.    Dabei  verkleinern  sich  die 
Glieder  der  Reihe.     Wir  können  also  sagen,  daß 


ist,  mithin  auch 


'->. 

-log(l  +  a^: 

]^x' 

I^i'q  sei  der  Anfangswert  von  /i'   und 


Dann  ist 


und  daher  auch 

-log(l  +  :r)^a.'+^'+---+y  +  Äp. 

Lassen  wir  p  unbegrenzt  zunehmen,  so  wird  limi^^,  =  0  und 

(x'P\  x'^ 

x'+...+-)=.x'+-+.... 

Es  ergibt  sich  also  auch  für  —  1  ><^  ;r  "Ci^  0 

log(l  +  ^)  =  ^-^  +  f . 

Diese  Reihe  gilt  demnach  für  —  1  <[  a:;  ^  1 ,  aber  auch  nur  dann,  weil 
sie  sonst  nicht  konvergiert.  Dieses  Resultat  fanden  wir  auf  anderem  Wege 
in  Nr.  1  dieses  Paragraphen.  Die  obige  Ableitung  der  logarithmischen  Reihe 
aus  der  Binomialreihe  stammt  im  Wesentlichen  von  Edmund  Halley  und 
steht  in  einer  Abhandlung  über  die  Berechnung  der  Logarithmen  (1695). 

4.  Leibniz  leitet  in  der  oben  ziterten  Abhandlung  über  die  Methode  der 
unbestimmten  Koeffizienten  auch  die  Reihen  für  cosa:  und  sin.r  nach  dieser 
Methode  ab.     Aus  y  =  cos.x  folgt 

y'  =  —  sin  X ,  y"  =  —  cos  x , 

d.  h.  y"  -\-  ?/  =  0-  Auch  y  =  sinx  hat  die  Eigenschaft  y"-\-  y  =  0.  Beide 
Funktionen  sind,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  Lösungen  der  Differentialgleichung 
?/"-]-?/  =  0.  Offenbar  ist  auch  a  cos  x -\- b  s'm  x  eine  solche  Lösung,  wenn 
a  und  b  ii'gendwelche  Konstanten  sind. 

Nun  sucht  Leibniz  Potenzreihen,  die  dieser  -Differentialgleichung  ge- 
nügen.    Er  setzt 

?/  =  Co  +  qa;  +  CaX^  _[_  c^x^  +  •  •  •. 
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Dann  wird 

?/"  =  2  •  IC2  +  3  •  2csx  +  4  ■  3c4x2  +  •  •  •, 
also 

2/  +  /  =  (Co  +  2  •  IC2)  +  [c,  +  3  •  2C3)^  +  (C2  +  4  •  3c,)a;2  H . 

Wenn  nun  die  Gleichungen 

Co  +  2  •  IC2  =  0,  Ci  +  3  •  2C3  =  0,  C2  +  4  •  3c4  =  0,  •  •  • 
stattfinden,  ist  y  -\-  y"  =^  0.     Diese  Gleichungen  liefern  aber 

^2  —  —  2!'     ^  ~"4!  '     ®  "^       6!  ' 

q  Ci  _         ^1 

C3  --ff)   "^^-"31'   ""'  ~~5!  '  ■  ■  ■' 
also 

?/  =  Co(l-^  +  ^ )  +  '^r-3!  +  5! )• 

Die  gefundene  Reihe  ist  beständig  konvergent  und  eine  Lösung  von  y"  -\-  y  =  0, 
wie  auch  die  Konstanten  Cq  und  Ci  gewählt  werden  mögen. 

Setzen   wir   zur  Abkürzung   cos  x  =  u,    sin  x  =  v   und   bezeichnen  mit 
y  die  obige  Potenzreihe,  so  ist 

y"  -\-y  =  0,  u"  -\-  u  =^  0,  v"  -\- v  =^  0. 
Daraus  folgt 

Ulf  —  yu"=  0,  vif  —  yv"  =  0, 
d.  h. 

{uy'  —  yu'f  =  0,  [V2j'  —  yv')'  =  0, 
und  daher 

uy'  —  yu'  =  a,  vy'  —  yv  =  ö  [a^  h  konstant) 

oder,  ausführlich  geschrieben, 

y'  cos  X  +  2/  sin  x  =  a, 

y'  sin  X  —  ?/  cos  x  =  b. 

Multipliziert  man  die  erste  Gleichung  mit  cos  x  (oder  sin  x)  und  die  zweite 
mit  sin  x  (bzw.    —  cos  x),  so  erhält  man 

y'  =  a  cos  X  -{-  b  sin  X,  y  =  a  s,in  x  —  b  cos  x. 
Für  X  =  0  ergibt  sich  hieraus,  wenn  man  bedenkt,  daß 


y' 

= 

— 

'nrr 

-|r+-)  +  M^-fi 

ist, 

Ci  =  a,  Co  =  —  ö. 

also 

d.  h. 

y  =^  Cq  cos  .r  -f-  Ci  sin  x, 

cos  X 

= 

1  - 

X- 

"2! 

^4! 

x3 
—  •  •  • ,   sm  X  =  x  —  ^ 

5! 
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Den  Nachweis,  daß  y  gleich  Cq  cos  x -\- c^  sin  x  ist,  hält  Leibniz  für  über- 
flüssig.    Das  ist  aber  nicht  korrekt. 

Aus  dem  Obigen  ist  übrigens  zu  entnehmen,  daß  jede  Lösung  der  Diffe- 
rentialgleichung y" -\- y  z=  0  sich  aus  den  beiden  speziellen  oder,  wie  man 
zu  sagen  pflegt,  partikulären  Lösungen  cos  x^  sin  x  linear  zusammen- 
setzen läßt.  Ist  nämlich  z  eine  Lösung  jener  Diö"erentialgleichung,  so  hat 
man  %'  WA  x  -\-  z  sin  x  =  B,  z'  sin  x  —  z  coä  x  =  —  Ä  [Ä,  B  konstant), 
und  daraus  folgt  z  =  ^  cos  a;  +  ^  sin  x.  Die  Funktionen  cos  x,  sin  x  und 
ihre  linearen  Kombinationen  sind  also  durch  die  Eigenschaft  y"  -\-  y  =z  0 
vollkommen  charakterisiert. 

Welche  Funktionen  genügen  der  Difl'erentialgleichung  y"  —  y  =  0,  welche 
der  Differentialgleichung  y'  =  y,  welche  der  Differentialgleichung  y'  =  y  —  x? 
Die  letzte  Differentialgleichung  ist  die  von  de  Beaune  (vgl.  S.  186).  Leibniz 
löst  sie  in  der  Abhandlung  von  1693  nach  der  Methode  der  unbestimmten 
Koeffizienten.     Der  Leser  möge  dies  ebenfalls  tun. 

5.  Um  die  Potenzreihe  für  y  =^  arc  sin  x  zu  finden,  kann  man  sich  dar- 
auf stützen,  daß 

1 

Vl-x^ 
ist  und 


(Vi  —  ^2)3 

also 

(1  —  x^]  y  —  xy'  =  0. 

Dieser  Differentialgleichung  sucht  man  nun  durch  eine  Potenzreihe  zu  genügen. 
Setzt  man 

y  =  C(,  +  CiX-i~c.2x'^+  ■  •  •, 
so  wird 

y'  =  Ci  -\-  2ciX  +  303^2  -)-  4c4a;3  +  •  •  • , 
—  xy'  =         —  q  a?  —  2  C2  .x2  —  3  C3  a:^  —  •  •  • , 

?/"  =  2  •  IC2  +  3  •  2C3X  +  4  •  3c4a^2  _|_  5  .  4c^^3  +  •  •  • , 
—  xHj'^  —  2  •  lc2a;2— 3  ■  2c3a:3—  •  •  •, 

also 

(1  —  x'^)y"  —  xy'  =  2  •  IC2  +  (3  •  2 C3  —  c^)x  +  (4  ■  3C4  —  2'^c<^x'^ 

+  (5-4C5-32c3)iC3^ , 

und  man  kommt  zu  den  Gleichungen : 
0  =  C2  =  C4  =  •  •  • , 


Ci               32ci              32  •  52ci 

C3  —  3j    ,    C5—     ^,    ,    C7_           ^,          , 

■  ■  '  7 

\x         1  x"^        1-2,  x^         1-3-5 
il2    3~^2-4    5     ^     2-4-6 

^- 

wonach 

ist.     Diese    Reihe    hat   den   Konvergenzradius    1    und   im   Innern    des   Kon- 
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vergenzintervaUs  genügt  sie  wie  arc  sin  x  der  Differentialgleichung  (1  —  x"^)  f/' 
—  xy'  =  0.     Setzen  wir  arc  sin  x  =  u,  so  ist  also 


(1 

-x^]y"- 

xij'  =  0, 

(1 

—  X^)tl"- 

xu'  =  0. 

Daraus  folgt, 

weil  X 

und  1 

—  2;2  nicht 

gleichzeitig 

verschwinden 

können 

Nun  ist 

u'y"-y' 

u"=0. 
1 

'*     yi 

—  .X2 

von  Null  verschieden. 

Wir 

können  also  schreiben 

u^ 

r-y' 

z/2 

^=0,d. 

h.  -^    konstant. 
u 

Da  ?/'  =  q  -|-  •  •  • ,  so  ist  die  Konstante  gleich  c^  und  y'  —  Cj  w'  =  0,  d.  h. 
//  —  Ci  u  konstant,  u  und  y  verschwinden  aber  für  x  =  0.  Daher  ist 
y  z=  dUj  also 

X    ,     1  x^    ,    1  ■  3x'^    , 
arc  sm.r=-  +  -^-  +  — -+.... 

Die  Formel  ist  auch  an  den  Grenzen  des  Konvergenzintervalls  gültig.  Es 
genügt,  dies  für  ic  =  1  zu  zeigen.  Wenn  0  <^  a;  <^  1  ist,  so  gilt  die  obige 
Formel  und  alle  Glieder  sind  positiv.     Daher  ist 

X         1    a;3   ,  l-3---(2o— 1)     «2i>  +  i  ^  .^ 

T  +  TT+---+     2.A...2P     -2^Tr<^^-^^"^<T- 

Läßt  man  x  nach  1  konvergieren,  so  ergibt  sich,  daß  auch 
.,11,  _^l.S...[2p-l)         1 


2     3'  '         2  -4.  ■■■  22)         2p  + 1 

TT 

nicht  größer  als  —  sein  kann.     Das  gilt  nun  für  ^  =1,  2,  3,  •  •  • ,  und  dar- 
aus folgt  (vgl.  S.  12)  die  Konvergenz  der  Reihe 


^^¥W^A-^ 


Offenbar  ist 


X,  ,    l-3---(2j>-l)    x^P  +  ^   ^  .        ^,^1       1 

T+---+       2.4---2J.       2:^+l<"^-^^^°^<^+yT 

^2.4     5^        ' 
und  hieraus  ergibt  sich  für  lim  a:;  =  1 

Kowalewski,  Analysis  i&s  Unendlichen.  16 
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1_  1-S...{2p-1)        1        ^^.^1    ,     1       1 

1~^        "^        2-4--2j?        2_?9  +  l=2—     ^2      3 

^2-4     5  ^ 
Läßt  man  j>  unbegrenzt  zunehmen,  so  gewinnt  man  die  Formel 

2  ^2      3^2-4     5^ 

Nachdem  man  weiß,  daß  arc  sin  rr  in  dem  Intervall  (—1,  1)  durch  eine 
Potenzreihe  darstellbar  ist,  kann  man  schließen,  daß  dasselbe  für  (arc  sin  x)^, 
(arc  sin  .r)3,  •  •  •  gilt.  Denn  man  kann  diese  Potenzen  nach  der  Regel  für 
die  Multiplikation  absolut  konvergenter  Reihen  (vgl.  §  30)  bilden.  Nachdem 
man  einmal  w^eiß,  daß  (arc  sin  x) 2,  (arc  sin  ir)3,  •  •  •  in  Potenzreihen  ent- 
wickelbar sind,  kann  man  diese  Reihen  nach  der  Methode  der  unbestimmten 
Koeffizienten  herleiten.  Aus  7j  =  (arc  sin  or)'^  folgt  z.  B.,  wenn  man  arc  sin  x 
=  u  setzt, 

y'  =  2uu', 

qj"  =  2u"^-\-  2uu". 

Nun  ist  aber  (1  —  x'^)u"  —  xii'  =  0  und  m'2  =  1  :  ( 1  —  x^),  mithin 

(1  —  x^)y"  —  xy'  =  2. 

Man  kann  von  vornherein  sagen,  daß  y  nur  die  geraden  Potenzen  von  x 
enthält.  Außerdem  fehlt  das  konstante  Glied  und  der  Koeffizient  von  x^ 
ist  1,  so  daß  man  hat: 

y  :=  X'^  -\-  C2X^  -\-  C^X^  -\-  ■  '  ■ , 

also  y'  =  2x  -\-  4:C2xß  -\-  Gc^x^  +  •  •  • ,  ferner 

7/"  =  2  •  1  +  4  ■  dc.^x'^  +  6  •  bc-ixA  H , 

—  xhj"=  —2  .1x^  —  4:  -Sc^x^ , 

—  xy' =  —  2x^—  4:C2X^  —  ■■  • 

und  schließlich 

(1  —  x^)y"  —  xij' =  2  +  [4.  ■  3c2  -  2^)x^  +  (6  ■  ÖCg  —  42c2)a:4  -\ =2. 

Man  findet  demnach 

22  22  •  42 

''^^S"!'  ^=^  ^  3  .  4  •  5  •  6  '  ■■■' 
mithin 

.      .„         .    ,    2  .x^      2.4  a;6      2-4-6  x^ 

Man  kann  übrigens  die  Arcussinusreihe  auch  mittelst  der  Binomialformel 
ableiten.     Nach  dieser  ist  für  x^  <^  1 

[avcBmxy=^^^=L=  =  {l-x^)-\=l+^x^  +  ^x^  +  ---. 
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Diese  Reihe  ist  aber  die  Ableitung  von 

1    .r3        1  •  3  a;5 

usw. 

6.  Die  Potenzreihe  1 -]- c^t -\- a^x"^ -\- >  ■  •  habe  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Konvergenzradius.     Wir  wollen  eine  Potenzreihe  für  1  :  {1 -\- CiX 

-\-  c-iX^  -\-  •  ■  •)  suchen. 

|ci|  cc  +  \c^\  x'^-\-  •  •  ■  hat  denselben  Konvergenzradius  wie  Cj  x  +  C2x'^-\ . 

Lassen  wir  x  nach  Null  konvergieren,  so  wird  lim  ([c^j  x  -j-  \c-i\  x"^  -{-  •  •  •)  =  0*). 
Wir  können  deshalb  ein  positives  r  so  wählen,  daß 

R  =  \c,\r+\c.,\r^+---<l 

ist.     Beschränken  wir  x  auf  das  Intervall  ( —  r,  r),  so  ist 

X  =  —  c^x  —  c-ix^  —  •  •  • 

seinem  Betrage  nach  kleiner  als  i?,  und  wir  können  daher  schreiben 

X^,  X^,  •  •  •  lassen  sich  als  Potenzreihen  schreiben  und  man  darf  1  +  -S^ 
-\~  X^  +  •  •  •  ii^ch  Potenzen  von  x  ordnen.  Die  Glieder  der  Potenzreihen 
X,  X^,  X^j  ■  ■  •  bilden  nämlich  zusammen  eine  absolut  konvergente  Reihe; 
denn  ihre  Beträge  sind  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Potenz- 
reihen R,  i?2,  i?3^  . .  .^  und  i?  +  i?2  _|_  j^3  _j_  .  . .  ist  konvergent  (vgl.  §  32). 

Es  gibt  also  eine  Potenzreihe  1  + /i^"  + /2^^  +  •  •  •?  tlie  in  dem  Inter- 
vall (—  r,  r)  gleich  1  :  [1  -{-  c^x -\-  c-ix"^  +  •  •  •)  ist. 

Nachdem  man  dies  weiß,  kann  man  die  Reihe  nach  der  Methode  der  un- 
bestimmten Koeffizienten  herleiten. 

Aus 

folgt 

1  =  (1  +  q  .X  +  C2X2  _i_  .  .  .)  (1  +  ..^  ^  +  y^^l  +  .  .  .) 

=  1  +  (q  +  7i).T  +  (C2  +  c,y,  +  y^)x^  +  •  • .. 
Es  müssen  also  folgende  Gleichungen  stattfinden: 

0  =  C2  +  Ci/i  +  ;/2, 

0  =C3  +  C2;'i  +Ci/2  +  r3, 


Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich /j ,  y^.  •■■  der  Reihe  nach  berechnen. 
Man  kann  übrigens  auch   die  Konvergenz   der  Reihe  '^ -\- y^x -{- y2^'^~\~  '  " 


*)  Jede  Potenzreihe   ist  im   Innern  ihres  Konvergenzintervalls  stetig,  weil  sie 
dort  überall  eine  endliche  Ableitung  hat. 


16* 
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in  einer  gewissen  Umgebung  von  .r  =  0  direkt  nachweisen  und  braucht  dann 
gar  nicht  den  Existenzbeweis,  den  wir  zu  Anfang  gaben. 
Aus  den  Gleichungen  für  die  /  folgt  nämlich 

N^hl  +  icillnl, 


Multipliziert  man  diese  Ungleichungen  mit  r,  r^,  r^,  ■  ■  •  und  addiert  dann  die 
p  ersten,  so  ergibt  sich 

\-A\r-\ ^7i\rP 

^  IcijrH h  \c,\rP+  \yi\r{^Ci\r-\ h  Cp-i\rP-']  -\ h  \yp-i\rP-%\r. 

Um  so  mehr  gilt  also  die  Ungleichung 

\yi\r+---  +  \yp\rP<B+{\r,]r+...  +  \y,\rP}R, 
d.h. 

\n\r+---  +  \yp\rp<^^- 

Damit  ist  die  Konvergenz  der  Reihe  |/i|r  +  |/2|^'^+  •••  bewiesen,  d.  h. 
die  absolute  Konvergenz  von  1  -\-  y^x-\-  y^x^-^-  •  •  •  in  dem  Intervall  ( — r,  r)  . 

Wenn  in  einer  Potenzreihe  <7o+ Cj.r  +  02.^2+  •••,  die  einen  von  Null 
verschiedenen  Konvergenzradius  hat,  Cq  =1=  0  ist,  so  gibt  es  eine  Potenzreihe, 
die  in  einer  gewissen  Umgebung  von  Null  gleich  1  :  (Co+  C\^  -\~  ^2-^^+  •  ■  •) 
ist.     Man    erkennt    dies    sofort,    wenn    man    die   Potenzreihe    in    der    Form 


e.( 


^1  x^^x'^-\-  •••)  schreibt. 


Aus  dem  obigen  Satze  kann  man  z.  B.  schließen,  daß  es  eine  Potenzreihe 
für  X  cot  X  gibt.     Man   hat   nämlich   in   einer   gewissen   Umgebung  von  Null 

-^  =  ^^— I =  1  +  71  --^2+  /2^^  + 

3!"^5! 
Multipliziert  man  diese  Potenzreihe  mit 

cosx  =  l-2T  +  j, , 

so  ergibt  sich 

X  cot  a:  =  1  +  «1  x2+  «2-^'*+  •  •  •  • 

Ebenso  läßt  sich*) 


X  cth  .r  =  X 


*)  Der  Leser  erinnere  sich,  daß  Kosinus  und  Sinus  hyperbolicus  durch  die 
Gleichungen  c/tx  =  -„-  'e^  +  e-^),  s}ix  =  -^  'c^  —  e-^)  definiert  sind.  Kotangens  hy- 
perbolicus ist  der  Quotient  von  chx  und  shx  (cth  =  chx:shx]: 
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in  eine  Reihe  von  der  Form  1  +  A-^^+ i^2*"*+  •••    entwickeln.     Man    hat 
ncämlich 

2         ~     "^  "2I  ~^  ^  "^  "  ' 

und  X  cth  X  ist  der  Quotient  aus  beiden  Reihen. 
Schreibt  man 

SO  sind  B^,  B^^  •■■  die  sogenannten  Bernoullischen  Zahlen. 

Da 

2x6^"^+! 

X  cth  x  =  — —  —, 

2  e^^—  1 

ist,  so  kann  man  der  obigen  Formel  auch  folgende  Gestalt  geben: 

X  e*+  1  X  X      B^x-       B^x^ 

Te^—  1  ~~  Y"^  e^— 1  ~     "^^!  4!~"^         * 

Man  hat  dann,  um  die  B  zu  finden,  nur 

X  1 


^  2!^  3!  ^ 

in  eine  Potenzreihe  zu  verwandeln.    Es  ergibt  sich  auf  diese  Weise  B^=  -— . 

11  " 

^2=3Ö'    ^^=42'"- 

Die  Bernoullischen  Zahlen  kommen  in  einem  interessanten  Werk  Jakob 
Bernoullis  vor,  der  „ars  conjectandi"  *).  In  diesem  Werk  findet  man  auch 
die  Anwendung  der  Bernoullischen  Zahlen  zur  Berechnung  der  Potenz- 
summen 1^'+  2P+  •  •  •  +  (?^  —  1)",  allerdings  ohne  Beweis. 

Wenn  man 

f[x)  =  1  +  e^+  e2^H f-  e("-i)^ 

j^-mal  differenziert,  so  ergibt  sich 

fp)[x)  r=  ii^e^-f^2^e2^H f-  (^*  —  l)^e("-i)^. 

Also  wird 

Sp=  1P+  2^H h[n  —  1)P=  fP\0) . 

j       Entwickelt  man  f[x)   in  eine  Potenzreihe  Co4- q 2;  +  620^24- ••  •,    so    ist 
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Weise  erhalten.     Mau  hat 


— ;— ,    also  s^=p\Cn.       Diese    Entwicklung   läßt    sich    auf   folgend« 

pl  t  X  1 


m 

Q-nx. 

—  1 

e^- 

-  1 

oder 

m 

c" 

X  

X 

-  1 

X 

e^~ 

Nun 

ist  1 

aber 

X 

1  _ 

n  + 

^+ 

3! 

und  : 

nach 

dem 

Obigen 

X       Bix^      B,xi 


e^—1  2    '      2! 

mithin 


Der  Koeffizient  von  x.v  lautet 


«i'  +  i  nP  B^nP-^  B^nP-^ 


(_p  +  l)!       2-jj!    '    2!(_p  — 1)!        4!(_p  — 3)! 
(bis  zu  einem  Gliede  mit  n  oder  n-). 
Demnach  ist 


„p+l 

nP 

Y 

is  zu 

pB.nP 
einem 

Gliede  mit  ?* 

—  lli 

■'  i>+l 

oder 

Z.  B.  hat  man 

5i  = 

"~  Y~ 

r* 

Y' 

sr- 

~  3 

'  Y^  Y' 

s-y- 

'Y  +  T' 

Sy 

^^5 
~  5 

7*4         7?3 

"2  +  3 

3Ö' 

sy- 

71^ 

~  6 

2  +   12 

12' 
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Wir  haben  schon  früher  (S.  35)  eine  Methode  entwickelt,  um  die  Potenz- 
summen Sp  zu  berechnen.    Man  kann  es  aber  auch  auf  folgende  Weise  machen. 
Nach  dem  binomischen  Lehrsatz  ist: 


2P-. 


;i  +  i]/^=.ii'+ 


SP=  (2  +  1) 


l/>-2. 


0/)-2. 


1, 


Daraus  ergibt  sich  durch  Addition 


!).-!+ 


f^)  («-!)' 


+  1 


l]^P- 


■2-\ }-■%■ 


Nach  dieser  Formel  kann  man  die  s  der  Reihe  nach  berechnen.    Mittelst 
der  Determinanten  läßt  sich  ein  direkter  Ausdruck  für  s„  finden. 


Löst  man  die  Gleichungen 


n'' 


nP-^  = 


-(f)-^ 


p-1 

1 


Sp-2  + 


K+  1), 


n       = (So+1) 

nach  den  Regeln  der  Determinantentheorie  auf*),  so  erhält  man 


(!)  (^1 

0        0 


f^ 


p-1 


oder 


=  — r    '  np- 


(f) 


ip>K 


*)  Vgl.  meine  Einführung  in  die  Determinantentheorie,  Leipzig,  Veit  &  Co.,  S.  45. 
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Entwickelt  man  die  Determinante  nach  der  ersten  Spalte,  so  lautet  der  Ko- 
effizient von  nP  offenbar  (p  ~  1) ! ,  der  von  7ip  -  ^  aber  —  1  „  l(p  —  2) !  =—-p\. 
Man  hat  also 


0  (r 

1     (f 

)  • 

•  1 

°f7 

n 

T 

•  1 

np  -  2      0 

rr 

T 

•  1 

_  7iP      nP-'^       1 


Vergleicht   man   diese  Formel  mit  der  von  BernouUi,   so  ergeben  sich  De- 
terminantenausdrücke  für  die  Bernoulli sehen  Zahlen.     Es  muß  nämlich 

j^ip  -  l)B,nP-'''-^^{p  -  l)ip  -2){p-  3)B,nP-^+--. 


(bis  zu  einem  Gliede  mit  n  oder  n-)  gleich 


1 


nP-^      0        (^7') 


Ist  p  ungerade,  p  =^  2q-{-  1,  so  lautet  der  Koeffizient  von  n  das  eine  Mal 


■dzDr' 


1      )  ■■■  \p  —  3l\p  —  2 

I         0  0        •  ••         2  1 

oder,  wenn  man  Zeilen  und  Spalten  umgekehrt  ordnet. 
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1        2 

0 

0 

0 

1        3 

3             0 

0 

1 

^r.r 

-.r-^\ 

■•r^) 

^  (^;) 

(f)  (^1  • 

•■(/.) 

Die  Ausdrücke   für  ^i,  B^^ 
sind  folgende: 

^3 ,   ■  •  • ,   die  sich  auf  dies 

--^ 

1  2 
1  3 

' 

12  0     0 

---1, 

13  3     0 

14  6      4 
1  5  10    10 

' 

12  0     0     0 

0 

13  3     0     0 

0 

-3-^ 

14  6     4     0 
1  5  10  10  5 

0 
0 

j 

1  6  15  20  15 

6 

1  7 

21  35 

35 

21 

7.  Ein  Problem,  mit  dem  sich  Newton,  und  zwar  schon  in  seinen  ersten 
Arbeiten,  beschäftigt  hat,  ist  die  Umkehrung  der  Potenzreihen. 
Man  hat  eine  Potenzreihe  von  der  Form 

y  =  M  =  CiX-\-  C2X2+  c-iX^-l 

mit  von  Null  verschiedenem  Konvergenzradius.  Ist  c^  =[z  0 ,  so  hat  die  Ab- 
leitung 

?/=Cl+2C2.r+3C3.r2_|_... 

in  einer  gewissen  Umgebung  (—  d,  d)  der  Null  das  Vorzeichen  von  c^.  Die 
Funktion  y  ist  also  in  dem  Intervall  ( —  d,  ö)  monoton  und  läßt  sich  daher 
umkehren  (vgl.  §  50).  Durch  die  Gleichung  y  =^  c^x -{- C2X^-\- c^x^-\- ■  •  • 
ist  somit  X  in  einer  gewissen  Umgebung  ( —  £,  t')  von  //  =  0  als  Funktion 
von  y  definiert*).     Die  Werte  dieser  Funktion  liegen  alle  in  ( — (5,  d) . 

Man  kann  nun  fragen,  ob  sich  x  durch  eine  Potenzreihe  in  y  darstellen 
läßt: 

X=  C,y/+(72y2+  C,y^^.... 

Dabei  ist  man  zufrieden,  wenn  diese  Darstellung  in  eiuer  gewissen  Umgebung 
von  y  =  0  gilt. 


e  und  e'  sind  die  Werte  von  y  an  den  Grenzen  des  Intervalls  ( —  ()',  cf). 
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Aus  §  65  wissen  wir,    daß   die  Funktion  x  von  y  in  ( —  e,  t')  die  Ab- 
leitung 

dx 1 

dy  ~Ci+2c2.r  +  3c3.r2H 

hat.      Daraus    folgt    aber,    daß    auch    alle   höheren   Ableitungen   existieren. 
Z.  B.  ist 


d'^x 

2-  lc2  +  3-2c3.r+- 

■dx 

dy^ 

2.1C2+3.2C3.7,^+. 

dy 

[c,  +  2c^,x+---f 

usw.  übrigens  handelt  es  sich  hier  um  eine  allgemeine  Eigenschaft  der 
inverseu  Funktionen.  Wenn  f  (x)  nicht  verschwindet,  so  hat  die  ümkehrung 
von  f{x)  ebenso  viele  Ableitungen  wie  f{x). 

Verkleinern  wir    das   Intervall  ( — (5,  d)   genügend,  so    können  wir   nach 
Nr.  6  schreiben 

^  =  /o  +  /i-z-  +  /'2.^2H •  (N<(^") 

Jetzt    berechnen    sich    die    höheren    Ableitungen   bequemer.      Setzen   wir 
70  +  7i -f  +7i^^^ =  'jPi(-^)  1  so  ist 

dx 

d'^x  dx 

jp  =  'P''  i^)  dy  =  'f^''  (^)  'P^  ^^"l  =  ^^2  (^)  , 


r  sei  eine  Zahl  zwischen  0  und  ö'  .     Dann  ist  die  Reihe 

Irol  +  \yi\r+  172^^  ■■■ 

konvergent.  Ihre  Summe  heiße  2£.  Da  offenbar  \yi,\r"<^M,  also 
\yu\  <C  Ml — "  ist,  so  sind  die  Koeffizienten  von  /o  +  7i^  +  /2^^  +  •"" 
absolut   genommen   kleiner   als   die   entsprechenden   Koeffizienten  der  geome- 

X  3^2 

irischen  Reihe  M  -\-  21—  +  31—  +  •  •  •  .      Man    pflegt    diese    Reihe    eine 

Majorante  von  7o -j- y^x -\- y2X^ -{- ■  ■  ■  zu  nennen  Die  Majoranten- 
beziehung  bleibt  angenscheiulich  bei  der  Differentiation  erhalten, 
ebenso    aber    bei  Additionen   und   Multiplikationen.      Da   nun  fpi{x) 

die  Majorante  Ö>i  (.-r)  =  J/+ ilf  —  +  If  ^  +  •••    hat,    so    wird    (f'i'x)   die 

Majorante  ö>i(x)  haben,  also  cp-iix)  =  cp'i{a:)  rp^{x)  die  Majorante  CD2(^) 
=  Ö>i ix)  Ö>i  Ix) ,  ferner  r/g [x)  =  cp2{x)  rp^  [x)  die  Majorante  O^'.^)  =  (h'-ii^x) (Di{x) 
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usw.  Man  mnß  sich  die  Ausdrücke  immer  zu  Poteuzreihen  ausgerechnet 
(lenken.  Für  \x\  <^  r  sind  alle  diese  Reihen  absolut  konvergent.  Es  ist 
leicht,  die  Funktionen  ö>i  ,   (Po ,   ^h  i   ■■■  zu  berechnen.    Man  hat  nämlich 

Mr 


r  —  X 


W^{x)  =  (D[{x)  0,{x)  = 

v   —  •'^) 

0,{x)  =  0',{X)  0,{X) 


[r 
Allgemein  ist 


0,,[x) 


1  -3  •••  [2n—^)[Mr)"' 


[r  —  x)^"-^ 


\cpn(x)\<  l._^'\2n-l 


wie  man  durch  den  Schluß  von  n  auf  n  ~{-  1  bestätigt. 
Aus  der  Majorantenbeziehung  folgt  sofort 

\fpA^)\  <  Ou{\x\) . 

Wenn  \x\  ^  r'  <^  r  ist,  so  hat  man  also 

1  •  3  •••  [211—  3)  [MrY 
[r  —  r 

Das  Maximum  M,,  der  Funktion  \cpn{x)\  in  dem  Intervall  {— r' ^  r')  ist 
also  kleiner  als 

1  •  3  •  •  •  (2  ;^  —  3)  [Mr]'' 

[r  -  r'r-''-' 

Wenn  x  das  Intervall  (— /  ,  r')  durchläuft,  so  geht  y  monoton  von 
^(_  r')  nach  /"(/).  Einer  von  diesen  Werten  ist  positiv,  der  andre  negativ, 
weil  /"(O)  =  0  ist.  Wir  wollen  mit  K  den  größten  der  Beträge  |/'(—  r')\  , 
\f{r')\  bezeichnen. 

Wenn  sich  nun  herausstellt,  daß  die  Reihe 

^      n\ 

konvergiert,  so  können  wir  nach  §  76  schließen,  daß  x  durch  die  Maclau- 
rinsche  Reihe*) 

y_ldx\     ,    J^/^\     , 
dargestellt  wird,  und  zwar  in  dem  ganzen  Intervall  (/"( —  r') ,  /(^'')). 


1-^ —     ist  der  Wert  von  - —  für  2/  =  0' 
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Die 


Reihe    ^  ■ 1-^  konvergiert  aber  sicher,  wenn 

"   1.3  ...(2^  —  3)     [MKrY 

2^  «1 


1 

konvergent  ist.     Setzen  wir 


u. 


1  .3  ...  (272  —  3)     {MKr)'' 


so  wird 


und 


n\              (r  — r')2' 

-1' 

Un+i        2n  —  1    ifZr 

Un    .       n-{-l  [r  —  r')2  ' 

,.     w„+i         2MKr 
hm ^^—  = r—  • 

Wenn  nun 


(r  -  r')2 
2if  JTr  <  (r  —  r')2 


ist,  findet  nach  §  37  Konvergenz  statt.  Da  für  limr'  =  0  auch  limZ  =  0 
wird,  läßt  sich  r'  so  verkleinern,  daß  diese  Ungleichung  stattfindet. 

Die  Umkehrung  von  y  =  c^x  -{-  c^x'^  +  •  •  •  (ci  ^  0  und  Konvergenz- 
radius von  Null  verschieden)  ist  also  (in  einer  gewissen  Umgebung  der  Null) 
wieder  eine  Potenzreihe. 

Die  Koeffizienten  dieser  Potenzreihe  kann  man  nach  der  Methode  der 
unbestimmten  Koeffizienten  berechnen  oder  auch  durch  DiÖerentiation.  Aus 
y  =  f{x)  =zc^x-\-  c^xß  -\-  ■  ■  ■  folgt  (in  einer  gewissen  Umgebung  von  ?/  =  0): 

i=fW5^,o  =  /w(^)  +f(,)—,.... 

Setzt  man  y  =  0  ,  so  ergibt  sich 


§  81.     Anwendung  der  Potenzreihen  zur  Bereclinung 
von  Grenzwerten. 

1.  Um  z.  B. 


lim 


im  Falle  lim  2*  =  0  zu  finden,  setze  man 

6nl 


f±^J 
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Dann  ist 


logy  =:logr 


Nun  hat  mau 


also 

Da  für  limx  =  0  auch  lim^Y  =  0  wird,    so  können  wir  ruhig  \X\  <^  1 
annehmen,     Dann  wird 

.rlog^  =  log(l+.Y)=.Y-^.T2+..., 
folglich 

log2/  =  §(l-iA-+...) 


und 


lim  log y  ==  lim  ^—  =  log  Vab  . 


2.  In  §  74  fanden  wir  für  die  Epizykloiden  folgende  Parameterdarstellung 

X  =  h  cos at  —  a  cos h t , 
y  =  bsmat  —  asmbt 
oder 

{ba^  —  ab^-)P 
x  =  b-a-'- 2! ^-+--- 

y  =  -- — 3! — +•••• 

Da  b  —  a  =  Oq  ist,  so  können  wir  auch  schreiben 
aba^t"^ 


X  —  Ün 


2! 


aban{a-{-  b]t^ 

y^      3i 

Daraus  folgt  aber 

._[aba,Y[a  +  b)H^ 
y  36  "^ 


254 


Zweites  Kapitel. 


Iq  einer  gewissen  Umgebung  von  ^  =  0  läßt  sich  x  —  «o  =  ^^^^^0^^+  "  •  • 
umkehren  und  wir  können  ^-  als  Funktion  von  x  betrachten.    Für  limx  =  fl!n 


«0)  wird  dann  lim  i^  =  0  ,  also : 


lim 


2(a  +  6)2 


Wir  sehen  hieraus,   daß 


(«+^P 


9aö«o 


und     h  — 


durch  die  Epizykloide  völlig  bestimmt  sind. 
Da 

[a  +  6)2  _  (6  — a)2  4-4a6 
ah  ah 

ist,    so  können    wir  auch    sagen,    daß   h 


~     ^  ah 

—  a  und   ah  völlig   bestimmt   sind. 
Aus 


h  —  a  =  a^ 
ergibt  sich  nun 


ah 


Fig.  87. 


Jede  Epizykloide  läßt  sich  also 
auf  zwei  Weisen  durch  Rollen  eines 
Kreise  ^  auf  dem  Grundkreis  ^0  erzeugen.  Man  erhält  die  eine  Erzeugung' 
aus  der  andern,  indem  man  a,  b  durch  — h,  — a  ersetzt.  Die  Formeln 
X  =  b  cosat  —  acosbt ,  y  =  h  smat  —  a  sinö^  bleiben  hierbei  in  der  Tat 
ungeändert,  wenn  man  gleichzeitig  noch  t  in  —  t  verwandelt.  Bei  der  einen 
Erzeugung  hat  der  Rollkreis  den  Radius  «,  bei  der  andern  den  Radius 
a'  =  —  h  =  —  a  —  «Q .  Es  ist  also  einschließlich  der  Vorzeichen  (vgl.  S.  205) 
«  +  a'  =  —  «0  •     "^gl-  F'ig.  87. 


§  82.     Der  verallgemeinerte  Mittelwertsatz. 

Sind  rp{x)  ^  '/'(^)  io  (^j  a  ~\- h)  stetig  und  existieren  zwischen  a  und 
a-{-h  die  endlichen  Ableitungen  rp'  [x) ,   \p'  [x] ,  so  gilt  die  Formel 

ff  ja  +  h)  —  cp  [a)  ^  (p  [a  +  &h) 
^  '         ip{a  +  h)  —  ip[a)       xp'{a  +  &h) 

Von  (//  [x)  wird  hierbei  angenommen,  daß  es  zwischen  a  und  a  +  h 
nirgends  verschwindet. 

Die  obige  Formel  läßt  sich  aus  dem  Mittelwertsatz  in  §  66  ableiten.  Man 
muß  diesen  Satz  auf  die  Funktion 


(0<^<1) 
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(p{x)  — 


cp  [a  +  h]  —  (p  [a] 

xp{a  +  h)-ip[a) 


ip{x) 


■ip  (a  -j-h)  —  ip  [a] 


=  cp'  [a  +  &li) :  ip'{a  +  &h) 


anwendeu.  Da  sie  an  den  Grenzen  des  Intervalls  (a ,  a-{-  h)  gleiche  Werte 
bat,  so  gibt  es  zwischen  (a  ,  a  +  li)  eine  Stelle  a-j-  ü-h ,  wo  die  Ableitung 
verschwindet,  und  man  gelangt  so  zu  Formel  (*). 

Die  Funktion  ip[.r]  ist  wegen  der  Eigenschaft  ip'{x)  ^  0  monoton.  Denn 
sie  kann  keinen  Wert  mehr  als  einmal  annehmen,  weil  im  Falle  i/^(a7])  =  il-'{x2) 
zwischen  .Tj  und  X2  eine  NuUstelie  von  ip'{x)  liegen  müßte,  if'' {x)  hat  also 
ein  festes  Zeichen. 

Man  nennt  (*)  den  verallgemeinerten  Mittelwertsatz  der  Diffe- 
rentialrechnung.    (*)  läßt  sich  auch  so  schreiben: 

cp  {a-\-  h)  —  cp  [a] 
Ji  " 

Die  Diflferenzenquotienten  von  cp  und  ij.)  verhalten  sich  also  wie  die  Ab- 
leitungen an  einer  Stelle  im  Innern  des  betrachteten  Intervalls. 
Setzt  man 

1  =  ip{x),  {)  =  cp{x) 

und  läßt  X  das  Intervall  («  ,  a  +  h)  durchlaufen,  so  beschreibt  der  Punkt 
j;,  Ij  einen  Kurvenbogen  AB^  der  von  jeder  Parallelen  zur  t)- Achse  höch- 
stens in  einem  Punkte  getroffen  wird,  da  j/'(.r)  monoton  ist.  Die  Formel  (*) 
besagt,  daß  es  auf  dem  Bogen  AB  einen  Punkt  M  gibt,  wo  die  Tangente 
parallel  zur  Sehne  AB  ist.  Man  sieht,  daß  dies 
derselbe  Satz  ist  wie  in  §  66.  Das  läßt  sich  auch 
auf  folgende  Weise  erkennen.  Da  xp[x)  umkehrbar 
ist,  so  kann  man  x  als  Funktion  von  J,  also  auch  l) 
als  Funktion  von  j;  betrachten  :  ^  =  f[i)  .     Dann  ist 

h) 


cp[a 


cp{a) 


Fi-.  88. 


ip{a-\-h)  —  ip  [a] 

der   Differenzenquotient  von   \)  in  Bezug   auf  j,    und   q 
<p'  {x)  :  ip'{x)  nichts  anderes  als  die  Ableitung  von  t) 
nach  j:.      (*)   verwandelt    sich    also   in    den    Satz    aus 
§  66. 

Mittelst  des  verallgemeinerten  Mittelwertsatzes  läßt  sich  die  Taylorsche 
Formel  sehr  elegant  ableiten. 

f[x)  sei  in  (  a,  h)  n-ma\  differenzierbar.  Wir  wollen  zuerst  das  Inter- 
vall {x ,  h)  betrachten  und  für  {x ,  b)  die  n-iQ  Partialsumme  der  Taylor- 
schen  Reihe  bilden: 

F{x)  =  fix)  +  ^/'(.x)  +  . . .  +  ß^^~'  f "-^'  {X). 


Nach  dem  verallgemeinerten  Mittelwertsatz  ist 

F{b)-F{a)  =  {ip{b)~ip{a)] 
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^  liegt  zwischen  a  und  h.  ip(x)  sei  in  (a,  b)  stetig  und  habe  im  Innern 
dieses  Intervalls  eine  von  Null  verschiedene  Ableitung.    Für  F"  {x)  findet  man 

Setzt  man  b  =  a-{-  h  und  ^  =  «  -j-  d^h ,  so  lautet  das  gefundene 
Resultat 

f{a + h)  =  /•(«) + A  /■'(<,)+... + _^ri_  /■(..-.!(„) + ij„ , 

[n—l)\  (//(a  +  ^/z)  /     V    T^       I 

Für  j/;  (x)  =  a?  erhält  man  die  Cauchy  sehe  Restform,  für  i/;(a:;)  =  (a+^*  —  x]" 
die  Lagrangesche. 

§  83.     Die  unbestimmten  Ausdrücke  0:0  und  cxd:oo. 

Der  verallgemeinerte  Mittehvertsatz  läßt  sich  zur  Lösung  einer  Aufgabe 
benutzen,  die  zum  ersten  Male  in  de  THospitals  „Analyse  des  infiniment 
petits"  (1693)  behandelt  wird.  Man  hat  einen  Quotienten  (p  {x)  :  ifj  {x) ,  der 
für  a?  =  a  die  unbestimmte  Form  0  :  0  oder  oo  :  oo  annimmt.  Man  Avill  den 
Grenzwert  dieses  Quotienten  für  nach  a  konvergierendes  x  finden. 

Es  sei  z.  B.  (p{a)  =  ilj[ä]  =  0.  Wir  nehmen  außerdem  an,  daß  fp{x)^ 
ip{x)  an  der  Stelle  a  endliche  Ableitungen  </)'(«),  ip' {(i)  besitzen,  und  daß 
t/^'(«)  <  0  ist.     Dann  können  wir  schreiben 


cp{x)_ 

cp{x)  —  cp{c 

0.  V^{x) 
X  ■ 

-T//(a) 

xp[x) 

x  —  a 

—  a 

un{ 

i  schließen. 

daß 

ist. 

lim^^!i  = 

(p'[a) 
~  ip'{a) 

Z.  B.  erhält 

man  für  lim 

X  =  0  nach  dieser 

l'Hosp 

,.     sin.r 
lim = 

X 

=  1. 

Sie  versagt 

aber  oft,  wie 

:  bei 

lim 

cosa; 

(Um  X  =  0) 

Wir  wollen  jetzt  den  Fall  betrachten,  daß  r/)(a),  ip{a)^  fp'[ci)i  4'' (f^),  •••> 
r/)('»-i'(a),  (/^("-i>(«)  gleich  Null  sind,  während  (p>^"'>{a),  (/;'")(«)  nicht  beide 
verschwinden,  und  zwar  möge  t//")  («)  ^  0  sein.     Da  für  lim  x  =  a 

X  —  a  ^    ^  ^ 

ist,    so  wird,  wenn   \h\   genügend  klein   gewählt  wird,   i/;('*~^)(x)  zwischen  a 
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und  a  +  h  nirgends  Null  sein.  Dasselbe  gilt  dann  aber  bei  genügend  kleinem  |^| 
von  ?/^(«-2)(a:),  .••,    ip'[x),    ip{x). 

Nach  dem  verallgemeinerten  Mittelwertsatze  hat  man  nun 

(p{a  +  h)  _  (p'{a  +  h)  _        _  r/)(»-^>(g4-^»-i) 
~xp[a  +  h)  ~  ip'{a-i-  hi)  —  '"  —  •^(»-i)(a  4- /^,^_J) ' 

hl   liegt  zwischen  0   und  /?,   /«2  zwischen  0  und  //j,  ••-,    Ä„_i   zwischen  0 
und  hn-ii  also  jedenfalls  zwischen  0  und  li.     Aus 

(p[a+h)  _  yO'-i)(a -!-/;„  _i) 
ip[a  +  h)  ~  i/;(w-i)(a4-Ä„_i) 

folgt  aber  für  lim  h  =  0 

(p{a  +  h)  ^  (p(^)[a) 


Z.  B.  ist 


Der  Leser  berechne 


1  — cos.r 1 

x2  2 


3 

,.     ay^a^ -{- 4:X^  —  ax  —  a^  ,,.  , 

lim     \ •  (hm  X  =  a) 

Y2ä^-\-2x^  —  x  —  a 

Dieses  Beispiel  findet  sich  bei  Johann  Bernoulli. 

In  vielen  Fällen  ist  folgende  Formulierung  der  1' Hospital  sehen  Regel 
besonders  zweckmäßig. 

Für  lim  x  =  a  sei  lim  cp{x)  =  lim  ip{x)  =  0  und  ip'{x)  in  einer  gewissen 
Umgebung  von  a  nirgends  gleich  Null  außer  vielleicht  für  x  =  a.  Dann 
gilt  die  Formel 

nm^  =  Um5C|^!, 

vorausgesetzt,  daß  der  Grenzwert  rechts  existiert.  Er  kann  übrigens  ein 
eigentlicher  oder  ein  uneigentlicher  sein. 

Der  Beweis  läßt  sich  auch  aus  dem  Cauchy sehen  Grenzwertsatz  auf 
8.  42  entnehmen.  Bemerkt  sei  noch,  daß  man  x  auf  eine  Seite  von  a  be- 
schränken darf. 

Wir  wollen  jetzt  einen  Quotienten  fp{x]:ip[x)  betrachten,  der  für  cc  =  a 
die  unbestimmte  Form  00  :  00  annimmt,  d.  h.  es  sei  für  lim  x  =  a 

lim  fp  [x]  =  00 ,    l\m  ip  [x)  =  00  . 

X  möge  auf  einer  bestimmten  Seite  von  a  bleiben,  z.  B.  sei  x  <^a. 
Man  soll 

lim^^ 

berechnen. 

Kowalewski,  Analysis  des  ITnendlichen.  17 
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Wenn  yj'{x)  ungleich  Null  ist*)  und 

ip'(x) 
existiert,  so  hat  man 

(t)     lim^=lim<M. 

tp{x)  xp'[x) 

Xi,  X2,  x^,  •  •  •  sei  eine  aufsteigende  Folge  mit  dem  Grenzwert  a.    Setzen  wir  ; 

Vn  =  lp{x„], 

so  konvergiert  r„  aufsteigend  nach  00.     Man  hat  nämlich 

Vn  +  l  —  t'n  =  {Xn  +  l  —  X,,)  l/^' (^„) 

['§,1,  zwischen  Xn  und  Xn  +  i) 

und  ip'{x)  ist  positiv.  Nach  dem  verallgemeinerten  Mittelwertsatze  wird  nun, 
wenn  wir  (p  (.r«)  =  Un  setzen, 

U,i+l     —     Ug       CP'    jX^l) 

Vn+l  —  Vn     ~   V^'l^) 

w'  [x] 
Bezeichnen  wir  lim     . ,  .   mit  q,  so  ist  also 

hm  — =  g  ■ 

Dann  können  wir  aber  aus  dem  C au chy sehen  Grenzwertsatz  auf  S.  39 
schließen,  daß  auch 

,.        Un 

hm  —  =  q 

Vn 

ist.  (p{x):ip{x)  konvergiert  also  nach  g,  wenn  x  monoton  nach  a  kon- 
vergiert. Daraus  folgt,  daß  dieser  Quotient  immer  nach  g  konvergiert,  wenn 
X  irgendwie  dem  Grenzwert  a  zustrebt.     Es  sei  lim  x'n  =  «  und  die  Folge 

fp{x\)      (p  (x'2)       (p  {x\) 

ip[x\y   ip{x\y   ii>[x\y  '" 

konvergiere  nicht  nach  g.     Dann  hat  sie  einen  von  g  verschiedenen  (eigent- 
lichen oder  uneigentlichen)  Häufiingswert  g'. 
Es  läßt  sich  nun  eine  Teilfolge 

y  (£1)     ffM     ^i's) 
ipih)'   v^to)'   ipih)'  '" 

so  wählen,  daß 


*)  4>{x)  ist  dann  monoton  und  zwar  aufsteigend,  also  rp' {x)  positiv. 
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iät.     Ferner  kann   man   aus   ji ,  ^2  >  Izj   • ' '  immer   eine    monotone  TeUfolge 
.i\,  .r2,  X2,   ■••  herausheben.     Dann  wäre 

lim   ^         =  g, 

während  wir  doch  bewiesen  haben,  daß  dieser  Grenzwert  gleich  g  ist. 

Der  Leser  versuche  die  Regel  (j)  ohne  Zuhilfenahme  des  Cauchyschen 
Grenzwertsatzes  abzuleiten.  Dabei  ergibt  sich  zugleich  ein  Beweis  dieses 
Satzes. 

Es  kommt  vor,  daß  man  den  Grenzwert  von  (p{x):  xp  [x)  für  lim  a;  =  00 

oder  lim  x=  —  00  bestimmen  soll.    Dann  setzt  man  x  = bezw.  x  =  — 

y  y 

und  läßt  y  durch  negative  Werte  nach  Null  konvergieren. 
Ist  z.  B.  für  lim  ;r  =  00 

lim  (p  [x]  =  00 ,    Yimxp  [x]  =  00 , 

und   ist   ip' [x)  für  genügend  großes  x  ungleich  Null,    so  gilt  die  Formel  (f), 
falls  die  rechte  Seite  existiert.     Setzt  man  nämlich 


so  wird 


m  = 

=  Cf 

(-7) 

,  9{y)  = 

=.( 

■i- 

f'{y)  = 

=  9' 

f'iy) 
9'iy) 

9'{y)  = 

<p'{x) 
ip'ix) 

ip'ix) 

1 

also 


g'{y)  hat  dasselbe  Zeichen  wie  ip'ix).    Es  sind  also  alle  Bedingungen  erfüllt, 
um  schließen  zu  können 

iim£^;=iimq4. 

9{y)         9  iy) 

{y<0,    \imy  =  0) 

Dies  bedeutet  aber,  daß  die  Formel  (f)  gilt. 
Wenn  für  lim  r  ^  00 

lim  cp{x)  =  0 ,    lim  ip{x)  =  0 

und  ifj'{x)  für  genügend  großes  x  von  Null  verschieden  ist,  so  gilt  ebenfalls 
die  Formel  (f),  vorausgesetzt,  daß  die  rechte  Seite  existiert. 

Der  Leser  berechne  lim  -^.  (/.•  >  0)  für  lim  a;  =  00  • 

§  84.     Maxima  und  Minima. 

Man  sagt,  daß  f[x)  an  der  Stelle  a  ein  Maximum  hat,  wenn  sich  um 
a  ein  Intervall  (a  —  e,  a-\-e)  konstruieren  läßt,  in  welchem  f{a)  der  größte 
Funktionswert   ist.      Ähnlich    ist    ein   Minimum    definiert.      Das    Maximum 

17* 
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(Minimum)  ist  nur  für  eine  gewisse  Umgebung  der  Stelle  a  der  größte 
(kleinste)  Funktionswert  (vgl.  Fig.  89).  In  der  obigen  Definition  des  Maximums 
und  Minimums  steckt  die  Voraussetzung,  daß 
f{x)  sowohl  rechts  als  auch  links  von  a 
definiert  ist. 

Die  Maxima  und  Minima  zu  bestimmen 
war  neben  dem  Tangentenproblem  die  Auf- 
gabe, die  allmählich  zur  Erfindung  der  Diife- 
rentialrechnung  führte.  Daher  gab  auch 
Leibniz  seiner  ersten  Publikation  von  1684 
den  Titel*):  „Neue  Methode  der  Maxima, 
Minima  sowie  der  Tangenten  ..." 

Wenn  f{x)  an  der  Stelle  x  =  a  ein 
Maximum**)  hat  [f{ci)  ein  Maximum  von 
f{x)    ist] ,    so    hat    man    sowohl    für    a  —  s 


Fig.  89. 


<[x  <^a  als  auch  für  a  <^  x  <Ca-\-  s 

m-f{a)<0. 
Im  ersten  Falle  ist  also 


im  zweiten 


m-m 


m-m 


>o, 


<0. 


Wenn  nun  die  Ableitung  f'[a)  existiert,  so  wird  für  lim  2;  =  a 

f{x)-f[a) 


lim 


f{a).- 


Läßt   man   x   von   links   nach   a   konvergieren,    so   ist  —— beständig 

*         '  X  —  a 

positiv.     Daher   muß  f'[a)  ^  0  sein.     Läßt  man  x  von  rechts  nach  a  kon- 
vergieren,  so  ist  '-^ ~—  beständig  negativ.    Daher  muß  f'[a)  ^  0  sein. 

Aus  beiden  Resultaten  folgt  f'{a)  =  0. 
Man  kann  den  Beweis  auch  so  fassen. 
Wäre  f[a)  >  0,  so  müßte,  wenn  x  nahe  genug  an  a  liegt,  auch 


m-m 


>o 


sein.  f{x)  —  f{a)  hätte  dann  dasselbe  Zeichen  wie  x  —  a.  Links  von  a 
wäre  f{x)  <<  /"(«),  rechts  von  a  dagegen  f{x)  >>  f{a).  Daher  kann  in  diesem 
Falle  f{a)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  sein,  ebensowenig  im  Falle 
f{a)  <  0. 


*)  Vgl.  Ostwalds  Klassiker  Nr.  162. 
**}  Im  Falle  des  Minimums  geht  es  genau  entsprechend. 
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Wenn  f'[a)  >  0,  so  ist  also  fix]  links  von  a  kleiner  als  /"(«),  rechts  von  a 
größer  als  f\a\  wenigstens  in  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  a  (vgl. 
Fig.  90:.  Im  Falle  /"'(«)  <^  0  ist  es  umgekehrt.  Man  pflegt  zu  sagen,  daß 
die  Funktion  an  der  Stelle  a  wächst  bezw.  abnimmt. 

Wenn  fix)  an  der  Stelle  a  wächst  oder  abnimmt,  so  darf  man  nicht 
daraus  schließen,  daß  sich  um  a  ein  Intervall  (ci  —  e,  a-{-E)  konstruieren 
läßt,  in  welchem  f\x\  monoton  ist.  Das 
sehen  wir  an  dem  Beispiel 

f^x)  =  X  +  2x2  sin  — ,  /-(o)  ==  0. 


Hier  ist 


f\0)  =limjl  +  2a' sin 


^  /  ~     '  Fig.  90. 

(lim.r  =  Ol 


Die  Funktion  wächst  an    der  Stelle   x  =  0.     Aber  in   beliebiger  Nähe  von 
ic  =  0  gibt  es  Stellen,  wo  sie  abnimmt.     Man  hat  nämlich  für  .r  ^  0 

fix)  =  1  +  4x  sin  —  —  2  cos 

'    ^   '  X  X 

Für   X  = {n  =  ±l,  ±2,  •  •  •)  wird  f'{x)  =  —  1.     An  diesen  Stellen 

nimmt  also  die  Funktion  ab. 

f'ia)  =  0  bedeutet  geometrisch,  daß  die  Taugente  der  Kurve  y  =  f{x) 
an  der  Stelle  a  parallel  zur  .r -Achse  ist. 

Leibniz  war  der  erste,  der  über  die  Bedingung  f'{a]  =  0  hinausging 
und  näher  untersuchte,  wann  ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt.  Sogar 
Newton  blieb  bei  der  Bedingung  f'{a]  =  0  stehen. 

Leibniz  hat  gezeigt,  daß  im  Falle  /"'(«)  ^  0  ein  Minimum,  im  Falle 
f'{a)  <^  0  ein  Maximum  stattfindet.  Der  Beweis  ist  sehr  einfach.  Wenn 
z.  B.  f"{a)  ]>  0  ist,  so  wächst  f'(x)  an  der  Stelle  a,  d.  h.  f'{x]  ist  links  von 
a  kleiner  als  f'{a]  =  0,  d.  h.  negativ,  und  rechts  von  a  positiv.  Daraus 
folgt  (nach  dem  Mittelwertsatz),  daß  f[x)  sowohl  links  als  auch  rechts  von  a 
größer  als  f[a)  ist*).  f{a)  ist  also  ein  Minimum.  Ebenso  ergibt  sich,  daß 
im  Falle  f"{a)  <^  0  ein  Maximum  eintritt. 

Der  Fall  f"{a]  =  0  bleibt  unentschieden.  Da  kann  man  sich  aber  mit 
den  höheren  Ableitungen  helfen.  Wenn  f"'{a]  von  Null  verschieden  ist,  so 
hat  f'{x]  an  der  Stelle  a  das  Maximum  oder  das  Minimum  f'ici)  =  0.  Daher 
ist  f{x)  links  von  a  kleiner  als  f\a]  und  rechts  von  a  größer  als  f\a)  oder 
umgekehrt,  d.  h.  es  ist  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  vorhanden. 
Durch  den  Schluß  von  n  auf  n  +  1  erkennt  man  die  Richtigkeit  des  folgen- 
den Satzes: 

Wenn  f'ia)  =  f"[a)  =  •  •  •  =  fv-^){a)  =  0  und  fp\a)  ^  0  ist,  so 
findet  im  Falle  eines  ungeraden  p  kein  Maximum  oder  Minimum 
statt,   vielmehr  nimmt  f[x)   an   der  Stelle  a  zu  oder  ab,   je  nach- 


*;  Dies  bezieht  sich  natürlich  nur  auf  eine  gewisse  Umgebung  von  a. 
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dem  fP\a)'^0  oder  fp^{a)<^0.  Dagegen  ist  f{a)  im  Falle  eines 
geraden  jJ  ein  Maximum  oder  ein  Minimum,  je  nachdem  f^P\a)<^0 
oder  /!?)(«)>  0. 

Bei  ungeradem  p  ist  nämlich,  wenn  der  Satz  für  den  Fall  jJ  —  1  als 
richtig  angenommen  wird,  f'{a)  =  0  ein  Minimum  oder  Maximum  von  /"'(.t), 
je  nachdem  fP^{a)  >>  0  oder  fP^a)  <^  0  ist.  f'{x)  ist  daher  links  und  rechts 
von  a  positiv  bezw.  negativ,  also  f{x)  links  von  a  kleiner  und  rechts  von  a 
größer  als  f{a)  oder  umgekehrt. 

Bei  geradem  p  nimmt  f'{x)  an  der  Stelle  a  zu  oder  ab,  je  nachdem 
/■(P)(a)>0  oder  fP^aX^O  ist.  Da  f'[a]=0,  so  ist  f'{x)  links  von  a 
negativ,  und  rechts  von  a  positiv  oder  umgekehrt.  Im  ersten  Fall  ist  f{x) 
sowohl  links  als  auch  rechts  von  a  größer  als  f{a),  im  zweiten  kleiner  als  f[a). 

Da  der  Satz  im  Falle  p  =  1  stimmt,  so  ist  er  allgemein  richtig. 


§  85.     Beispiele. 

1.  In  einem  Briefe  des  berühmten  Regiomontanus  (Johannes  Müller  aus 
Königsberg  im  Herzogtum  Coburg,  1436 — 1476)  findet  man  folgende  Maximums- 
aufgabe*): 

„Eine  10  Fuß  lange  Stange  ist  senkrecht  aufgehängt,  so  daß  ihr  unteres 
Ende  noch  4  Fuß  vom  Boden  absteht.  Man  sucht  den  Punkt  auf  dem  Boden, 
von  welchem  aus  die  Stange  am  längsten,  d.  h.  unter 
größtem  Sehwinkel  erscheint,  beziehungsweise,  da  es  un- 
endlich viele  solcher  Punkte  gibt,  die  alle  auf  einer 
Kreislinie  liegen,  sucht  mau  den  Abstand  derselben  vom 
unteren  Ende  der  aufgehängten  Stange." 

Regiomontanus   hat  die  Aufgabe  jedenfalls  durch 
elementar-geometrische  Überlegungen  gelöst. 

Wir  wollen   die  Länge    der  Stange    mit  a,    den  Ab- 
stand ihres  unteren  Endes  vom  Boden  mit  b  bezeichnen. 
rp  sei  der  Sehwinkel,   unter   dem   die   Stange   erscheint, 
wenn  man  sie  von  einem  Punkte  P  des  Bodens  aus  be- 
trachtet,  und  X   der  Abstand   dieses   Punktes  von   der   verlängerten  Stange. 
Dann  ist  (vgl.  Fig.  91) 

«  +  .  =  .t,(,  +  „  =  ^M|±||) 

und 

b  =  xtgip, 
also 

''  +  ^-     x-btgcp    ' 
d.h. 

ax 


'^]  Zitiert  nach  Cantors  Geschichte  der  Mathematik,  Bd.  2. 
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Durch  Differentiation  ergibt  sich 

[ah  +  &2  _|_  a^2)  aclx  —  ax  •  2xdx       a  [ab  +  &2  _  x^)  dx 


dtgcp  = 


(aö  +  62  +  ic2)2  ^ab-i- 


Solange  x  <^yab-{-b'^  ist,  wächst  tgr/),  sobald  x  '^yab  -\-  b^,  nimmt 
es  ab.  Daher  erreicht  tg  r/i  für  x=yab-\-b'^  sein  Maximum.  Es  ist  hier 
unnötig,  das  Theorem  in  §  84  heranzuziehen.  Fig.  92  zeigt,  wie  man  die 
Stelle  des  Maximums  findet. 

2.  Fermat  hat  eine  Methode  der  Maxima  und  Minima  entwickelt.  Er 
behandelt  in  einer  Arbeit,  die  er  1638  an  Descartes  schickte,  ein  Beispiel, 
das  seitdem  in  allen  Lehrbüchern  zu  fiuden  ist. 

Die   Strecke  Ä  C  soll    durch   den   Punkt  E  so   geteilt   werden,    daß    das 


Fig.  93. 


ö  .4  jr       ^  c 

Fig.  92.  Fig.  94. 

Rechteck  aus  ÄE  und  EC  ein  Maximum  wird. 

Man  setze  ÄE  =  x  und  AC  =  2a.     Dann  soll  also 

X  {2  a  —  x) 

ein  Maximum  werden.     Es  ergibt  sich  die  Lösung  x  =  a,  d.  h.  E  muß  die 

Strecke  Ä  C  halbieren. 

In  einer  andern  Arbeit  verlangt  Fermat,  daß  x^{2a  —  x)  ein  Maximum 

1  4 

werden  soll  und  findet  x  =  —a. 

In  derselben  Arbeit  erledigt  er,  damit,  wie  er  sagt,  die  Sicherheit  seiner 
Methode  deutlich  werde,  eine  Aufgabe  von  ApoUonius,  die  durch  Pappus 
überliefert  ist. 

Auf  einer  Geraden  sind  die  vier  Punkte  0,  Ä,  i?,  C  gegeben.  Man  soll 
die  Strecke  AB  durch  den  Punkt  N  so  teilen,  daß  das  Rechteck  aus  AN 
und  NB  möglichst  groß  wird  im  Vergleich  zu  dem  Rechteck  aus  0  N  und  iV^  C. 

Setzen  wir 

OA  =  «,  OB  =  b,  OC  =  c,  0N=  x, 
so  soll  also 

{x  —  a){b  —  x) 


ein  Maximum  werden.     Der  Leser  möge  die  Aufgabe  behandeln. 

Andere  Maximums-  und  Minimumsaufgaben,  die  bei  Fermat  vorkommen, 
sind  folgende: 
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dem  fP^{a)'^0  oder  fp^{a)  <C0.  Dagegen  ist  f{a)  im  Falle  eines 
geraden  p  ein  Maximum  oder  ein  Minimum,  je  nachdem  pp\a)<^0 
oder  /lp)(a)>0. 

Bei  ungeradem  p  ist  nämlich,  wenn  der  Satz  für  den  Fall  ])  —  1  als 
richtig  angenommen  wird,  f\a)  =  0  ein  Minimum  oder  Maximum  von  f'[x)^ 
je  nachdem  fp\a)  >  0  oder  fv'^{a)  ■<  0  ist.  f'{x)  ist  daher  links  und  rechts 
von  a  positiv  bezw.  negativ,  also  fix)  links  von  a  kleiner  und  rechts  von  a 
größer  als  f{a)  oder  umgekehrt. 

Bei  geradem  ^  nimmt  f'{x)  an  der  Stelle  a  zu  oder  ab,  je  nachdem 
f^P^a)  >  0  oder  fP'>[a)  <  0  ist.  Da  f'{a)  =  0,  so  ist  f'{x)  links  von  a 
negativ,  und  rechts  von  a  positiv  oder  umgekehrt.  Im  ersten  Fall  ist  f{x) 
sowohl  links  als  auch  rechts  von  a  größer  als  /(a),  im  zweiten  kleiner  als  f[a). 

Da  der  Satz  im  Falle  j9  =  1  stimmt,  so  ist  er  allgemein  richtig. 


§  85.     Beispiele. 

1.  In  einem  Briefe  des  berühmten  Regiomontanus  (Johannes  Müller  aus 
Königsberg  im  Herzogtum  Coburg,  1436 — 1476)  findet  man  folgende  Maximums- 
aufgabe*): 

„Eine  10  Fuß  lange  Stange  ist  senkrecht  aufgehängt,  so  daß  ihr  unteres 
Ende  noch  4  Fuß  vom  Boden  absteht.  Man  sucht  den  Punkt  auf  dem  Boden, 
von  welchem  aus  die  Stange  am  längsten,  d.  h.  unter 
größtem  Sehwinkel  erscheint,  beziehungsweise,  da  es  un- 
endlich viele  solcher  Punkte  gibt,  die  alle  auf  einer 
Kreislinie  liegen,  sucht  mau  den  Abstand  derselben  vom 
unteren  Ende  der  aufgehängten  Stange." 

Begiomontanus  hat  die  Aufgabe  jedenfalls  durch 
elementar-geometrische  Überlegungen  gelöst. 

Wir  wollen   die  Länge    der  Stange    mit  «,    den  Ab- 
stand ihres  unteren  Endes  vom  Boden  mit  h  bezeichnen. 
(p  sei   der  Sehwinkel,   unter   dem   die  Stange   erscheint, 
wenn  man  sie  von  einem  Punkte  P  des  Bodens  aus  be- 
trachtet,  und  x   der  Abstand   dieses   Punktes  von   der   verlängerten  Stange. 
Dann  ist  (vgl.  Fig.  91) 

„  +  ,  =  ..,„  +  „  =  .^M|±|| 

und 

b  =  .xtgj/;, 
also 

«  +  6  =  -'^'^±^, 
X  —  btg(p    ' 

d.h. 


ax 
tgcp  = 


ab-^b'^-i-x 


*)  Zitiert  nach  Cantors  Geschichte  der  Mathematik,  Bd.  2. 
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Durch  Differentiation  ergibt  sich 

[ab  +  &2  4-  a;2)  adx  —  ax  ■  2xdx       a  {ah  +  &2  _  ^2)  dx 


dtgff  = 


(aö  +  62  4- a;2)2  ^ab -{- b^ -\- x^p 


X  <<  Vab  +  &2  ist,  wächst  tg  r/;,  sobald  x  >  Vaö  +  62,  nimmt 
es  ab.  Daher  erreicht  tg  r/)  für  .r=]/a6  +  62  sein  Maximum.  Es  ist  hier 
unnötig,  das  Theorem  in  §  84  heranzuziehen.  Fig.  92  zeigt,  wie  man  die 
Stelle  des  Maximums  findet. 

2.  Fermat  hat  eine  Methode  der  Maxima  und  Minima  entwickelt.  Er 
behandelt  in  einer  Arbeit,  die  er  1638  an  Descartes  schickte,  ein  Beispiel, 
das  seitdem  in  allen  Lehrbüchern  zu  finden  ist. 

Die   Strecke  ÄC  soll    durch   den   Punkt  E  so   geteilt   werden,    daß    das 


Fig.  93. 


o  ^  ir      B         c 

Fig.  92.  Fig.  94. 

Rechteck  aus  AE  und  EC  ein  Maximum  wird. 

Man  setze  AE  =  x  und  AC  =  2a.     Dann  soll  also 

x{2a  —  x) 

ein  Maximum  werden.     Es  ergibt  sich  die  Lösung  x  =  a,  d.  h.  E  muß  die 
Strecke  A  C  halbieren. 

In  einer  andern  Arbeit  verlangt  Fermat,  daß  .^2(2«  —  x)  ein  Maximum 
4 
werden  soll  und  findet  x  =  -^a. 

o 

In  derselben  Arbeit  erledigt  er,  damit,  wie  er  sagt,  die  Sicherheit  seiner 
Methode  deutlich  werde,  eine  Aufgabe  von  Apollonius,  die  durch  Pappus 
überliefert  ist. 

Auf  einer  Geraden  sind  die  vier  Punkte   0,  A^  B,  C  gegeben.     Man  soll 
die  Strecke  AB  durch  den  Punkt  N  so  teilen,   daß   das  Rechteck  aus  AN 
I    und  NB  möglichst  groß  wird  im  Vergleich  zu  dem  Rechteck  aus  ON  und  NC. 
Setzen  Avir 

OA  =  a,  OB  =  b,  OC  =  c,  ON=x, 
so  soll  also 

{x  —  a)  {b  —  x) 


ein  Maximum  werden.     Der  Leser  möge  die  Aufgabe  behandeln. 

Andere  Maximums-  und  Minimumsaufgaben,  die  bei  Fermat  vorkommen, 
sind  folgende: 
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Über  AB  ist   ein  Halbkreis   konstruiert   und   von   einem   Punkte  D   des 
Halbkreises    auf  AB  das  Lot  DC  gefällt.     D  soll  so  gewählt  werden,    daß 

AC-^CD 

ein  Maximum  wird. 

Setzt  man  AC  =  x,  AB  =  2a,   so  ist 


Fig.  95. 


AC-{-CD  =  x-{-y2ax 


In  eine  Kugel  soll  ein  Kegel  mit  möglichst  großer  Oberfläche  einbe- 
schrieben werden.  Man  denke  sich  Fig.  96  um  AB  gedreht.  Dann  beschreibt 
CD  die  Grundfläche,  AD  die  Mantelfläche  des  Kegels.  Die  Summe  beider 
soll  ein  Maximum  werden. 

In  Fig.  97  soll  das  Rechteck  aus  AC  und  CD  ein  Maximum  werden. 
Diese  Aufgabe  löst  Fermat  noch  auf  eine  andre  Weise  (ohne  seine  allge- 
meine Methode,  die  im  Wesentlichen  auf  die  Differentiation  hinausläuft). 
Verlangt  man,  so  sagt  er,  daß  AC  yc  CD  gleich  Ä'^  ist,  so  liegt  D  auf  der 
Hyperbel 

xij  =  JA 

Wir  denken  uns  AB  als  a'- Achse  und  das  in  A  errichtete  Lot  als 
?/-Achse.     Solange  k^  kleiner   ist  als   das   gesuchte  Maximum,    schneidet  die 


Fig.  96. 


Hyperbel  den  Halbkreis  in  zwei  Punkten.  Wenn  /.^  größer  als  das  Maximum 
ist,  schneidet  sie  ihn  gar  nicht.  Wenn  k^  das  Maximum  selbst  ist,  fallen 
die  beiden  Schnittpunkte  der  Hyperbel  und  des  Halbkreises  zusammen  (vgl. 
Fig.  21;.  Die  Hyperbel  berührt  den  Halbkreis.  Kun  weiß  man,  daß  die 
Hyperbeltangente,  wenn  man  sie  durch  die  Asymptoten  begrenzt,  vom  Be- 
rührungspunkt halbiert  wird.  Wo  Hyperbel  und  Halbkreis  sich  berühren, 
haben  sie  dieselbe  Tangente.  Der  gesuchte  Punkt  D  ist  also  dadurch 
charakterisiert,  daß  auf  der  Tangente  des  Halbkreises  im  Punkte  D  die 
Strecken  DF  und  ED  gleich  sind.  Nun  hat  man  aber  nach  einer  bekannten 
Eigenschaft    des    Kreises  AF  =  DF,    also    EF  =  2AF  und    daher    auch 

MD  =  23IC,  d.  h.  MC  =  —  MD.     Fermat  reduziert  hier,  wie  man  sieht, 

die  Maximumsaufgabe  auf  eine  Tangentenaufgabe  beim  Kreise. 

In  eine  Kugel  soll  ein  Zylinder  mit  möglichst  großer  Oberfläche  einbe- 
schrieben werden.  Man  denke  sich  Fig.  98  um  Oy  gedreht.  Dann  besckreibt 
das  Rechteck  den  Zylinder,  dessen  Oberfläche  zu  einem  Maximum  zu  machen 
ist.     Auch  diese  Fermat  sehe  Aufgabe  wird  der  Leser  leicht  erledigen. 
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Im  Jahre  1662  beschäftigt  sich  Fermat  mit  einem  Problem,  das  auch 
in  Leibniz'  mehrfach  zitierter  Abhandlung  von  1684  vorkommt. 

Es  handelt  sich  um  die  Ableitung  des  Brechungsgesetzes  der  Optik  aus 
einem  Minimumsprinzip,   das  Fermat  so  formuliert: 

Natura  operatur  per  modos  et  vias  faciliores  et  expeditiores. 

Die   Gerade  Ä'B'   in   Fig.  99   trenne   zwei  Medien.     Oberhalb  liege   das 
dünnere,  unterhalb  das  dichtere  Medium.    In 
dem   dünneren  laufe  das  Licht  mit  der  Ge- 
schwindigkeit a,    in  dem   dichteren   mit  der 
Geschwindigkeit  b. 

Um  von  Ä  nach  B  zu  gelangen,  wird 
sich  das  Licht  nach  dem  oben  angegebenen 
Minimumsprinzip  denjenigen  Weg  APB  aus- 
suchen, auf  dem  es  die  kürzeste  Zeit  braucht. 
Es  wird  also 

^,PB_  Fig.  99. 

a    ~^    h 


ein  Minimum  sein.  Setzen  wir  Ä A  =  l  und  B'B  =  m  und  bezeichnen  die 
Abszissen  von  P  und  B'  in  bezug  auf  A'  mit  x  bezw.  Ä,  so  handelt  es  sich 
um  die  Funktion 


f{x)  =  —  y/2  _i_  ^.2  4-  _)/w22  +  (a;  —  /?)2. 


Ihre  Ableitung  lautet 

f'[x)  = 


a  Vl^  H-  a;2       b  VmP-  -\- [x  —  h)'^ 


Für  x%0  ist  offenbar  f{x)  <  0,    für  x '^  h  aber  f{x)  >  0.     Wenn 
X  zwischen  0  und  h  liegt,  können  wir  schreiben: 


f'i^) 


.>/.  +  (l)-^    ^/^+(,~J 


=  cp{x)  —  ip{x). 


(p[x)  nimmt,  wenn  x  von  0  bis  h  wächst,  beständig  zu,  ip{x)  dagegen  ab, 
so  daß  f'{x)  fortwährend  zunimmt.  /"'(O)  ist  negativ,  f'[h)  positiv.  Da  f'{x) 
offenbar  stetig  ist,  so  wird  es  zwischen  0  und  h  gleich  Null,  aber  nur  einmal. 
Diese  Nullstelle  heiße  X(^.  Dann  ist  für  x  <^  Xq  immer  f'{x)  <^  0,  für  x  ^  x^ 
aber  f'{x)  >>  0.  Daraus  ersehen  wir,  daß  bei  x^  der  kleinste  Wert  von 
fix)  eintritt.     Ans  Fig.  99  ist  zu  entnehmen,  daß  an  der  Stelle  Xq  die  Relation 

sin  a  :  sin  8  =  a:b 


besteht.     Es  ist  dort  nämlich 
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und 


y/2 


fi-ro) 


sin/j 


Xo 


y?w2  +  (Ä  — a;o)2 


sm  a       sm  p 
a  b 


Man  kommt  also  gerade  zu  dem  Breeliungsgesetz  der  Optik. 

Aus  demselben  Prinzip  läßt  sich  das  Reflexionsgesetz  ableiten.  Da  be- 
finden sich  Ä  und  B  auf  derselben  Seite  der  Geraden  A'B',  und  das  Licht 
geht  so,  daß  AP -\- FB  ein  Minimum  wird. 

3.  Cauchys  „Calcul  differentiel"  (1829)  entnehmen  wir  folgende  Bei- 
spiele für  die  Leibnizsche  Regel.  So  nennen  wir  kurz  das  Theorem  in 
§84. 

f[x)  =  e^  —  2  003  a;  +  e-* 

hat  an  der  Stelle  x  =0  ein  Minimum.     Es  ist  nämlich 

f'[x)  :=  e^  4-  2  sin  x  —  e-^, 
f'{x)  =  e^?+  2  cos  .r  +  e-^, 


also 
Anch 


f[0)  =  ö,  f'[0}=4. 

f[x)  =  e^  +  2  cos  X  4-  e-^ 
hat  an  der  Stelle  x  =  0  ein  Minimum,  weil 

f  [x]  =  e-'^  —  2  sin  x  —  e~^, 

f"[x]  =  e*  —  2  cos  a;  +  e"^, 
f"'{x)  =  eL+  2  sin  ic  —  g— ^, 
P^[x)  =  e^  +  2  cos  X  +  e-^, 

r(o)  =  r(o)  =  no)  =  o,  /■^^-io)  =  4 

x'^  e"~^(a  ^  0)  wird  für  x  =  a  ein  Maximum,  weil 
f'{x)  =  ax'^-^e-''  —  X"  6-=", 
f"{x)  =a(a— l)a;«-2e-^  —  2a.r''-ie-^  +  x«  e~' 


also 


r(a)  =  o,  r(«)  = 


ft«- 


Fig.  100. 


4.  Durch    Rotation    eines    rechtwinkligen    Dreiecks    um 
eine  seiner  Katheten  entsteht  ein  Kegel  (vgl.  Fig.  100'.    Wir 
wollen  nur  solche  Kegel  betrachten,  deren  Volumen  einen  gegebenen  "Wert  V 
hat.     Welcher  von  diesen  Kegeln  hat  die  kleinste  Mantelfläche? 
Es  soll  hier  J/=  rcrs  ein  Minimum  werden,  während 

ist.     Setzt  man  h  =  x,  so  wird 
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X      \  7CXl  X- 

Es  kommt  also  darauf  an 

x^ 
i   zu  einem  Minimum  zu  machen. 
Die  Ableitung  lautet 

6V 

Sie  ist  positiv,  wenn  

^        TC 

und  negativ,  wenn  

ist.     Die  Mantelfläclie  wird  also  am  kleinsten  für 

Dann  ist  aber 

r  =  a? :  VT. 

runktionen  YOn  mehreren  Yeränderlichen  *). 

§  86.     Stetigkeit. 

Vi  ?  P2  >  p3  •  •  •  •   sei  eine  Folge  von  Punkten  in  der  Ebene.     Wenn   diese 
zu  dem  Punkte  po  ^^  ^^^  Beziehung 

lim  p„  pü  =  0 

stehen,    so   sagt  man,   daß   die  Folge   (oder  daß  |3„)   nach  po  konvergiert 
(dem  Grenzpunkt  :po  zustrebt)  und  schreibt 

lim  p„  =  Po- 
Xm  yn  seien  die  Koordinaten  von  p,j  und  Tq,  ija  die  von  :po-     Dann  ist 

2 

pH  po  =  [Xn  —  a^o)^  +  (2/»  —  ?/o)^ 
mithin 

|.T„  —  .Toi  ^  M'o,    I?/»  —  ?/o|  =  Mo- 

Aus   lim  p„  po  =  0  folgt  also 

lim  Xn  =  .To  und  lim  ?/„  =  ?/o. 


*)  Wir  beschränken  uns  der  Einfachheit  halber  auf  Funktionen  von  zwei  Ver- 
änderlichen. 
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Da  ferner 

ist,  so  folgt  auch  umgekehrt  aus  lim  ,t„  =  0  uud  lim  ?/„  =  ?/o  stets  lim  p„  po  =0. 
Die  beiden  Aussagen  lim  p„  po  =  0  und  lim  x^  =  Xq  ,  lim  ?/„  =  ?/o  sind  also 
völlig  gleichbedeutend.     Man  sieht  dies  übrigens  sofort,    wenn   man  bedenkt, 
daß   im    Falle   lim  p„  =  p^    in  jedem    um  pQ  konstruierten  Kreise    fast   alle 
Punkte  p;,  liegen.    Auch  in  dem  Quadrat,  das  einem  solchen 
Kreis  parallel  zu  den  Achsen  umbeschrieben  ist  (vgl.  Fig.  1011, 
liegen  also  fast  alle  p,i .     Wenn  umgekehrt  in  jedem  Quad- 
rat,   daß   um   den  Mittelpunkt   po   konstruiert  ist,   fast  alle 
Un  liegen,  so  gilt  dasselbe  für  den  umbeschriebenen  Kreis. 
"Wir  werden  im  folgenden  oft  von  Umgebungen  eines 
^       Punktes  sprechen.     Darunter  wollen  wir  uns  der  Einfachheit 
Fig.  101.  halber  stets  Quadrate  parallel  zu  den  Achsen  denken,  deren 

Mitte  jener  Punkt  ist.  Es  gilt  dann  z.  B.  folgendes: 
lim  p„  =  Po  bedeutet,  daß  in  jeder  Umgebung  von  po  fast  alle  p,, 
liegen.     Man  vergleiche  hierzu  S.  75. 

Wenn  eine  Funktion  x  von  .r,  y  vorliegt,  so  können  wir  x,  y  als  die 
rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes  p  betrachten  und  den  Funktions- 
wert diesem  Punkte  zuordnen.  Wir  schreiben  demgemäß  statt  z  =  F{x,  y) 
kürzer  x  =  ^(p)- 

^(p)  heißt  an  der  Stelle  po  stetig,  wenn  aus  lim  p„  =  po  stets  folgt 
lim  %{pn)  =  S(po^-    -^Is  Beispiel  einer  unstetigen  Funktion  führen  wir  an: 

^■^  (Für  X  =  y  =  0  sei  X  =  0) 


Xi  _i-  y-^ 

Für  X  =  7'  cos  ff,  y  =  r  sin  cp  und  r  '^0  wird  hier  x  =  sin  2  cp. 

Wenn  nun  r„  ^  0  und  lim  r„  =  0  ist,  so  entspricht  dem  Punkte  p,i  mit 
den  Polarkoordinaten  r„,  r/»,,  der  Fimktionswert  sin  2(jp„.  p,j  konvergiert 
nach  dem  Anfangspunkt,  aber  die  Folge  sin  2^/^l ,  am  2cp2.  sin  2(p^,  ■  ■  ■  wird 
nur  ausnahm sAveise  konvergent  sein.  Die  betrachtete  Funktion  ist  also  im 
Anfangspunkt  unstetig. 

Das  obige  Beispiel  ist  noch  in  einer  andern  Beziehung  von  Interesse, 
Erteilt  man  ^  (oder  y)  einen  festen  W^ert,  so  entsteht  eine  stetige  Funktion 
von  y  (bzw.  x).  Setzen  wir  z.  B.  y  =  0,  so  reduziert  sich  x  auf  die  Kon- 
staute Null.  Setzen  wir  ?/ =  1,  so  steht  im  Zähler  die  stetige  Funktion  2x, 
im  Nenner   die   stetige  Funktion  1  +  a;^,  und   der  Nenner   ist  niemals  Null. 

X-  ist  hier  also  als  Funktion  von  x  allein  betrachtet  stetig,  ebenso  als 
Funktion  von  y  allein.  Aber  als  Funktion  von  x  und  y  ist  x-  im  Anfangs- 
punkt unstetig. 

Wenn  /"(p)  an  der  Stelle  py  stetig  ist,  so  läßt  sich  zu  jedem  positiven 
«  eine  Umgebung  (vgl.  oben)  um  po  konstruieren,  in  der  alle  Funktions- 
werte von  /"(po^  um  weniger  als  «  abweichen.  Der  Beweis  geht  ähnlich  wie 
bei  dem  analogen  Satz  in  §  48. 

Wenn  /"(po)  ^  0  ist  und  man  nimmt  s  <^  |Apo)|)  so  sieht  man,  daß  f[p] 
in  einer  gewissen  Umgebung  von  po  das  Zeichen  von  /"(po)  hat. 
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Fi-.  102. 


El 


Fig.  103. 


Ist  die  Funktion  fip)  in  dem  Rechteck*)  a^x^b,  c  ^  y  ^  d  [in 
Fig.  102  schi-affiert)  überall  stetig,  so  gibt  es  unter  ihren  Werten  einen 
größten  und  einen  kleinsten.  _^ 

Wir  wollen  das  betrachtete  Rechteck  mit  9^  bezeichnen.  9t  sei  ein 
Rechteck  derselben  Art,  das  in  9t  enthalten  ist. 
Wenn  /"(p)  in  9t  wenigstens  ebenso  große  Werte 
annimmt,  wie  in  9t,  so  soll  9t  ein  ausgezeich- 
neter Teil  von  9t  heißen.  Zu  jedem  Funktions- 
wert, der  in  9t  vorkommt,  läßt  sich  einer  in  9t 
nachweisen,  der  größer  oder  wenigstens  ebenso  groß 
ist.  Wenn  9t  kein  ausgezeichneter  Teil  von  9t  ist, 
so  gibt  es  in  9t  einen  Funktionswert,  der  alle  Funk- 
tionswerte in  9t  übertrifft. 

Wenn  wir  in  9t  die  Mitten  der  gegenüberliegen- 
den Seiten  verbinden,  so  entstehen  vier  Rechtecke, 
und  wenigstens  eins  von  ihnen  ist  ein  ausgezeich- 
neter Teil  von  9t.  Wäre  das  nicht  der  Fall,  so 
gäbe  es  in  9t  einen  Funktionswert,  der  alle  in  dem 
ersten  Teilrechteck  übertrifft,  ebenso  einen,  der  alle 
in  d'em  zweiten  Teilrechteck  übertrifft  usw.  Der 
größte  von  diesen  vier  Funktionswerten  würde  dann 

alle  Fuuktionswerte  in  9t  übertreffen,  und  das  ist  ein  Unding,  denn  er  kann 
sich  nicht  selbst  übertreffen. 

Es  gibt  also  in  9t  ein  ausgezeichnetes  Viertel  9ti ,  ebenso  in  9ti  ein 
ausgezeichnetes  Viertel  9t2  usf.  (vgl.  Fig.  103).  Ist  9t„  das  Rechteck  «„  ^  x 
^  6„,  c,i^  X  ^  dn,  so  streben  «„  und  b,i  einem  gemeinsamen  Grenzwert  x, 
ebenso  c„,  und  d„  einem  gemeinsamen  Grenzwert  y  zu.  Der  Punkt  x,  y  oder 
p   liegt  in  jedem  der  Rechtecke  9t,  9ti ,  9t2,  •  •  •• 

Nehmen  wir  nun  irgend  einen  Funktionswert  fip)  in  9t,  so  gibt  es  dazu 
einen  mindestens  ebenso  großen  f(p^)  in9ti,  ferner  zu /"(p^)  einen  mindestens 
ebenso  großen  f  p^]  in  9t2  usw.     Man  hat  also 

Nun  ist  aber  lim  pn  =  p  und  daher  (wegen  der  Stetigkeit) 
lim  fip,)  =  f[p). 

Der  Grenzwert   einer  aufsteigenden  Folge  wird   aber  von  keinem  Glied    der 
Folge  übertroüen.     Insbesondere  ist  also 

d.  h.  es  gibt  in  9t  keinen  größeren  Funktionswert  als  /"(p).  _ 

Ganz  ebenso  zeigt  man,  daß  in  9t  ein  kleinster  Funktionswert  f[C\)  exi- 
stiert. _ 

K  sei  ein  beliebiger  Wert  zwischen  f[p)  und  /"(q).     Entweder   ist    dann 


*)  Der  Eand  des  Rechtecks  wird  hier  immer  mit  zu  dem  Rechteck  gerechnet. 
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fix)  =  K  (vgl.  Fig.  104)  oder  K  liegt  zwischen  f\x)  und  /'( pi  oder  zwischen 
/"(r)  und  /"(q").  Da  nun  f  längs  der  Strecke  :pr  eine  stetige  Funktion  von 
X  und  längs  r"q  eine  stetige  Funktion  von  y  ist,  so  können  wir  schließen 
(vgl.  S.  141),  daß  sie  auf  p  r  oder  auf  rq"  den  Wert  Ä"  annimmt.  Ebenso 
leicht  erkennt  man,  daß  K  auf  der  Strecke  p  "q  ange- 
nommen wird.  Setzt  man  nämlich,  wenn  p  ein  Punkt 
dieser  Strecke  ist, 

p.     ^„,  so   ist  f  längs   p  q"  eine   stetige  Funktion   von  t.     Ver- 

bindet man  p  und  ^  durch  irgend  einen  Streckenzug,  so 
wird  auch  auf  diesem   der  Wert  K  angenommen.     Ent- 
weder nämlich  kommt  er  in  einer  der  Ecken  des  Streckenzuges  vor,  oder  er 
liegt  zwischen   den  Funktionswerten  in  zwei  benachbarten  Ecken  und   wird 
dann  auf  der  verbindenden  Strecke  angenommen. 

Schließlich  sei  noch  die  Eigenschaft  der  gleichmäßigen  Stetigkeit 
erwähnt. 

Jedem  positiven  a  läßt  sich  ein  positives  ö  entgegenstellen,  so  daß 

l/'iPi)-Ap2^i<« 

ist,  sobald  pTpT  <^  8.     Im  Übrigen  sind  pi ,  p2  beliebige  Punkte  von  9i 

Angenommen,  der  Satz  ist  nicht  richtig.  Dann  gibt  es  ein  positives  €, 
etwa  fo,    das   eine  Ausnahme  macht.     Diesem  £o  läßt  sich  also  kein  ö  von 

der  angegebenen  Beschaffenheit  entgegenstellen.     Nehmen  wir  z.  B.  ö  =  — , 

71 

dann  sind  in  '^  zwei  Punkte  q,j  und  q'«  vorhanden,  so  daß  q„  q',  <"  — ,  aber 

'  '  '  n 

/■(q'<)  —  /"(q«)  ^  «0 

ist.     Die  Koordinaten  von  q„  seien  x,,^  y,^^  die  von  q',  seien  x'„,  y',,. 

Nach  §  25  gibt  es  in  .Tj  ,  x-,,  x^,  •  •■  eine  konvergente  Teilfolge  ^1,^2? 
ä^3 ,  •  •  • .  Die  entsprechende  Teilfolge  von  ?/i ,  2/2 ,  2/3 ,  •  •  •  sei  ?/ 1 ,  ?72 ,  2/3 ,  •  •  • . 
In  dieser  gibt  es  eine  konvergente  Teilfolge  ^x ,  ^2  j  tJ3  >  •  •  •  ^^^d  <iie  entsprechende 
Teilfolge  j^ ,  jj,  hj  '■'  in  x, ,  X2,  ^3,  •••  ist  ebenfalls  konvergent,  weil 
schon  ^1,  ^2)  ^3)  •••  konvergent  ist.  Wir  haben  hiermit  bewiesen,  daß  es 
in  einer  beschränkten  Punktfolge  stets  eine  konvergente  Teil- 
folge gibt. 

1^1?  1*2?  1^3?  ■  ■  ■  sei  also  eine  konvergente  Teilfolge  von  q^ ,  q2,  qa,  •  •  •  und 
r  ihr  Grenzpunkt.  Die  entsprechende  Teilfolge  von  q'i,  q'^,  qa,  •  •  •  bezeichnen 
wir  mit  ri ,  r'2 ,  r'; ,  •  •  •  •     Dann  ist  nicht  nur 

lim  r„  =^  r, 
sondern  auch 

lim  r'j  =  r. 

Man  hat  nämlich  wegen  q,i  q«  <C — 'luch  r,ir'„<C —  und  da 

Tl  71 
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so  folgt  aus  lim  rr„  =  0  offenbar  lim  rr'n  =  0. 
Wegen  der  Stetigkeit  von  f  wird  nun  aber 

limAr;,)=lim/-(r„)=:/-(r), 
also 

lim(/-(r:0-A'rH))  =  O, 
•während  doch 

ist. 

§  87.     Partielle  Ableitungen. 
Wenn  eine  Funktion  von  zwei  Veränderlichen  vorliegt, 

so  bezeichnet  man  mit 

'      ,        ^^ 
%x  oder  r — 

die  Ableitung  von  %  nach  x  bei  festgehaltenem  y.     Ebenso  bedeutet 

,      ,       ö^ 

4  oder  — 

•>  ly 

die  Ableitung  von  z  nach  ]f  bei  festgehaltenem  oc.  Man  nennt  ^Cx^  z'y  die 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von  x. 

z,,,  Zxy  Oder  ^^^^,     ^^^^ 

sind  die  partiellen  Ableitungen  von  ä'^^,  ebenso 

^2/^,   ^vy  oder   ^^^^^,     ^^^^ 

die  von  :;t^.  Zusammen  heiEen  sie  die  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ord- 
nung von  z.  Ihre  partiellen  Ableitungen  sind  die  partiellen  Ableitungen  dritter 
Ordnung  von  z  usw. 

Der  Leser  berechne  die  Ableitungen  von  x  =^  x  \  [x^ -\-  y\  x  =  x'J  {x'^0), 
z  =  {x-}-  y)  sin.T?/. 

Wenn  in  dem  Rechteck  a^x%b,c^y^d  oder  91  z'^,  x'y  existieren 
und  ihre  Beträge  unter  einer  endlichen  Grenze  G  bleiben*),  so  ist  x  m  ^ 
stetig.    Sind  nämlich  .r,  y  und  x  -\-  h^y  -\-k  zwei  Punkte  von  91,  so  hat  man 


f[x  +  h,y-\-k)-f[x,y) 
=  {f{x  +  h,y)-f{x,y)} 

+  {f^x-{-h,y  +  k)-f[x  +  h,7j)}^ 


*)  Dies  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  x'x,  %  in  dt  stetig  sind  [vgl.  S.  269). 
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Nach  dem  Mittelwertsatz  aus  §  66  können  wir  schreiben: 

/■(.r  +  Ä,  y)-f{x,  y)  =  hf',[x  +  -^h,  y),_ 
f[x  +  /^,  ?/  +  A:)  -  f[x  +  h,  y)  =  kfy{x  +  h,y  +  ^k) . 

Die  Lage  der  Punkte  x  +  ^^^  y  und  x-}-  h,  y-\-  ^h  ist  in  Fig.  105  an- 
gedeutet. 

Jedenfalls  ist  also 

\f{x  +  h,y  +  k)-  f{x,  y)\  <  0{\h\  +  \k\) . 

Daraus  läßt  sich  aber  die  Stetigkeit  von  f{x,  y)  erkennen. 

Bei  einer  Funktion  von  einer  Veränderlichen  folgt 
aus  der  Existenz  einer  endlichen  Ableitung,  daß  die 
Funktion  an  der  betreffenden  Stelle  stetig  ist.  Das 
Beispiel 

^  =  -  ^"^^  2  (^  =  0  für  x  =  ?/  =  0) 


JC+lx.lj^ll 


JC.y  x^li.y 


.7-2+  ?/2 

Fig.  105. 

zeigt,  daß  dies  bei  Funktionen  von  zwei  Veränderlichen 
nicht  mehr  gilt.  An  der  Stelle  0,  0  ist  hier  ;t^  =  ^^  ==  0  und  doch  ist  die 
Funktion  daselbst  unstetig. 

g     ö  O .  A^a;  y  /iy  X   • 

Wenn  x'^y  und  x'^x  in  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  x,  y  existieren 
und  an  dieser  Stelle  stetig  sind,  so  ist  x"y=  x'ljx. 
Um  das  zu  zeigen,  fassen  wir 

f{x  +  h,y  +  h)-  f[x  +  h,  y)  -  f[x,  y  +  h)  +  f[x,  y) 
^-  P 

einmal  auf  als  den  Dififerenzenquotienten  von 

m  -  i  , 

ein  zweites  Mal  als  den  Differenzenquotienten  von 

„f^^  _  f{x  +  ^hy)  —  f{x^y) 

Bei  der  ersten  Auffassung  ergibt  sich  (vgl.  §  66) 

bei  der  zweiten  Auffassung 

^[y  +  h]—^i[y)  _       .    _  f'y{x-{-h,7j)-  f'y  [x,  y) 
h  — /M?/J—  ^ 


^  _  Pi^-T--;-pi-/;   _  ^,,(,^)  _  ,,,. -r  ..,./;-/,, ^,^y  _  ^,^  ^^^  ^^_ 


Dabei  liegen  cc,  x  zwischen  x,  x-\-h  und  ?/,  y  zwischen  y,  y  -{-  h. 
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Läßt  man  h  nach  Null  konvergieren,  so  folgt  aus 

wegen  der  Stetigkeit 

ßA^^  y)  =  fyA^,y)- 

Anstatt  zuerst  nach  x  und  dann  nach  y  zu  differenzieren,  kann  man  also 
auch  zuerst  nach  y  und  dann  nach  x  differenzieren.  Beidemal  kommt  das- 
selbe Resultat  heraus.     Im  Falle  z  =  x'^  [x  >>  0)  ist  z.  B. 


xv-^-J^  yx^-^  logx. 


hx  _ 
bx~~ 

yxy 

-1    ö._ 

.r^/log 

2-, 

x'J- 

+  yxy- 

Uogx 

hyhx 

also 

in  der  Tat 

Ö2 
hx 

. 

h^z 

07/ - 

hyhx 

§  89. 

Differentiale. 

Den  unabhängigen  Veränderlichen  x,  y  ordnet  Leibniz  konstante  Inkre- 
mente  Ä,  k  zu  und  nennt  dann 

Zxll    — P    Zyti 

das  Differential  von  z  =  /"(a:;,  ?/).     Er  benutzt  dafür  das  Symbol  dz. 

Setzt  man  /"(.x,  ?/)  =  a;,  so  wird  z'x=  1^  z'y^=  Q  und  man  erhält  dx  =  h. 
Bei  der  Annahme  /"(x,  y)  =  y  ergibt  sich  ^4  =  0?  ^2/  =  ^  ^^^  dy  =  k. 
Man  kann  daher  statt  Ä,  ^  auch  dx  bzw.  c??/  schreiben  und  dann  wird 

dz  ^=  z'xdx-\-  z'ydy . 

Man  muß  aber  festhalten,  daß  dx,  dy,  die  Differentiale  der  unabhängigen 
Veränderlichen,  konstant  sind. 

Die  Leibniz  sehen  Differentiationsregeln  aus  §  56  übertragen  sich  sofort 
auf  Funktionen  von  zwei  Veränderlichen. 

Aus 

du  =  iCdx  -\-  u\jdy , 

dv  =  v'j.dx-\-  v'ydy 
folgt  durch  Addition 

du  -\-  dv  =  {u'.x+  v'x)dx  -\-  {u'y-\~  v\J)  dy 

=  [u  +  v)'xdx  +  [u  4-  v)'ydy  =  d[u  +  v). 

Multipliziert  man  vor  der  Addition  die  erste  Gleichung  mit  v ,  die  zweite 
mit  w,  so  erhält  man 

udv  -\-  vdu  =  {uv'x-{-  vu'x)dx-\-  {uv'y-\-  vu'y)dy 
=  [uv)'xdx-\-  {uv)'ydy  =  d{uv). 

Kowalewski,  Analysis  des  Unendliclien.  18 
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Wenn  v  =  c,  d.  h.  eine  Konstante,  ist,  so  wird  hiernach  d{cu)  =  cdu; 
denn  das  Differential  einer  Konstanten  ist  Null. 
Im  Fall  i;  4=  0  findet  man 

vdu  —  udv        vu'x  —  uv'x   7      ,    vu'u~uv',j    , 


^h^Hif'-'-<^- 


Das  Differential  von  dx  =  x'xdx  +  ^'ydij^  welches  man  mit  ddx,  oder  d^z 
bezeichnet,  wird  nach  den  obigen  Regeln 

d'^x  =  dx'x-dx  +  dx'y-dy=  x"^dx'^-{-  {x'^y+  x'y^)dxdy  +  Xyydiß. 
Das  Differential  hiervon  lautet 

+  (-"^^+  ^7-ry+  ^'y>jx)dxdiß-^  ^'liVv^^y^ 

usw.  dPx  nennt  man  das  ^-te  Differential  von  x.  Die  Ausdrücke  für 
d^x^d^x,  •••  vereinfachen  sich,  wenn  die  partiellen  Ableitungen  stetig  sind. 
Dann  wird  nämlich  (vgl.  §  88) 


■^'Xff -//a;} 

^"'             ^"'              v'" 
'^xxp ■^xyx         ^yxxi 

^xyy=  >",(/x2/=  ^yyxj 

und  man  hat 

c?2  V  __  ^^'^^j^2_|_  2Xxydxdy  +  Xyydy^, 

dH  =  x'!;,,dx^+  Sx^.ydx^dy  +  3x7yydxdy^+  4'yydy\ 

Es  kann  vorkommen,  daß  man  mehrere  Arten  von  Differentialen  be- 
trachten muß.  Sie  unterscheiden  sich  durch  die  Inkremeute,  die  den  un- 
abhängigen Veränderlichen  beigelegt  werden.  Benutzt  man  z.  B.  das  eine 
Mal  die  Inkremente  dx^  dy,  das  andre  Mal  die  Inkremente  dx,  öy,  so 
wird  man  x'j^dx  -\-  x'ydy  =  dx  und  x'xdx -{-  x'yöy  =  dx  setzen.  Unter  ddx 
wird  man 

dx'x-dx-\-  dx'y-dy  =  x'xxdxdx-\-  x'xydydx-\-  x'y^dxdy  -\-x'yydy  dy 

verstehen,  unter  ddx 

dx'x-dx  +  dx'y-dy  =  x'xxdxdx  +  x'lydydx  +  x'yxdxdy  +  x'yydydy 

verstehen.      Man   sieht,    daß    im   Falle    stetiger    partieller  Ableitungen    ddx 
=  ddx  ist. 


7? 
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§  90.     Differentiale  einer  zusammengesetzten  Punktion. 
X.  sei  eine  Funktion  von  ti,  v  und  w,  v  seien  Funktionen  von  x,  y: 

z  =  F{tc,  r),  u  =  cp[x,  ij),  V  =  \p{x,  y) . 

ip  und  ip  mögen  in  dem  Rechteck  9?  definiert  sein  und  F  in  dem  Rechteck  91 . 
Wir   nehmen   ferner    an,    daß  jedem 
Punkt  X,  y  von  9t  durch  die  Gleichun- 
gen u  =:  f/)(x,  ?/),  V  =  ip[X,  y)   ein 
Punkt  u,  V  von  9i  zugeordnet   wird. 

Dann  können  wir  x  als  Funktion  von  

,/•,  y  betrachten,    ■x  =  f[x,    y),   und  ^ 

diese    Funktion    ist    in    dem    ganzen  Fig.  106. 

Rechteck  Üi  definiert. 

Wir  wollen  die  Ableitungen  von  x  nach  x,  y  berechnen.     Dabei  nehmen 
wir  an,  daß  x'^,  x[  in  9i  stetig  sind  und  daß  u'x,  Uy,  v'^,  v'y  in  91  existieren. 

.f,  y  und  x-\-h^  y  seien  zwei  Punkte  von  91.     Ihnen   entsprechen   zwei 
Punkte  von  9i, 

w,  V  und  u  +  z/i*,  V  +  Jv 

und  zwei  Werte  von  z, 

X  und  ;«  +  -^^  • 

Es   handelt  sich,   wenn   wir  z^  finden  wollen,    um    den   Grenzwert    des 
Differenzenquotienten 

h 

für  Y\mh  =  0. 
Nun  ist  aber 

Jx  =  F{u  +  Ju,v  +  z/r)  —  F[u,  v) 
=  {F{u  +  Ju,  v)  —  F{u,  v)} 
+  {F{ic  +  Ju,  V  +  Jv)  —  F{u  +  Ju,  v)] , 


d.  h.  (vgl.  § 

Jx_ 

(0  <  ^9-,  ,:^  <  1) . 

Lassen  wir  h  nach  Null  konvergieren^  so  wird 


=  F\,[u  +  ,^.^w,  v) 4^  +  i^;(«*  +  z/m ,  V  +  {^Jv  ^^ 


^   • 


hm— r—  =  Wjcj  hm  — ^  =  v^, 


also  ■ 


lim^ii  =  0.  limz/y  =  0 
und  wegen  der  Stetigkeit  von   ";',,  x\. 


*)  Wir  nehmen  an,   daß  u'^,  ii\j,  v'^^d^^  endliche  Werte  haben.     Dasselbe  gilt 
nachher  von  den  Ableitungen  zweiter  und  höherer  Ordnung. 

18* 
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Mithin  ist 


lim  F\,  [u+d-Ju^  v)  =  F'n  [ti,  v) , 

lim  F'y [u  +  Ju,  V  +  ^Jv)  =  F[ [ti,  i\ 


d.  h.  x'x   existiert  und  hat  den  Wert  x[,ti'x-\~  T^'rV'x- 

Ebenso   findet  man,    daß   x'^  existiert  und  gleich  x'f^u'y-\-  x'^v'y  ist.     Aus 

Xx  =  Xn  Ux  ~r  ^v  Vx  } 
%=  Xatijj-\-  Xi,Vy 

ergibt  sich 

dx  =  x'j-dx  -\-  x'ydij  =  x\,clu  +  x'.dv  . 

Genau  so  würde  das  Differential  dx  aussehen^  wenn  u  und  v  die  un- 
abhängigen Veränderlichen  wären.  Wir  haben  hier  also  dieselbe  Invarianten- 
eigenschaft, die  wir  bei  dem  ersten  Differential  einer  Funktion  von  einer  Ver- 
änderlichen in  §  64  kennen  lernten. 

Sind  die  Ableitungen  ;."„,  •••in  yt  stetig  und  existieren  in  91  die  Ab- 
leitungen iCx,  •  •  • ,  v'xy:,  •  •  • ,  so  wird 

d'^x  =  dx'udu  +  dx\dv  -\- x'^d-u  +  x'^d-v 

=  x'ündu^-j-  2x','^dudv  +  x",dv^-\-  x',d^u  +  z',d^v . 

Diese  Formel  sieht  nicht  mehr  so  aus,  als  wären  u,  v  die  unabhängigen 
Veränderlichen.  Dasselbe  gilt  von  d'-^x,  d^x,  ■■■.  Sind  aber  u^v  in  x^y 
linear 

u  =  aj.r  +  6i^  +  Cj ,  V  =  a^x^  hy  +  c^ , 

so  werden  d'^u,  d^v  gleich  Null,  und  dann  nehmen  die  Formeln  für  d'^z,  d^Xj  ■  •  • 
wieder  die  Gestalt  an,  die  sie  haben,  wenn  u,  r  die  unabhängigen  Ver- 
änderlichen sind.     So  lautet  z.  B.  das  jj-te  Differential*)  von  e'  +  ^z 

e^+y{dx^dy)p. 

Andererseits  ist  (vgl.  S.  274) 

bi'x  ,  h''z        ,        1  ,  hPz 

dPz  =  Ca  r —  dxP  +  Ci ., r— -  dx'>-^dy-^ h  c„  r — , 

"  ^xP  ö.r^-^?/  -^  ^  ^yp^ 

wo  die  c  gewisse  Zahlenkoeffizienten  sind.     Im  Falle 

z  =  e^'  +  if  =  e-^e^ 


hat 

man 

hPZ  _ 

hPX 

hyp 

bxP  ~ 

^xP-^by^        ~ 

und 

es  muß  daher 

[dx  +  dy)P  = 

=  C(,dxP  -i-CidxP- 

'dy^ 1 

sein 

,  d.h. 

Co  ,  q ,  ■■■,Cp 

smä  die  Binomialkoeffizienten 

ist  u  =  x  +  y 

1    «^(^-1)    . 
und  V  kommt  in  F{u 

■  •  1. 

*)  Hier 

v)  nicht  vor. 

c,  dyp 
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§  91.     Maxima  und  Minima  bei  Funktionen  von  zwei  Veränderlichen. 

Man  sagt,  /"(.r,  y)  habe  an  der  Stelle  .r,^,  ?/o  oder  Po  ein  Maximum,  wenn 
in  einer  gewissen  Umgebung  dieser  Stelle  /(Tq,  ija)  der  größte  Funktionswert 
ist.     Ähnlieh  ist  das  Minimum  definiert. 

In  beiden  Fällen  wird  angenommen,  daß  die  Funktion  in  einer  gewissen 
Umgebung  der  Stelle  Po  überall  definiert  ist. 

Ist  /'(.ro,  ^0^  ßiii  Maximum  (Minimum)  von  /"(.r,  y\,  so  ist  es  zugleich  ein 
Maximum  (Minimum)  von 

(p[x)  =  f[x,  y,} 
und  von 

Wenn  also  (p'[Xq]  und  ip'iy^)  existieren,  so  müssen  sie  beide  gleich  Null 
sein  ^vgl.  §  84'.     D.  h.  man  hat 

vorausgesetzt,  daß  diese  Ableitungen  existieren. 

Um    die    weitere    Untersuchung    zu    erleichtern,    wollen 
wir  annehmen,    daß   in   einer  gewissen  Umgebung   von  Pq 
(etwa  in  dem  Quadrat  der  Fig.  107)  die  zweiten  Ableitungen         Fig.  107. 
von  f{x,  y)   stetig   sind*).     Wir  beschreiben  um  Po    einen 
Kreis  Si^,  der  in  dieses  Quadrat  hineinfällt.      Sein  Radius  heiße  q.     .To  +  Z?, 
?/o  +  ^^  oder  A  sei  ein  Punkt  der  Peripherie. 

Die  Funktion 

F[t)  =  f[Xo  +  th,  y,  +  tk)  [-l-^t^l] 

hat  nach  §  90  die  Ableitungen 

F"[t)  =  h'^n, + 2hk  f% + k-^fi,. 

Hinter    den    Funktionszeichen    muß    man    sich    .Tq  +  ^ä,  y(i-\-tk    eingesetzt 
denken.     Insbesondere  ist 

P'(0)  =  hf'^[x^,  yo)  +  kf[j{Xo,  2/o)  =  0, 

P"(0)  =  h^n,{Xo,  tjo)  +  2hkß,j{x,,  7/o)  +  k-if';y{xo,  y,). 

Wenn  nun   stets  P"(0)  >  0   ist,    wie  auch  A  auf  der  Peripherie  von  ^ 
gewählt  wird,  so  ist  auf  jedem  Durchmesser  /"(.ro,  .//o)  ein  Minimum  (vgl.  §  84). 
Wir  wollen  jetzt  fordern,  daß  P"(0)  stets  positiv  sein  soll. 
Setzen  wir  h  =^  q  und  /r  =  0,  so  ergibt  sich  fxx[X()^  yo)  >  0.    Da  ferner 

fU^o,  Vo)  F"{0)  =  {hßx{xo,  yo)  +  kß.ix^,  yo)Y 

+  {fxx[Xo,  Vo)  ßyi^O,  Vo)  —  ffyi^O,  2/o))  ^^ 
ist,  so  muß  außerdem 

fxx{r,^  yo)  ßA^o,  yo)  —  ffui^o,  yo)  >  o 


*)  Nach  §  87  sind  dann  auch  f'^,  f^  und  f  stetig. 
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sein.     Sonst  könnten  wir  nämlich  i^"^0)  ^  0  machen,  indem  wir  den  Punkt  Ä 
so  wählen,  daß 

fxx{Xo,  Z/o) 

ist. 

Sind  die  beiden  Bedingungen 

f'xxiXo,  ?/o)  >  0,   A'a;(a?o,  yo)  f'yyi^Q,  Vo)  "  ß^A^O,  l/o)  >  0 

erfüllt,  so  ist  i^"(0)  stets  positiv.  Daß  F"{0)  nicht  negativ  sein  kann,  zeigt 
der  Anblick  der  Formel  für  flxi^a-,  yo)  F"[0].  Sollte  ^"(0)  =  0  sein,  so 
müßte  zunächst  Ä'  =  0  sein,  dann  aber  auch  Ä  =^0,  während  doch  h'^ -{- k- :=  q'^  ist. 
Wegen  der  Stetigkeit  von  f"x^  fxij,  f'^i  können  wir  q  so  klein  machen, 
daß  in  dem  Kreise  ^  die  Ungleichungen 

fxx[x,  y)  >  0,  f:,x[x,  y]  ßyi^,  y)  —  f^^ix,  y]  >  0 

gelten.     Denn  wir  nehmen  an,  daß  sie  in  P^  gelten. 

Aus  diesen  Ungleichungen  folgt  dann  F"{t]  ^  0  in  dem  ganzen  Intervall 
<0,  1).  Wenn  also  t  von  0  bis  1  wächst,  nimmt  F'[t)  mit  dem  Wert  i^'  0)  =  0 
beginnend,  beständig  zu.  Daher  ist  F{0)  der  kleinste  Wert  von  F[t)  in 
(0,  1>,  d.  h.  /"(^o,  //„]   ist   der  kleinste  Wert  von  /(r,  y)   in  dem  Kreise  ^. 

Es  gilt  also  folgender  Satz. 

Die  Funktion  /"(.r,  ?/),  die  in  einer  gewissen  Umgebung  von  .ro,  ?/o 
stetige  Ableitungen  bis  zur  zweiten  Ordnung  besitzt,  hat  an  dieser  Stelle 
sicher  ein  Minimum,  wenn  die  Bedingungen 

f'x{X(i,  yo)   =fy[^o,  yo)  =0, 

fL{xo,  yo)  >  0,  f;,x  {Xo,  Xo)  fyy[xo ,  ?/o)  —  ffy [Xo ,  yo)  >  0, 
und  sicher  ein  Maximum,  wenn  die  Bedingungen 

fx{xo,yo)  =fy[xo,yo)  =  % 

fxx{xo,  yo)  <  0,  ßx{xo,  Xo)  f"yy{Xo,  yo)  —  f'xlixo,  ?Jo^  >  0 

erfüllt  sind. 

Im  letzten  Falle  erfüllt  nämlich  —  f  die  Bedingungen  des  Minimums. 

Als  Beispiel  behandeln  wii-  folgende  Aufgabe. 

Im  Räume  seien  zwei  Geraden  ©^  und  ®2  gegeben.  Wir  nehmen  an, 
daß  sie  nicht  parallel  sind.  Man  soll  auf  ©^  einen  Punkt  Pj  und  auf  ®2 
einen  Punkt  P2  so  wählen,   daß   die  Entfernung  P^  P2  möglichst  klein  wird. 

©i  werde  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

,ri  =  «1  +  A^t,  //i  =  öl  +  B^t,  :-i  =  Ci  +  Qf , 
®2  durch  die  Gleichungen 

X2  =  «2  +-^2«,    y-l  =  ^2  +  -^2*?     '2  =  C-1+  C^S. 

t  und  5  sind  die  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  des  Problems. 
Es  handelt  sich  darum,  den  kleinsten  Wert  von 

2io  =  [X,  -  .ro]^  +  [y,  -  ^2)2  +  (-,  -  -,2)- 
=  (r/i  —  «2  + A^  — ^2s)-  +  (^i  —  ^2  +  Bit  —  B.s)  +  (q  —  c,  +  0^1—  C2s)^ 
zu  bestimmen. 
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Man  hat  hier 


dio  =  ia^  —  a^+A^t  —  Ac^s)  [A^ dt  —  A^ds]  + 
f/2w  =  [A^dt  —  A^ds)"^ -\ 


sind  gleich  Null,  wenn  die  Gleichungen 


(«1  —  «2^  ^1  + 

1«!  —  a^)  A2  — 


+  {A^-+- 
-(^1^2  + 


.)t-{A,A,-{- 


bestehen.     Die  Determinante  dieser  Gleichungen  lautet 


=  ( A  c. 


C,B,)'^-^{C,A,-A,C,)^^{A^B, 


■)s  =  0 


B,A,)^ 


Sie  ist  von  Null  verschieden,  well  sonst  A^,  B^,  C^  zu  A2,  -B27  ^-i  P^'O- 
portional,  d.  h.  ©^  und  ©o  parallel  wären.  Es  gibt  daher  eine  und  nur  eine 
Lösung  ff),  Sq.  Ist  f^,  Si  ii-gend  ein  anderes  Wertsystem  von  t,  s  und 
setzt  man 

t  =  f^-i-  U  [ti  —  to),    S  =  Sq^U  [Si  —  So),  (0  ^  w  S  1) 

so  wii-d  CO  eine  Funktion  von  i(  mit  Ableitungen,  die  aus  dto^  d'^co  entstehen, 
indem  man  für  dt,  ds  die  Werte  ^1  —  t^,  Si  —  s^  schreibt,  d-co  verschwindet 
nur,  wenn  dt,  ds  beide  gleich  Null  sind.  Daher  ist  die  zweite  Ableitung 
von  to  nach  11  stets  positiv.  Die  erste  Ableitung  verschwindet  für  m  ^  0, 
ist  also  für  0  <^  u  ^  1  ebenfalls  positiv.  Daraus  geht  hervor,  daß  tu  an 
der  Stelle  t^,  Sj  größer  ist  als  an  der  Stelle  t^,  Sq.  An  der  Stelle  t^,  s^  hat 
demnach  oj  nicht  nur  ein  Minimum,  sondern  überhaupt  seinen  kleinsten  Wert. 
Der  Leser  interpretiere  die  Gleichungen  ta't  =  w's  =  0  und  berechne  den 
kleinsten  Wert  von  2w. 


§  92.     Implizite  Funktionen. 

1.  f{x,  y)  und  f',j[x,  y)  seien  in  einer  gewissen  Umgebung  von  .ro,  ?/o 
oder  Po  stetig,  etwa  in  dem  Rechteck  9i,  das  um  Pq  als  Mittelpunkt  parallel 
zu  den  Achsen  konstruiert  ist.     Außerdem  sei 

/•(^o,?/o)  =  0,  aber  Afr«, //o)  >  0*}. 

Wegen   der  Stetigkeit  von  f,,  können  wir  9?  so 
verkleinern,  daß  in  dem  neuen  Rechteck  3fi  die  Ab- 
leitung fy  tiberall  positiv  ist.     Da  f  längs  AB  be- 
ständig zunimmt  und  an  der  Stelle  Pq  verschwindet,  Fig.  108. 
so  ist  f[A^  <  0,  f\B)  >  0  jvgl.  Fig.  108). 

Nun  können  wir  endlich  9?  in  der  .r-Richtung  so  verkleinern,  daß  f  längs 
A^A^    negativ,    längs    B^Bi    positiv   ist.      Wir   wollen    das    neue    Rechteck 

Ax  Ai  B2  Pi  kurz  9t  nennen. 


B,    ß 

^ 

'« 

n 

A,    A 

A.. 
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Ziehen  wir  in  9^1  eine  Parallele  Ä' B'  zur  ?/ -Achse,  so  ist 
f(Ä')<0,  f{B')>0 

und  f  nimmt  längs  Ä'  B'  beständig  zu.  Wegen  der  Stetigkeit  von  f  gibt  es 
daher  (vgl.  §  49)  auf  Ä' B'  einen  Punkt  C",  wo  f  verschwindet,  aber  auch 
nur  einen.  Es  gibt  also  eine  und  nur  eine  Funktion  //  =  (p{x),  die  in  dem 
Intervall  (a,  /;)  die  Gleichung  f{x,  y)  ^=  0  erfüllt  und  zugleich  den  Un- 
gleichungen c  <<  cp[x)  <<  d  genügt  (vgl.  Fig.  109). 

Diese  Funktion  (p{x)  ist  in  (a,  h)  stetig.  Es  sei  lim.T;,  =x  {a^Xn^b). 
Wäre  dann  nicht  lim  fp{Xj,]  ==  r/)(.r),  so  ließe  sich  eine  Teilfolge  5^,  S^,  ^,  •  •  • 
aus  Xij  X2j  x-j,  ■  ■  ■  herausheben  derart,  daß  '/'(ä^),  '/'(^),  <^(^),  •  ■  ■  einem  von 
fp{x)  verschiedenen  Grenzwert  y   zustrebt.     Da  nun 

fix;, ,   cp  {öc;,) )  =  0' 

und  fix,  y)  stetig  ist,  so  würde  folgen 

0  =  lim  fix,,,  (p{x;,))=  fix,  y). 

Es  gibt  aber  in  dem  Rechteck  %l  auf  jeder  Parallelen 

zur    ?/-Achse    nur    einen    Punkt,     der    der    Gleichung 

Fig.  109.  fix,  y)  =0  genügt.    Die  Punkte  x,  (p  (.r)und  .r,  7/  können 

also  nicht  verschieden  sein. 

Jetzt  fügen  wir  zu   den  am  Anfang  gemachten  Voraussetzungen  noch  die 

neue  hinzu,  daß  in  9^  die  endliche  Ableitung  f'^  existiert.     Dann  können  wir 

zeigen,  daß  f/)(.r)  in  {a,h)  überall  eine  endliche  Ableitung  (p'ix)  hat. 

Sind  nämlich  x  und  x  -\-  h  zwei  Werte   aus  («,  b)  und  y  bezw.  y  -\-  k 
die  entsprechenden  Werte  von  (/)(x),  so  hat  man 

fix  +  h,y  +  k)  -  fix,  y)=0 
oder,  anders  geschrieben, 

h,y  +  k)-fix  +  h,y) 


fix  +  h,  y)  —  fix^  _^  fjx^ 


h  '  h 

Der  zweite  Quotient  läßt  sich  so  schreiben 

kr,ix-\-h,y-^&k), 
und  die  obige  Gleichung  liefert  also 

k  fix-\-h,  y)  —  fix,  y) 


0. 


f',j[x  +  li,y  +  ^k). 


Im  Falle  lim/? 


d.h. 


0  ergibt  sich  hieraus 
k 


lim 


nr.f'j 


(p'ix)  =  - 


A 
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Wenn  f^  wie  f  und  f',j  in  9i  stetig  ist,  so  ist  (p'{x)  in  (a,  &)  stetig.  Hat 
f  m  ^  stetige  Ableitungen  bis  zur  jp-ten  Ordnung,  so  hat  auch  (p{x)  in 
(a,  ö)  stetige  Ableitungen  bis  zur  j-j-ten  Ordnung.  Mau  kann  nämlich  (p\x] 
[p  —  l)-mal  nach  der  Regel  in  §  90  difierenzieren.  Noch  einfacher  gewinnt 
man  diese  Ableitungen  aus  den  Gleichungen 

/•L  +  2  y'f:^,  +  y'^fh  +  y'T,  =  0 , 

Sie  ergeben  sich  durch  Dififerentiation  der  zusammengesetzten  Funktion 
f\x^  y)  =  yf(x,  (p{x))^  die  in  (a,  b)  durchweg  verschwindet,  so  daß  also  auch 
ihre  Ableitungen  gleich  Null  sind. 

Wenn  /"(.r,  y]  ein  Polynom  ist,  so  bedeuten  die  Bedingungen  ([x^^^  y^)  =0, 
/'/(■^'oj  2/o)  =}=  0,  daß  ?/o  eine  einfache  Wurzel  der  Gleichung  /"(Xq,  «/)  =  0  ist. 
</^(,/l  ist  jetzt  eine  algebraische  Funktion. 

2.  f[X^y,x)  und  f',{x,  y,  x)  seien  in  einer  gewissen  Umgebung  von 
,/,)  ,  ?/o  ,  ^0  oder  Pq  stetig,  etwa  in  dem  Parallelepipedon  ^,  das  um 
Po  als  Mittelpunkt  parallel  zu  den  Achsen  konstruiert  ist.  Außerdem  sei 
/■(,ro  ,  ?/„  ,  ^o)  =  0  und  f,  (.ro  ,  ?/o  )  -o)  +  0  .  Dann  läßt  sich  ^  durch  ein 
kleineres  Parallelepipedon  ^  ersetzen,  wo  jede  Parallele  zur  ;r- Achse  einen  und 
nur  einen  Punkt  enthält,  der  der  Gleichung  f(x,  y ,  %)  =  0  genügt.  Da- 
durch ist  eine  Funktion  z  =  (p  [x ,  y)  definiert,  und  zwar  in  dem  Recht- 
eck 9fi  ,  das  in   der   (x ,  ?/)-Ebene   durch  ^   bestimmt   wird   (vgl.   Fig.  110). 

(/)(,r,  y]  ist  in  Sk  stetig.  Fügt  man  zu  den  anfangs  ge- 
machten Voraussetzungen   noch   die  hinzu,    daß  auch  f'x 

und  f',j  in  ^  stetig  sein  sollen,  so  hat  (p  in  'S{  stetige 
Ableitungen  (p'^ ,  (p'y .    Besitzt  /"  in  ^  stetige  Ableitungen 

bis  zur  ^-ten  Ordnung,  so  gilt  dasselbe  von  cp  in  9^, 
und  man  findet  diese  Ableitungen  durch  Differentiation 
der  zusammengesetzten  Funktion  f{x,  y,  z)  =  /"(.?,  ?/, 


"Ö 


(f  [x ,  y)) ,    die   in  9^  mit  allen   ihren  Ableitungen  gleich    q  ^ 

Null  ist.     Dabei   muß  man   sich   auf  die  Regel  für   die 

Differentiation  einer  zusammengesetzten  Funktion  stützen,  '^' 

die   wir   in   §  90,    wenigstens   für   einen   speziellen  Fall, 

entwickelt   haben.     Die   Verallgemeinerung   der   dortigen   Betrachtungen   liegt 

so  nahe,   daß  wir  sie  gar  nicht  darzulegen  brauchen. 

3.  In  einer  gewissen  Umgebung  von  Xq  ,  ?/o ,  X(^  oder  Pq  seien  f{x,  y,  x), 
g  X,  ?/,  x)  sowie  Z"^,  /'.,  g',,,  g'z^  stetig.    Außerdem  sei  f\x^,  2/o  >  ^o)  =  ö> 

//   •'O,    2/0,    -o)   =0-  .        :,  cn     u 

Wir  wollen  als  Umgebung  von  Pq  wieder  ein  Parallelepipedon  ^45  be- 
nutzen, das  um  Pq  als  Mittelpunkt  parallel  zu  den  Achsen  konstruiert  ist. 
^  bestimmt  in  der  (?/,  >i:)-Ebene  ein  Rechteck  3?.  In  diesem  Rechteck  SSi 
betrachten  wir  die  Funktion 

w(2/ ,  ^)  =  /"^(-^o  ,  2/ ,  *)  +  5'-(^o  ,  «/ ,  -)  • 
Sie  nimmt   ihren  kleinsten  Wert  Null  in   der  Mitte  von   Sf?  an,    nämlich 
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für  y  =  ijq  ^  X  =  Xq  .     Käme   der  Wert  Null  auch   auf  dem  Rande  von  dl 
vor,  etwa  an  der  Stelle  :r^  ,  ?/i ,  so  hätte  man 

/■(•^o,  Vij  -i)  =  f[-ro,  2/0,  -o), 
9{^o,  2/1,  -i)  =^'(■^■0,  2/0,  -o)- 
Die  erste  Gleichung  besagt,  daß  die  Funktion 

m  =  fi^o  ,  2/0  +  ^(2/1  -  2/0)  ,  -^0  +  ^(^1  -  -o)) 

für  ^  =  0  und  ^  =  1  denselben  Wert  hat.      Daher  gibt   es  zwischen  0  und 
1  ein  .^,  so  daß  F' {»)  =0  ist,  d.  h.  (vgl.  §  90) 

(2/1  —  Uo)f'j{^o  ,  V  ,  ^)  +  (-1  -  -o)  A(^o  ,  ^-,  D  =  0 . 
Dabei  ist 

^  =  2/0  +  ^ iVi  —  Uo) ,  C  =  %o  +  ^(-1  —  ^o) , 

also  t] ,  C  sicher  ein  Punkt  im  Innern  von  9^ . 
Ebenso  folgt  aus  der  zweiten  Gleichung 

(2/1  —  2/o)5'^ (-«"o ,  ^ ,  C)  +  (-^1  —  ^o)9'b{xo  ,^,0=0. 

ly ,  C   ist  wieder   ein  Punkt  im  Innern   von   dl .     Da  ?/i  —  y^  und  x^  —  Xq 
nicht  beide  gleich  Null  sein  können,  so  ergibt  sich,  daß 

f'yi^o,  ^,  C)     Al-^o,  ^,  £) 

ist. 

Wenn  bei  unendlicher  Verkleinerung  von  ^  immer  die  Eigenschaft  be- 
stehen bliebe,  daß  tj(?/,  x)  auf  dem  Rande  von  fft  den  Wert  Null  annimmt, 
so  müßte  wegen  der  Stetigkeit  von  f'y,  f'z^  g'y,  g', 

I  fy  {^0  ,  2/0 ,  ^o)     f'z  (2-0 ,  2/0  ^  -o)  I        Q 

ig'A^o,  2/0,  %)   g'A^o,  2/0,  -0)  I 

sein.     Denn  ?;  ,  C  und  rj ,  u  konvergieren  beide  nach  ?/o ,  Zq  . 

Wir  fügen  jetzt  zu  unsern  Voraussetzungen  die  neue  hinzu,  daß  an  der 
Stelle  Po 

von  Null  verschieden  ist,  und  wir  wollen  ^  so  verkleinern,  daß 

^y[V)      9'Ä^) 


0 


+  0 


ist,  wie  man  auch   die  Punkte   p  und  p  in   ^  wählen  mag*).      Wegen   der 
Stetigkeit  von  f], ,  f. ,  g'^ ,  g',,  ist  das  möglich. 

Haben  wir  5ß  so  stark  verkleinert,  dann  wird  auf  dem  Rande  von  31  der 
Wert  w  [y  ,  x)  =  0  nicht  vorkommen,    m  sei  der  kleinste  Wert,  den  lo  (y ,  x) 


*)  Wenn  man  will,  kann  man  p  und  p  die  Beschränkung  auferlegen,  daß  sie 
dieselbe  a;-Koordinate  haben. 
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anf  dem  Rande  von  9^  annimmt.  Daß  es  einen  solchen  gibt,  kann  man 
aus  §  50  schließen.  Auf  jeder  Seite  von  di  hat  man  es  nämlich  mit  einer 
stetigen  Funktion  von  einer  Veränderlichen  zu  tun.  ?7^  ist  größer  als  Null, 
und  auf  dem  ganzen  Rande  von  9i  gilt  die  Ungleichung 

P {^0,  y ,  -i)  +  g"^  (-^^o  5  U  ,  -)  ^  ^n  . 

Wegen  der  Stetigkeit  von  f  und  g  können  wir  ^  in  der  .r-Richtung  so 
stark  verkleinern,  daß  die  Funktion 

sich  um  weniger  als  ---  ändert,   wenn   man   in   ^  von   irgend   einem  Punkte 

parallel  zur  a?- Achse  zu  einem  andern  fortschreitet*). 

Schneiden  wir  ^  durch  eine  Ebene**)  x  =  x^  ,    so  ist  _Q(a:,  y ,  z)  auf 

dem  Rande  des  Schnittrechtecks  größer  als  — ,   im  Mittelpunkt  des  Schnitt- 

ni 
rechtecks  aber  kleiner  als  — .    Denn  sie  ist  auf  dem  Rande  des  zu  x  =  Xq 

gehörigen  Schnittrechtecks  nicht  kleiner  als  m ,  in  der  Mitte  desselben  aber 
gleich  Null. 

Jedenfalls  ist  sicher,  daß  die  Funktion**) 

wi  \y  ,  X)  =  p{Xi  ,  // ,  x)  +  g'^ixi  ,  y,  z) 
ihren  kleinsten  Wert  nicht  auf  dem  Rande,  sondern  im  Innern  von  9^  an- 
nimmt.   Geschieht  dies  an  der  Stelle  y^  ,  ^^  ,  so  müssen  dort  — ^  und  -r-^ 
gleich  NuU  sein.     (Vgl.  S.  277).     D.  h.  es  muß  sein  °^  "^ 

fi^i ,  Vi ,  «i)  fy{x\ ,  Ui ,  -i)  +  gi^i,  Vi,  -i)g'A^^^ ,  2/1 ,  -i)  =  o , 

f[Xx  ,  yi  ,  ^1)  f'zi^i  ,  yi  ,  zi)  H-  gixi  ,  yi  ,  z^)  g',{x^  ,  y^  ,  z^)  =  Q  . 

Da  in  ^  tiberall  f'yg',  —  f\g\j  von  Null  verschieden,  folgt  aus  den  obigen 
Gleichungen 

A-^i ,  2/1 ,  -1)  =  0 ,    5^  (-^1  >  ^1  >  -1)  =  0  • 

Nennen  wu*  das  kleinere  Parallelepipedon,  das  an  die  Stelle  von  ^  ge- 
treten ist,  ^  ,  so  enthält  jeder  Querschnitt  von  ^  ,  der  senkrecht  zur  .r-Achse 
ausgeführt  ist,  einen  und  nur  einen  Punkt,  der  den  Gleichungen /"(.r ,  ?/,  ;!:^)=0, 
g  (,/  ,  7/ ,  ;?)  =  0  gentigt.  Daß  es  wirklich  nur  einer  ist ,  läßt  sich  leicht 
zeigen.     Aus 

g[^\,  yi,  -1)  =g[^n,  yi,  -1) 

würde  nämlich  (vgl.  S.  282)  folgen 

iy2  —  2/1)  f'y  (a-l  ,   _^  ,    b)  +  (-2  -  ^1)  f'z  (-^1  ,  _^  ,    Q  =  0  , 

(2/2  —  2/1)  g'A^i »  V »  ^)  +  (^2  —  -1)  g'z  {j^i,  ^u  C)  =  o , 


*)  Wir  benutzen  hier  die  Eigenschaft  der  gleichmäßigen  Stetigkeit  und  denken 
uns  den  entsprechenden  Satz  in  §  86  auf  drei  Veränderliche  übertragen. 
**    \^\  —  ^o|  ist  kleiner  als  die  halbe  Kante  von  ^  in  der  x-Eichtung. 
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und  68  müßte,  da  ?/2  —  y^  und  ^2  —  ^1  nictt  beide  gleich  Null  sind,  die 
Determinante  dieser  Gleichungen  verschwinden.  Das  ist  aber  ausgeschlossen 
(vgl.  S.  282). 

^5  sei  durch  die  Ungleichungen 

a^x^h,     c%  y^d,     Ci  ^  x  ^  d^ 

definiert.  Dann  können  wir  sagen ,  daß  es  in  (a ,  b)  ein  und  nur  ein 
Fnnktionenpaar 

y  =  (p{x),     x  =  ip[x) 

gibt,  -welches  den  Bedingungen 

f[x  ,   r/)  ,   xp)  =  0,     g{x  ,   r/)  ,   {/')  =  0  , 

c  ^  ff  ^  d ,     <?i  ^  «/^  ^  ^1 
genügt. 

Der  Leser  beweise,  daß  rp  ,  ip  in  (a  ,  b)  stetig  sind.  Er  zeige  ferner, 
daß  sie  stetige  Ableitungen  <.p' {x) ,  ip(x)  haben,  wenn  man  außer  den  be- 
reits eingeführten  Voraussetzungen  noch  die  neue  macht,  daß  f'^  (.r ,  y ,  z) 
in  ^  stetig  ist.  Hat  /"  in  ^  stetige  Ableitungen  bis  zur  ^-ten  Ordnung,  so 
gilt  dasselbe  von  rp  und  ip  in  (a  ,  b).  Man  berechnet  die  Ableitungen  von 
cp  ,  ij!  durch  Differentiation  der  zusammengesetzten  Funktionen  f  und  g  ,  die 
in  (a ,  b)  gleich  Null  sind. 

4,  f[x,  y ,  X ,  u),    g{x  ,  y ,  z,  v)  seien  für 

(*)       \X-X,\^Ö,       \y-y,\^d,      \x.-Z,\^e,      \U-U,\^S 
nebst  den   Ableitungen  /"!-,  /'„,  g\^  g'„  stetig.     Außerdem   sei  an   der  Stelle 

/•=0,  ^  =  0.   f,g\,-f[,g',^0. 

Dann  gibt  es  bei  passender  Wahl  von  d',  t'  ein  und  nur  ein  Funktionen- 
paar f/)(a?,  ?/),  i/^(a:;,  ?/),  das  in  dem  Quadrat 

(t)  \x-X,\-^d',      \y-y,\^6' 

den  Gleichungen 

genügt  und  zugleich  die  Bedingungen 

erfallt,     rp  und  1//  sind  in  dem  Quadrat  (f )  stetig. 

Hat  f  in  dem  Bereich  (*)  stetige  Ableitungen  (nach  x  ,  ?/ ,  x  ,  u)  bis 
zur  _p-ten  Ordnung,  so  gilt  dasselbe  von  g) ,  ?/'  in  dem  Quadrat  (f).  Man 
findet  die  Ableitungen  von  cp ,  xp  durch  Differentiation  der  zusammen- 
gesetzten Funktionen  f\  g. 

Die  Verallgemeinerung  der  obigen  Sätze  auf  noch  mehr  Veränderliche  und 
Gleichungen  macht  keine  Schwierigkeit. 

Wir  bemerken  nur  noch,  daß  Funktionen,  die  durch  unaufgelöste  Glei- 
chungen gegeben  sind,  implizite  Funktionen  genannt  werden.  Ein  Spezial- 
fall davon  war  die  in  §  50  betrachtete  Umkehrung  einer  Funktion  von  einer 
Veränderlichen. 
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§  93.    Das  Problem  der  Quadratur. 

Ein  Problem  von  ehrwürdigem  Alter  ist  das  folgende. 

Man  hat  eine  Kurve  y  =  f{x)  und  zwei  ihrer  Ordinaten ,  Ä^  P^  und 
Ä^P^-  Die  Kurve,  die  beiden  Ordinaten  und  die  a?- Achse  begrenzen  ein 
Gebiet  ®,  dessen  Inhalt  berechnet  werden  soll.  Der  Kurvenbogen  P^  P^ 
möge  ganz  oberhalb  der  ic- Achse  liegen  (vgl.  Fig.  111). 

Schon  Archimedes   hat  spezielle  Fälle   dieses  Problems  erledigt.     Auch 
wir  haben  in  §  13  einige  solche  Fälle  be- 
handelt, und  wir  verfahren  jetzt  nach  der- 
selben Methode. 

Wir  nehmen  an,  daß  f{x)  in  dem 
Intervall  («i,  a-i)  stetig  ist  (flfi  =  O^j, 
ch  =  OA-2).  Dann  gibt  es  in  jedem  Teil- 
intervall (a,  ß)  von  («1,  a^)  einen  klein- 
'sten  und  einen  größten  Wert  von  f[JC]. 
Diese  beiden  Werte  bezeichnen  wir  mit 
??^(«,  ß)  und  ilf(a,  ß).  Der  Teil  von  ©, 
der   über   (a,  ß)    steht,    d.  h.    durch   die 

beiden  Geraden  x  =  a.  und  x  ^=  ß  abgegrenzt  wird,  enthält  offenbar  das 
Rechteck  mit  der  Basis  (a,  ß)  und  der  Höhe  m  (a,  ß),  und  er  ist  selbst 
enthalten  in  dem  Ptcchteck  mit  der  Basis  (a,  ß)  und  der  Höhe  Jf  (a,  ß). 

Diese  beiden  Rechtecke  wollen  wir  das  innere  und  das  äußere  Rechteck 
über  (cc,  ß)  nennen. 

Wird  («,,  «2)  iii  P  Teilintervalle  zerlegt  und  konstruiert  man  über  jedem 
Teilintervall  das  innere  und  das  äußere  Rechteck,  so  bilden  die  inneren  Recht- 
ecke ein  Gebiet  S,  die  äußeren  Rechtecke  ein  Gebiet  ST,  und  es  ist  offenbar 
3  in  &  und  (^  in  S(  enthalten. 

Der  Inhalt  von  ^  ist 

^  =  ^{ß-a)m{a,ß), 
der  von  51 

'ü  =  2{ß-a)M{a,ß). 


Fig.  111. 


286  Drittes  Kapitel. 

Da  3  in  @  und  (3  in  51  enthalten  ist,  so  wird  der  Inhalt  von  @  zwischen 
^  und  Sl  liegen,  d.  h.  es  wird  sein*) 

Macht  man  die  Teilintervalle  so  klein,   daß  in  jedem  von  ihnen 

21{a,ß]-m{a,ß}<:i 
ist**;,  so  "hat  man 

St  —  S  <  :^  (,^  —  «I  £  =  £  (a^2  —  «1  •• 

Dann  unterscheiden  sich  3  und  51  von  ®  um  weniger  als  e  [a-i  —  a^). 
Man  kann  also  auf  diese  Weise  den  Flächeninhalt  @  beliebig  genau  berechnen. 

Wir  wollen  eine  Zerlegung  von  (Oj,  a^)  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teil- 
intervallen mit  3  bezeichnen.  Unter  (3  3  verstehen  wir  die  Maximallänge 
der  Teilintervalle  von  3 ;  kein  Teilintervall  ist  also  größer  als  ö  (3)  und 
wenigstens  eins  gleich  (5(3'- 

Eine  Folge  von  Zerlegungen  des  Intervalls  («i,  0-2) 

3i>  32)  33)   ■  ■  ■ 

nennen  wir  eine  ausgezeichnete  3"Folge,  wenn  limJ(3)i)  =0  ist.  Be- 
deutet 3(3«)  die  innere,  21(3")  die  äußere  Rechtecksumme  bei  der  Zerlegung  3n, 
so  wird 

lim  {5l(3„)-s  (34=0) 

mithin 

Iim3(3,)=lim5t(3.]  =  @. 

Es  gilt  demnach  folgender  Satz: 

Läßt  man  3  eine  ausgezeichnete  3 "Folge  durchlaufen,  so  konvergieren 
3(3)  und  21(3'  uach  dem  gemeinsamen  Grenzwert  @. 

Man  entnehme  jedem  Teilintervall  («,  ß)  der  Zerlegung  3  einen  Funktions- 
wert /"(s)  und  bilde  die  Summe 

Sm  =  ::{ß-a\m, 

die   eine   zu  3  gehörige  Rechtecksumme  heißen  möge.     Dann  ist  offenbar 

3(3)^^5(3)^51(3), 

und  daher  wird  auch 

lim  5(3)  =  @. 
Insbesondere  wird 

lim  2"  [ß  —  a)  f{a)  =  ®. 

Setzt  man  «  =  .r  und  ß  —  a  =  zJx^  so  lautet  diese  letzte  Formel 

lim  :^  f[x)  Jx  =  ®. 


*)  Wir  bezeichnen  die  Inhalte  mit  denselben  Buchstaben  wie  die  Gebiete. 
**!  Wegen  der  gleichmäßigen  Stetigkeit  läßt  sich  dies  erreichen  ;vgl.  §  o2j,  wie 
auch  das  positive  e  gewählt  sein  mag. 
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Die  linke  Seite  bezeichnet  man  nach  Leibniz  mit 

lf{x)dXj  („Integral /"(x)  (ix") 

und  Fourier  hat  dafür  die  präzisere  Schreibweise 


/ 


f{x]dx  („Integral  a^  bis  a2f{x)dx^^) 

«1 
eingeführt. 

Das  Integralzeichen  ist  nichts  anderes  als  ein  ;S^,  der  Anfangsbuchstabe 
des  Wortes  Summe.  Das  Leibniz -Fourier sehe  Symbol  des  Integrals  hat 
den  Vorteil  an  die  Entstehung  des  Integrals  zu  erinnern,  («i  «2)  ^^^^  i^ 
Teilintervalle  z/.r  zerlegt,  jedes  Teiliutervall  mit  einem  darin  vorkommenden 
Funktionswert  f{x)  multipliziert,  und  dann  wird  die  Summe  dieser  Produkte 
f{r)Jx  gebildet.  Ihr  Grenzwert  bei  unendlicher  Verkleinerung  der  Teil- 
intervalle ist  das  Integral. 

Man  pflegte  dies  früher  in  folgender  Weise  auszudrücken:  (rti,  a.^)  wird 
in  unendlich  viele  unendlich  kleine  Intervalle  dx  geteilt  und  jedes  von  ihnen 
mit  einem  darin  vorkommenden  Funktionswert  f[x)  multipliziert.  Die  Summe 
dieser  Produkte  f[x]dx  ist  das  Integral.  Daß  dieses  Integral  den  Flächen- 
inhalt ©  darstellt,  machte  man  sich  so  klar.  Über  jedem  dx  steht  ein  un- 
endlich schmaler  Streifen  von  (^,  den  man  als  ein  Rechteck  mit  der  Höhe  f[x] 
betrachten  kann.     Diese  Auffassung  hatte  z.  B.  Keppler. 

Heutzutage  läßt  man  sie  nicht  mehr  gelten,  weil  sie  mit  dem  Unendlich- 
kleinen umgeht,  als  wäre  es  eine  Zahl  wie  jede  andere. 

§  94.    Cauchys  Existenzbeweis. 

In  §  93  sahen  wir,  daß  bei  einer  stetigen  Funktion  die  innere  und  die 
äußere  Rechtecksumme  einem  gemeinsamen  Grenzwert  zustreben,  wenn  man  das 
betrachtete  Intervall   einer  ausgezeichneten  Folge  von  Zerlegungen  unterwirft. 

Wir  operierten  aber  dabei  mit  dem  Inhalt  des  Gebiets  (S,  und  das  kann 
man  beanstanden.  Denn  der  Inhalt  eines  solchen  Gebiets  ist  noch  gar  nicht 
definiert.  Was  sollen  wir  darunter  verstehen  ?  Zunächst  können  wir  über- 
haupt nur  bei  geradlinig  begrenzten  Gebieten  von  einem  Inhalt  reden. 

Es  ist  daher  erwünscht,  die  Existenz  des  gemeinsamen  Grenzwertes  von 
3(3)  und  21(3)  nachzuweisen,  ohne  von  dem  Inhalt  des  Gebiets  @  zu 
reden.     Einen  solchen  Existenzbeweis  hat  Cauchy  gegeben. 

3  entstehe  aus  3  dadurch,  daß  ein  Teilintervall  von  3?  z.  B.  (a,  /i),  in 
zwei  Teile  (a,  y),  (/,  ß)  zerlegt  wird,  also  durch  Hinzufügung  eines  neuen 
Teilpunktes.     An  die  Stelle  von 

[ß  -  a)  Jf  («,  ß)  =  {y-  a)  M{a,  ß)  +  {ß  -  y)  M{a,  ß] 
tritt  dann 

{y-a)M{a,y)  +  {ß-y)M{y,ß). 
Da  nun 

M{a,  y)  S  M{a,  ß]  und  M{y,  ß)  ^  M{a,  ß) 
ist,  so  folgt  _ 

5t(3)^3li3)- 
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Ebenso  leicht  erkennt  man,   daß 

3(3)^S(B) 

ist.     Die  Ungleichungen 

W    S(3)S3(g)^5l(B)^^(B) 

bleiben  offenbar  bestehen,  wenn  man  bei  3  noch  einen  neuen  Teilpunkt  hin- 
zufügt u.  a.  f.  Sie  gelten  also  überhaupt  immer,  wenn  3  ^■us  3  durch 
Weiterteilung  entsteht. 

Jetzt  seien  3  ^^^  S'  ^^^^  beliebige  Zerlegungen  von  («j,  a^).     Kehmen 

wir  alle  Teilpunkte  von  3  ^^^  3'  zusammen,  so  entsteht  eine  Zerlegung  ^, 

die  offenbar  sowohl   aus  3  ^^s  ^^^^^  ^"S  3'  <iurch  Weiterteilung  hervorgeht. 

Daher  gelten  außer  den  Ungleichungen 

jfjy         afjy  3<p        cvj)        [*)  noch  die  folgenden 

^'^■^^^-  (t)    S(3')^S(3)^5l(3)^5((3']- 

Aus  den  Ungleichungen  (*)  und  (f)  geht  hervor,  daß  die  Intervalle  (3(3)) 
?l(3))  und  (3(3')>  2l(3')>  nicht  geti-ennt  liegen  (also  nicht  so  wie  Fig.  112 
es  zeigt).  Sie  haben  ja,  wie  die  Ungleichungen  besagen,  die  Werte  S(3)) 
21(3)  gemein.     Daher  können  sich  je  zwei  der  vier  Werte 

S(3),  2((3),  S(3'),  51(3') 

höchstens  um 

W3)-S(3)}  +  {5I(3')-S(3')} 

unterscheiden.  Wenn  in  jedem  Teilintervall  von  3  und  3'  ^ie  Schwankung 
der  Funktion  f  (d.  h.  die  Differenz  zwischen  dem  größten  und  kleinsten  Wert) 
kleiner  als  £  ist,   so  wird  (vgl.  S.  286) 

{^(3)  -  S(3)}  + 1^(3')  -  3(3']}  <  2 £(«2  -  a,). 

Dann  unterscheiden  sich  also  je  zwei  der  vier  Werte  3(3)>  21(3)?  3(3')» 
21(3)  um  weniger  als  2  6(i  —  a).  Dieses  Resultat  werden  wir  sogleich 
brauchen. 

3i,  32)  33)  ■  ■  ■  sei  eine  ausgezeichnete  3-Folge.  Wir  ordnen  ihr  die  Folge 

(**)    S(3i),  2i(3i),  3(32))  21(32),  3(33),  21(33),  ••• 

zu.  Diese  ist  nach  dem  Cauchy sehen  Kriterium  in  §  24  konvergent.  Denn 
es  gibt  wegen  der  gleichmäßigen  Stetigkeit  eine  Zahl  6  derart,  daß  in  Teil- 
intervallen, die  kleiner  als  6  sind,  die  Schwankung  stets  kleiner  als  e  ist. 
Bei  fast  allen  3n  sind  aber  die  Teilintervalle  kleiner  als  ö.  Daher  werden 
sich  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Streichungen  die  Glieder  von  (**) 
paarweise  um  weniger  als  2£(ö  —  a)  unterscheiden.  Durch  passende  Wahl 
von  6  können  wir  2  £(6  —  a)  jeden  positiven  Wert  verschaffen.  Die  Folge  (**) 
genügt  also  dem  Cauchyschen  Kriterium  in  §  24  und  hat  demnach  einen 
endlichen  Grenzwert,  dem  dann  auch  die  Teilfolgen  3  (3i))  3(32),  3(33),  ■" 
und  2((30,  2{(32),  2((33),   •••  zustreben. 

Der  Grenzwert  bleibt  derselbe,  wenn  wir  statt  3i)  32,  33)  '■  durch 
eine  andere  ausgezeichnete  3-Folge  3')  S'i)  3'<)  '■'  ersetzen.  Da  nämlich 
auch  3i)  3'i,  32)  32)   ■••   eiue  ausgezeichnete  3-Folge  ist,  ist 
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3(3.).  5i(3i),  3(3i),  5i(Bi),  3(32),  ^(32),  ■•• 

konvergent.     Die   Teilfolgen   S(3i),    ^(3i),    3(32),  5r(32),---    und    S(3i), 
5t(3'i)5  3(3'^^   -U32),  •••  haben  also  denselben  Grenzwert. 

Diesen  Grenzwert  definieren  wir  als  den  Wert  des  Integrals 


ff{x)di 


Der  obige  Beweis  fordert  übrigens  nur,  daß  f{x)  in  (o^ ,  «2)  stetig  ist.  Daß 
f[.r]  nirgends  negativ  ist,  d.  h.  daß  die  Kurve  y  =  f{.r]  oberhalb  der  x-Achse 
liegt,  brauchen  wir  dabei  nicht  anzunehmen. 

Greifen    wir   aus  jedem   Teilintervall   («,  ß)  von  ^  einen  Funktionswert 
/*i^"  heraus  und  bilden  die  Rechtecksumme*) 

S{S)  =  2(/i  -  a)fa 

so  ist  S(3)  ^  S{Q)  S  9t(3).  Lassen  wir 
also  3  eine  ausgezeichnete  3-Folge  durch- 
laufen, so  wird 


lim 


^(3)  =jmdx. 


Fig.  113. 


Was  den  Inhalt  des  Gebiets  @  anbetrifft,  so  können  wir  ihn  jetzt  als 
den  gemeinsamen  Grenzwert  der  inneren  und  äußeren  Rechtecksumme  bei 
einer  ausgezeichneten  ^-Folge  definieren**). 

Wir  können  von  einer  gegebenen  Zerlegung  3  ausgehend  eine  ausgezeich- 
nete 3-Folge  herstellen,  z.  B.  in  der  Weise,  daß  wir  die  Teilintervalle  von 
3  fortgesetzt  halbieren.  Dabei  wird  ^(3)  aufsteigend  und  51(3)  absteigend 
nach  ö)  konvergieren.     Daher  ist 

3(3)  S  @  S  51(3). 

Es  bleibt,  wie  man  sieht,  alles  so  wie  in  §  93.  Nur  die  Auffassung  ist 
eine  andere  geworden.  Was  dort  keines  Beweises  bedurfte,  sondern  auf  der 
Haud  lag,  muß  hier  bewiesen  werden. 


Das  Integral 


95.     Quadratur  der  Hyperbel. 

dx 


/dx 
X 


(0<«i<a2) 


*)  Fig.  113  zeigt  die  Bedeutung  von  Si^].    Die  Rechtecke  oberhalb  der  «-Achse 
ul  positiv,  die  unterhalb  negativ  zu  rechnen. 
**)  Hier  nehmen  wir  wieder  f[x)^0  an. 
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gibt  den  Inhalt  des  Gebiets  an,  das  von  der  H^'^ierbel 

1 

y  =  — 

der  X-Achse  und  den  Geraden  .x  =  «i,  x  =  a-,  begrenzt  wird  ^Fig.  114). 
Um   das    obige    Integral  zu  berechnen,    teilen   wir   das  Intervall  (a^,  a^ 
durch  eine  geometrische  Reihe  von  Werten,    d.  h.  wir 
zerlegen  es  in  die  Teilintervalle 

wobei  »iij"  =  ao,  also 


ist. 


Fig.  114. 
Bei  dieser  Zerlegung  findet  man  als  innere  Rechtecksumme 

«1^  — «1  a^q'^  —  üiq""'^        n{q  —  l) 


ySn  


als  äußere 


a^q  —  tti 


a^q> 


+  -— T^ =  1^  Q  —  1  • 


Wir  wissen,  daß 


lim  ^/  =  1 


und 


]lm  n{q  —  1)  =  log  ^- 
ist  (vgl.  §  15  und  §  22).     Daher  wird 

lim  Si,  =  lim  S{„  =  log  «2  —  log  «i , 


d.  h. 


f^  =  log  «2  —  log 


üy. 


Wegen  dieses  Zusammenhangs  zwischen  der  Quadratur  der  Hyperbel  und 
den  natürlichen  Logarithmen  nennt  man  die  letzteren  auch  hyperbolische 
Logarithmen. 


§  96.     Quadratur  der  Logarithmica. 
Ebenso  einfach  srestaltet  sich  die  Berechnung:  des  Integrals 


Ce'^di 
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Man  zerlegt  (a^ ,  a.,}  in  n  gleiche  Teile.     Die  innere  und  die  äußere  Recht- 
ecksumme lauten  dann 


und 


/^e«•  (1  +  c''  +  e^-'>  H e(»-i)/') 

wobei  h  =  — ist.     Nach   der   Summenformel   der  geometrischen  Reihe 

lassen  sich  die  obigen  Ausdrücke  so  schreiben 

e"''  —  1  h       ,  .  he'' 


he"' 


-  =  ^j^~--^  {e-^  -  e«.)  bzw.  ^-,^-^  (e"-^  -  e"« 


Da  bei  unendlich  zunehmendem  n 


lim 


e"  —  l 
h 


wird,  so  konvergieren  sie  beide  nach  e"-  —  e' 


§  97.     Das  Problem  der  Rektifikation. 

Unter   Rektifikation    versteht   man   die   Berechnung   einer  Bogenlänge. 

Hier  stellt  sich,  ähnlich  wie  beim  Flächeninhalt,  die  Frage  ein:   Was  ist 
unter    der   Bogenlänge    zu    verstehen? 

Wir   betrachten    wie    in   §  94   eine 
stetige  Kurve 


y  =  f{-^ 


(«1  ^  ■?•  ^  «2.) 


Einer  Zerlegung  3  ^^s  Intervalls  («i, 

«2)  läßt  sich,  wie  Fig.  115  zeigt,    ein 

Sehnenzug  zuordnen,  der  dem  Kurven-       '^''  "-  '^  "2 

bogen  Px  P^  einbeschrieben  ist.     Seine  Fig.  115. 

Länge  bezeichnen  wir  mit  If^)- 

Dem  Teilintervall   (a,  ß)   entspricht  die  Sehne  PQ^   und  ihre  Länge  ist 
gleich 

Um    die  Untersuchung   zu  vereinfachen,    wollen  wir  annehmen,    daß  f[x) 
in  («j,  ao)  eine  stetige  Ableitung  fix]  hat.     Dann  ist 


fiß)-m 


=  ri^) 


(«<^'</^) 


und 
also 


19* 
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Die  Funktion 


cp{x)  =  \l  +  f^[x) 
ist  ebenfalls  in  («j ,  a-^  stetig.     Man  sieht  das  sofort,  wenn  man 

cp  (x  +  h)  —  (p  ix]  =  '     ^      — '       '     ^  ' 

Vl  +  /"2(X)  +  ]/ 1  + /•'2(X  +  Ä) 

schreibt  und  h  nach  Null  konvergieren  läßt. 

1(3)  = -^(/^  —  «)'/'ll)  ist  also  gerade  so  eine  Rechtecksumme  5(3),  wie 
wir  sie  in  §  94  betrachteten.  Wenn  3  eine  ausgezeichnete  3"Folge  durch- 
läuft, so  wird  nach  §  94 

lim  1(3)  =  Ccp{x)dx  =  ryi  +  /"'2(.r)  •  dx. 

Diesen  Grenzwert  definieren  wir  als  die  Länge  des  Bogens  Pi  Po- 
Die   Rektifikation    der  Kur^e  y  =  f[x)   ist  hiermit  zurückgeführt  auf 
die  Quadratur   der  Kurve  y  =yi  -\-f"^{x). 
Die  Rektifikation  der  Parabel 


reduziert  sich  auf  die  Quadratur  der  Kurve 


y 


Vi 


Das  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel,  bezogen  auf  ihre  Achsen.  Bezieht  man 
sie  auf  ihre  Asymptoten  Oj,  Ol),  so  lautet 
ihre  Gleichung 

1 

Das    schraffierte  Gebiet  in  Fig.  116  hat  nach 
§  95  den  Inhalt 


1    ('dl        1    , 


02  —  log  Ol). 


Dieses  Integral  unterscheidet  sich  aber  von 


/' 


Vi  +  x^  dx 


um   einen   leicht   angebbaren    Betrag.     Der  Leser  möge    dies   nach  den  An- 
deutungen der  Figur  zeigen. 


§  98.     Mantelfläche  und  Volumen  eines  Rotationskörpers. 

f{x)   sei   in   dem  Intervall   (a^ ,  a^j   stetig   und  nirgends   negativ.     Wenn  wir 
die  Fig.  117  um   die  .r-Achse   drehen,    so  wird  ein  Rotationskörper  erzeugt. 
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Wir    wollen    zunächst    sein    Volumen    )8   berechnen.      Hierbei    verfahren    wir 
ähnlich  wie  bei  der  Quadratur  des  Flächenstücks  ÄiPiP^A^  in  §  93. 

^Yir  zerschneiden  den  Rotationskörper  senkrecht  zur  Achse,  gerade  so 
wie  man  eine  Wurst  zerschneidet.  3  lieiße  die  Zerlegung,  die  hierbei  das 
Intervall  (a^^a-y)  erfährt.  33(«,  ,>')  sei  das  Volumen  der  Scheibe,  die  dem 
Teilintervall  («,  /i)  entspricht.     Dann  ist 

Wenn  m(«,  ß)  der  kleinste  und  M{c(,  /i  der 
größte  Wert  von  f[x]  in  (u,  ß)  ist,  so  gelten  offen- 
bar die  Ungleichungen*) 

7i[ß  -  aW-{ct,  ß)^^  (a,  ß)  ^  7t{ß  —  a)MMci,  ß) 

und  daher 

27t{ß  —  a)m2(a,  ß)^^^  ^7t[ß 


a)3P(a,  ß). 


Fig.  117. 

Links   steht  nämlich   die  Summe   der  Zylinder,    die 

von  den  inneren  Rechtecken  .'vgl.  S.  285  ,  und  rechts  die  Summe  der  Zylinder, 
die  von  den  äußeren  Rechtecken  beschrieben  werden,  wenn  man  die  Figur 
um  die  .r-Achse  rotieren  läßt.  Durchläuft  3  ^^^^  ausgezeichnete  3"Folge, 
so  konvergieren  beide  Summen  nach 


Folglich  ist  auch 


7t  fp{x)dx. 
öl 

Sß  =  7trp{x)dä 


Operiert  man  wie  die  älteren  Analytiker  mit  den  unendlich  kleinen 
Größen,  so  wird  die  Formel  ganz  selbstverständlich.  Man  zerschneide,  so 
sagten  sie,  den  Rotationskörper  senkrecht  zur  Achse  in  unendlich  dünne 
Scheiben.  Jede  solche  Scheibe  läßt  sich  dann  auffassen  als  ein  Zylinder  mit 
der  unendlich  kleinen  Höhe  dx  und  dem  Grundradius  f{x);  sein  Inhalt  ist 
also  :tf-{x)dx  und  33  die  Summe  aller  dieser  Inhalte,  d.  h.  das  oben  an- 
gegebene Integral.  Die  unendlich  kleinen  Größen  liefern  das  Resultat  ohne 
Mühe.  Aber  diese  Heinzelmännchen  der  älteren  Mathematiker  stehen  uns 
nicht  mehr   zu  Gebote,    d.  h.  wir  dürfen  sie  nicht  für  uns  arbeiten  lassen. 

Gegen  unsere  Berechnung  von  ^  läßt  sich  noch  der  Einwand  erheben, 
daß  wir  etwas  berechnet  haben,  was  noch  nicht  definiert  ist.  Um  diesem 
Einwand  zu  entgehen,  definieren  wir  33  als  den  gemeinsamen  Grenzv^ert  der 
inneren  Zylinder  summe 

I^{ß-a)m^^a,ß) 

und  der  äußeren  Zylindersumme 


Wir  nehmen  an,  daß  ai  <  a-2  und  «  <  3  ist. 
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für  den  Fall,  daß  3  eine  ausgezeichnete  ^-Folge  dnrcMäuft. 

Jetzt  gehen  wir  dazu  über,  die  MantelÜäche  Tl  des  Rotationskörpers  zu 
definieren  und  zu  berechnen.  Der  Zerlegung  3  entspricht  ein  Sehneuzug  der 
Kurve  ^1^2-  Jede  Sehne,  wie  PQ,  beschreibt  bei  der  Rotation  den  Mantel 
eines  Kegel  Stumpfs.  Wir  summieren  alle  diese  Mantelflächen  und  lassen  ^ 
eine  ausgezeichnete  ^-Folge  durchlaufen.  Konvergiert  dabei  die  Summe 
stets  nach  einem  endlichen  Grenzwert,  so  definieren  wir  ihn  als  die  Mantel- 
fläche des  Rotationskörpers.  Die  Sehne  PQ  beschreibt  einen  Mantel  vom 
Inhalt 


m  («,  ß)=,r  {f{a)  +  fiß) }  I  {ß  -  c.)2  +  {fißj  -  f[a)  }2 


=  Tc{ß-  a)  if{a]  +  fiß))  Vi  +  r-{^).  («  <  I  <  ß) 

Wir  wollen  annehmen,  daß  f  [x)  in  (a^^tto)  stetig  ist,  und  mit  m' {a,  ß) 
den  kleinsten,  mit  J/' («,,>)  den  größten  Wert  von  Yl  -\-  f"^{x)  in  (a,  ß) 
bezeichnen.     Dann  ist 

27t^  iß  —  a)m{a,  ß]m'{a,  ß)  ^  :^m(a,  ß)  ^27t^{ß  —  a)  M{a,  ß)M'  («,  ß). 


Zwischen  denselben  Grenzen  liegt  aber  auch  27t^{ß  —  a)f{^}yi-]-f'-{^). 
Daher  unterscheiden  sich 


^m{u,  ß)  und  2.r2  ß  —  a)f{^)Vl-i-f^^) 
höchstens  um 

2/r  J(i  -  a]  {M{a,  ß)M'{a,  ß)  -  m{a,  ß)m'[a,  ß)] 
=  27t:^{ß  —  a)  {M{a,  ß)  —  m{a,  ß)]  M'{a,  ß) 
+  27t2{ß  -  a)  [M'{a,  ß)  -  m'{a,  ß)}  m{a,  ß) , 
also  höchstens  um 

D{Q)  =  27rJf'(«i,  a^)  {I{ß  -  a)2I{a,  ß)  -  ^{ß  -  a)7n{a,  ß]] 

+  2Tr21{a,,a,){^iß  -  a)3I'{a,  ß]  -  ^[ß  -  a)m'{a,  ß)}. 
Durchläuft  nun  ß  eine  ausgezeichnete  3 -Folge,  so  wird 

lim:^(/i  —  a)m[a,  ß)  =  lim:^(^  —  a]M[a,  ß)  =  ff(x)dx, 

ni 

^iß  —  a)m'la,  ß]  =  lirnJ^^^  —  «).¥'(«,  ß]  = /"v  1  +  f'^ [x)dx , 

Ol 

limD;3;  =  0 
nnd  um  so  mehr 

lim  {2m[a,  ß)  -  27T:^(/i?  -  a]f[B)Vl  +  fH^]  =0. 

Andererseits  ist  aber 

]xm:^{ß  -  a)mVT+J^f)  =ff{x)yi-\-P{x)dx. 


lim 

mithin 
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Daraus  folfft 


m 


=  27tff[7-)Vl  +  f'^^{x)dx^ 


Auch  diese  Formel  kann  man  mittelst  der  unendlich  kleinen  Größen 
spielend  herleiten.     Aber  dafür  opfert  man  die  Exaktheit. 

Der  Leser  behandle  das  Beispiel  /"(.r)  =  11  —  a;2,  «,  =  —  1,  «2=1- 
Er  findet  dann  für  das  Volumen  SS  und  die  Oberfläche  9}£  einer  Kugel  vom 
Radius  1  folsrende  Werte: 


25 


tf{l  —  x^)dx ,   m  =  2  7t  fi 


dx 


Aus  der  Definition  des  Integrals  in  §  94  ergibt  sich,    daß  j  dx  =  2  ist 
und  /  (1  —  .t2)  dx  =  -~  ■     Man  kann  sich  auch  auf  die  geometrische  Inter- 


pretation des  Integrals  stützen  (vgl.  §  93). 

§§  93,  97,  98  lassen  zm-  Genüge  die  Wichtigkeit  des  Integralbegrifi"s  er- 
kennen, und  es  entsteht  der  Wunsch  nach  Methoden  zur  Auswertung  von  Inte- 
gralen.   Eine  sehr  wichtige  Methode  dieser  Art  werden  wir  in  §  99  entwickeln. 


§  99.     Die  fundamentale  Beziehung  zwischen  Differential-  und 
Integralrechnung, 

Die  Berechnung  des  Integrals 


fm 


dx . 


wie  wir  sie  in  §  94  gelehrt  haben,  ist  nur  in  wenigen  Fällen  wirklich  durch- 
führbar. Es  gibt  aber  noch  einen  andern  Weg,  und  ihn  gefunden  zu  haben, 
ist  eins  der  größten  Verdienste  von  Leibniz  und  Newton.  Beide  erkannten, 
daß  zwischen  Differential-  und  Integral- 
rechnung eine  Beziehung  besteht,  die  es  er- 
laubt, die  Resultate  der  Differentialrechnung 
zur  Auswertung  von  Integralen  zu  benutzen. 
Wir  wollen  uns  wieder  auf  den  Stand- 
punkt des  §  93  stellen.  Die  stetige  Kurve  f'a,, 
y  =  f{x)^  die  oberhalb  der  .r- Achse  liege, 
begrenzt  zusammen  mit  der  .r -Achse  und 
mit  den  Ordinaten  /"(aj)  und  f{x)  ein  Ge-  " 
biet,  dessen  Inhalt  wir  mit  ^[x)  bezeichnen  Fig.  118. 

wollen.     Im   Unterschied  zu   §  93    nehmen 

wir  hier  nur  die  Ordinate  f(ai]  als  fest  an,  während  wir  uns  die  andere  be- 
weglich denken.     Wir  lassen  x  in  dem  Intervall  («i,  «2)  variieren. 
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Welche  Ableitung  hat  F{x)'? 

Wenn  x^  und  Xi  zwei  verschiedene  Werte  aus  {a^ ,  «2)  ^^^^  iiii<i  -^"i  <C  -^2 
ist,  so  stellt 

F[x.^  -  F[x,) 

den  Inhalt  des  in  Fig.  119  schraffierten  Gebietes  dar.     Kun  ist  aber 

(a-2  —  x^)m[x^ ,  x^)  ^  F{x.2]  —  F[Xi]  ^  [x^  —  Xi) M{x^ ,  x^) , 

wenn  wii"  mit  m  [x^ ,  x^)  den  kleinsten  und  mit  M\x^ ,  x^i)  den  größten  Wert 
von  f[x)  in  (x^ ,  X2}  bezeichnen.     Jedenfalls  liegt  also 

F{x2)-F{x,]  ^  F{x,)  -  F[x^) 

3^2  —  *^l  ^'X  —  *^^ 

zwischen*)  m[x^^X'^  und  M{Xx,  x.21  oder  zwischen  /"(i",)  und  /'(|2)5  wenn 
si ,  ^2  die  Stellen  sind,  wo  der  kleinste  bzw.  gi-ößte  Wert  angenommen  wird. 
Läßt  man  x^  nach  x^  konvergieren,  so  ergibt  sich,  daß  an  der  Stelle  j-j 
die  rechtsseitige  Ableitung  von  F{x)  gleich  f[x)  ist;  denn  ^i,s2  konver- 
gieren nach  x^,  also  f[ix)^  fi^^l  ^^ch  f[x{),  wegen  der  Stetigkeit  von  f[x). 
Mithin  wird  auch 

.r,  — T, 


Läßt   man  ,/i  nach  x-i   konvergieren,    so   stellt  sich  heraus,    daß   au  der 
Stelle  X2,  die  linksseitige  Ableitung  von  F{x]  gleich  f[x-i)  ist. 

Daraus  ersieht  man,  daß  die  Funktion  F{x)  in  dem  ganzen  Inter- 

^ vall    (a, ,  «2)    die   Ableitung    f{x)    hat.     Im 

Innern  des  Intervalls  ist  sowohl  die  rechtsseitige 
als  auch  die  linksseitige  Ableitung  gleich  f[x) . 
Kennt  man  nun  eine  Funktion  0[x),  die 
ebenfalls  in  (a^ ,  a^)  überall  die  Ableitung  f[x] 
hat,  so  können  sich  nach  §  67  Fix)  und  0[x) 
nur  um  eine  additive  Konstante  unterscheiden. 
D.  h.  es  ist  in  dem  ganzen  Intervall  (a^ ,  ßo) 


Fjo-.  119. 


F{x)  =  0[x)+  C. 


Diese  Konstante  läßt  sich  leicht  bestimmen.  Der  von  der  Kurve  y  =  f{x)^ 
der  :r- Achse  und  den  Ordinaten  /"(«i),  f[x)  begrenzte  Flächeninhalt  reduziert 
sich  offenbar  auf  Null,  wenn  x  =  a^  wird,  d.  h.  wenn  die  bewegliche  Ordi- 
nate mit  der  festen  zusammenfällt.     Es  ist  also  Ffa^)  =0,  d.  h. 

Hieraus  ergibt  sich   C=  —  ^[^i],  mithin 

F{x)  =  (D{x)-0{a,) 


und  insbesondere 


F{a^)  =  0{a,)-(D{a,) 


")  in  (xi ,  00.2J ,  M[xx ; 


sind  dabei  ein.oreschlossen. 
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i^fflfo)  ist  aber  gerade  das  Integral  1  f{x)dx. 

Ol 

Für  dieses  Integral  gilt  demnach  die  Formel 

ff[x)dx  =  (D{a,)-0ia,). 

Ol 

statt  der  rechten  Seite  pflegt  man  (Ö>)"'  zu  schreiben. 
Unser  Resultat  läßt  sich  folgendermaßen  in  Worte  fassen: 
Wenn  0(x)  in  (a^,  a.2)  die  stetige  Ableitung  0'{x)  =  f{x)  hat,  so 
ist  das  Integral 


/« 


x]dx 


gleich  dem  Zuwachs  0 [02)  —  0 {üi) ,   den  ®(,r)  beim  Übergange  von 
«1  zu  «-2  erfährt. 

Die  in  §§  95  und  96  berechneten  Integrale  lassen  sich  z.  B.  auf  Grund 
dieses  Satzes  sofort  angeben.     Es  ist  nämlich  (e^)'  =  e^ ,  mithin 


fef'dx  = 


€"2  —  e"' , 

Ol 

Ebenso  folgt  aus   (log.x)'=:  — 

/dx 
—  =  log  a.,  —  log  ai .  («1 ,  «2  >  0) 

X 

Ol 

Man  kann  den  obigen  Satz  auch  so  beweisen  und  ist  dann  von  der  Vor- 
aussetzung f{x)  ^  0  befreit. 

^  sei  eine  Zerlegung  von  («i ,  «9)  iß  Teilintervalle  (a,  ß) .    Dann  hat  man 

0{a2)-O{a,)  =  ^{O{ß)-0{a)}, 

nation  über  alle  Teilintervalle  erstrecki 
;  aber 

Qiß)  -  0(«)  =  iß  -  a)0'{^)  =  {ß-  a)m,      (a  <  ^-  <  ß) 


wobei  sich  die  Summation  über  alle  Teilintervalle  erstreckt.    Nach  dem  Mittel 
wertsatz  in  §  66  ist  aber 


mitbin 

Q){a.)-0[a,)  =  ^{ß-a)f{^). 

Durchläuft  3  eine  ausgezeichnete  3 "Folge,  so  wird  nach  §  94 
\\m^{ß-a)m=Jf{x)dx. 
Daher  muß  auch  0[a2)  —  Ö)  («i)  gleich  diesem  Integral  sein. 
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Wissen  wir  aus  der  Differentialrechnung,  daß  (D  [x]  in  («i ,  a-y)  die  stetige 

Ableitung  f{x)  hat,  so  können  wir  das  Integral  j  f{x]dx  berechnen. 

"1 

Die  Resultate  der  Differentialrechnung  werden  auf  diese  Weise  für  die 
Integralrechnung  nutzbar  gemacht.  Das  ist  die  fundamentale  Beziehung 
zwischen  beiden  Rechnungsarten,  die  Leibniz  und  Newton  aufgedeckt  haben. 

Man  nennt  eine  Funktion  ein  Integral  von  f{-x)  in  (a^ ,  «2),  wenn  sie 
in  diesem  Intervall  überall  die  Ableitung  f(x)  hat  (vgl.  S.  182).  So  definiert 
ist  das  Integral  unbestimmt;  denn  man  darfeine  beliebige  Konstante  hinzu- 

addieren.      Demgegenüber    nennt    man    lf[x]dx   ein    bestimmtes   Integral. 

Kennt   man  irgend   ein  Integral   von  /"(.r),  d.  h.  kennt  man  das  unbestimmte 
Integral,  so  läßt  sich  das  bestimmte  sofort  angeben. 

Um  auszudrücken,  daß  (I){x)  die  Ableitung  f[x)  hat,  schreibt  man 

(I){x)  =  ff{x)dx. 

Diese  Formel  besagt  nur,  daß  <Z>'(.r)  =  f{x)  ist.     Man  hat  also 

dlff{x)dx\  :=f{x)dx. 

Die  Operation  d  hebt  die  Operation  ,/  auf. 

Aus  §  97  wissen  wir,  daß  die  Länge  s  des  Kurvenbogens  P^P  (vgl. 
Fig.  120)  gleich 


JVl  +  f^x)dx 


ist.     Nach  dem  Obigen  lautet  die  Ableitung  von  s  nach  x 


ds 


dx 


=  Vl  +  P[x) 


und  das  Differential  von  s 

ds  =  Vdxß+dy^ . 

Fig.  120  zeigt  die  geometrische  Bedeutung  dieses  Aus- 
drucks, den  man  das  Bogendifferential  der  Kurve 
y  ==  fix)  nennt.    f'[x)  soll  hier  stetig  sein. 
Die  Formel  für  die  Mantelfläche  des  Rotationskörpers,  der  bei  Drehung  um 
die  .X-Achse  entsteht,  können  wir  jetzt  in  folgender  Weise  schreiben  (vgl.  S.  295): 


m 


27t  jyds. 
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Zum  Schluß  wollen  wir  noch  einige  Aufgaben  lösen,  die  in  Leibniz'  be- 
rühmter Arbeit  über  die  Kettenliuie  vorkommen  und  die  man  sich,  wie 
Leibniz  sagt,  bei  jeder  Kurve  stellen  kann. 

Zuerst  fragen  wir  nach  der  Bogenlänge  der  Kettenlinie.  Die  Gleichung 
der  Kettenlinie  lautet  bei  geeigneter  Wahl  der  Längeneinheit 

d.  h.  ij  =  ckx.     Es  ist  also 

1  +  //'■-=  1  +  sh'^x  =  ch'-x, 
und  das  Bogendifferential  lautet 


ds  =  Vi  -\-  ij'-dx  =  chxdx . 
Der  Bogen  zwischen  den  Punkten  0,  1  und  x,  y  hat  die  Länge 


=,/ 


chxdx  =  shx . 


Bei  der  hier  betrachteten  Kettenlinie  ist  die  Projektion  der  Ordinate  auf  die 

Normale  gleich  1.    Daraus  ergibt  sich 

leicht,    daß    PQ  =  sJix,    also    gleich 

dem  Bogen  AP  ist.     Die  Rektifikation 

des  Bogens  AP  vollzieht  sich  einfach 

dadurch,    daß   man   die    Ordinate  MP 

auf  die  Tangente  projiziert. 

Jetzt  lassen  wir  die  Figur  um  die 
a;- Achse  rotieren  und  suchen  Inhalt 
und  Mantelfläche  des  von  AP  erzeugten 
Rotationskörpers. 


Fig.  121. 


Der  Inhalt  des  Rotationskörpers  ist  gleich 

XX  X 

rtjy'-dx  =  Ttjclf-xdx  =  ^/(l  -)-  ch2x)dx 


f(.  +  |.A2.)=f(.+ 


chxshx) 


ON. 


Ein  Zylinder  mit  dem  Grundradius   OA  =  1  und  der  Höhe  —  ON  hat 

also  denselben  Inhalt  wie  der  betrachtete  Rotationskörper. 
Die  Mantelfläche  wird  ausgedrückt  durch  das  Integral 


27t  I  yds  =  2tcI  ( 


ch'^xdx  =  itOA-  ON. 


Sie  ist  also  gleich  dem  Mantel  des  erwähnten  Zylinders. 
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§  100.     Zusammenstellung  von  Integralformeln,  die  sich  aus  der 
Differentialrechnung  ergeben. 

Die  Formel  0[x]  =  ff[x)dx  ist,  wie  wir  in  §  99  bemerkten,  nur  ein 
andrer  Ausdruck  für  Ö)'  [x]  =  f{x) .  Aus  der  Differentialrechnung  können 
wir  auf  Grund  dieses  Zusammenhanges   folgende  Integralformeln   entnehmen : 

2)  J~  =  logx,  {x>0) 

r  adx  X 

3)  /  -TT, — 9  =  arc  tg  — , 

'  J  a^-\-  X-  a 


P      dx  .     X 

4)  /  — —  =  arc  sm  — 

dx 


xi  a 


5)  f-^=.  =  los{x-{-Vc  +  x^-), 
J    VC-{-  x^ 

6)  /e''^c?.r  =  -^e^-^, 

7)  I  cos  kxdx  = -j^s'mkx  j 

8)  /  sin  kx  dx  = ^  cos  kx  , 

9)  f^l~  =  logf{x).  {m>0) 

10)  fcf{x)dx  =  eff{x)dx. 

11)  f{f{x)  ±  g{x)}  dx  =ff{x)dx  ±Jg[x)dx  . 

Die  beiden  letzten  Relationen  besagen   folgendes.     Wenn  F[x)   ein  Integral 

von  f{x)  ist,    so   ist  cF{x)   ein  Integral  von  cf[x).     Wenn  außerdem   0{x) 

ein  Integral  von  g[x)  ist,  so  ist  F[x]  dz  G[x)  ein  Integral  von  f{x)  ±ig{x). 

Man  verifiziert  die  Formeln  1  bis  11  durch  Differentiation.     Z.  B.  ist 


d  log  [x  -hVe-h  x2)  = 


Vc  +  x^ 

und  damit  ist  Formel  5  bewiesen. 

In  Formel  1)  braucht  m  keine  ganze  Zahl  zu  sein.  Dann  müssen  wir 
aber,  um  die  Definition  in  §  18  anwenden  zu  können,  x  '^  0  voraussetzen. 
Ist  m  eine  negative  ganze  Zahl,  so  muß  man  die  Unstetigkeitsstelle  ir  :=  0 
vermeiden,  sich  also  entweder  auf  x  '^  0  oder  auf  x  <^  0  beschränken. 
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Setzt  man  in  Formel  (1)  m  =^ ~ ,  so  ergibt  sich 

JVx 
Formel  (9)  liefert  für  f[x)  =  sin  x 

J  cot  xdx  =  log  sin  x , 
für  f{x)  =  cos  X  (unter  Berücksichtigung  von  10) 

ftgx  dx  =  —  log  cosa:; . 

§  101.     Eigenschaften  des  bestimmten  Integrals. 

1.  f{x)  sei  in  dem  Intervall  («j,  «2)  stetig  und  c  ein  Wert  zwischen  a^ 
und  «2  (%  <C  c  <C  «2)-     Dann  ist 


Jf{x)  dx  +  Jf[x]  dx  =ff{x)  dx  . 


3»  sei  die  Zerlegung  von  («1,  c)  in  7i  gleiche  Teile.  Dieselbe  Bedeu- 
tung habe  3"  für  (c,  a^)-  Endlich  sei  3„  die  Zerlegung  von  («,,  «2)5  ^i© 
sich  durch  Anwendung  von  3',,  3"  auf  («j,  c)  und  (c,  «2)  ergibt. 

Multipliziert  man  jedes  Teilintervall  mit  einem  darin  vorkommenden 
Funktionswert,  so  gelangt  man  zu  Ausdrücken  >S(3'J  j  S[^n)  1  ^(3")  ;  ^^^ 
bei  unendlich  zunehmendem  n  nach 

C  «2  «2 

/  /"(x)  dx  ,      I  f[x)  dx  ,     I  f[x)  dx 

«1  C  «1 

konvergieren.     Da  nun 
ist,  so  folgt 


Jf{x)  dx  =ff{x)  dx  +  J'f[x)  d:> 


Wenn    «   und  /i    irgend    zwei  Werte   aus   («j,   üi)   sind,    so   wollen  wir 
festsetzen,  daß  immer 

ß 

J  f{x)  dx  =  —  I  f{x)  dx 
sein  soll,  insbesondere  also 


Jf{x)dx  =  0 
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Dann  gilt  für   drei  beliebige  AVerte  .Tj,  «2»  ■■^3   a-^s   (a^.  a^)   die  Formel 

X2  X3  Xl 

(t)  Jf{oc)  dx  +\Jnx)  dx  -h/fix)  dx=0. 

X\  XI  Xz 

Man  beweist  dies  leicht  mit  Hilfe  von  (*).  Da  (f)  bei  zyklischer  Ver- 
tauschung von  .Ti  ,  a'2  j  ^3  ungeändert  bleibt,  so  kann  man  ohne  Beschrän- 
kung annehmen,  daß  x^  zwischen  .Ti  und  ./^  liegt.  Ist  X3  <^  .Tj  ,  so  hat 
man  nach  (*) 

X\  X2  Xl  Xi  X3  Xt 


/-A/.^-/-/h-/ 


Xi  X3  2-2 


und  dies  gilt  auch  im  Falle  x^  <^  x^  . 

Formel    (f)    überträgt    sich    sofort    auf   n    Werte    Tj  ,  x^ ,   •  •  •  ,  x„   aus 
(«1,  a^>,  d.  h.  es  ist 

X2  xz  ^n  Xl 

Jf{x)dx+j'f[x)dx+  •■•  +   j'f{x)dx+ff{x)dx  =  0 

Xl  X2  ^'«-1  ^/( 

oder,  anders  geschrieben, 

^«  X-  Xz  ^n 

Jf[x)dx  =ff{x]dx  +Jf[x)dx  H h  ff[x)dx  . 

Xl  Xl  X2  ^'H  —  l 

2.  Aus  §  94  wissen  wir,  daß 

«2 

VI  («1',  Ö2)  («2  —  ö^l)  =    /  /'(•^)  ^-^  ^  -^(«1  :    «2)  (^2  —  «1) 

Ol 

ist.  Dabei  wird  angenommen  «i  <C  «o  und  m(ai,  ß-2))  -^(^i;  «2)  bezeich- 
nen den  größten  und  kleinsten  Wert  von  f{x)  in  («i ,  ö^)-    Da  die  Funktion 

/■(a:)(a2  — öl) 

in  («1,  «2)  stetig  ist  und  das  Integral  zwischen  ihrem  kleinsten  und  ihrem 
größten  Wert  liegt  (diese  eingeschlossen),  so  gibt  es  in  («1,  ct-j)  eine  Stelle  ^, 
wo  sie  gleich  dem  Integral  wird.  Das  Integral  läßt  sich  also  in  folgender 
Form  darstellen: 

02 

(tt)  Jf{x)dx  =  [a,-a,)m. 

ai 

'S,   ist   dabei   ein  gewisser  Wert  aus   (aj,    fl.^).     Die   Formel   (ff)    bleibt 
auch  gültig,  wenn  «0  <C  ^1  ist.     Dann  hat  man  nämlich 

02  Ol 

Jf{x)dx  =  -Jf{x)dx  =  -  («j  -  a.]f[^)  =  [a.  -  a,)f{§)  . 
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Auch  im  Falle  a^  =  «2  ist  (ff)  richtig.     Beide  Seiten  reduzieren  sich  in 
der  Tat  auf  Null. 

3.  Wir   wählen    einen    festen  Wert  a  aus   (a^,  «2)   und    betrachten   das 
Integral 

X 

cp  (,r)  =  /  /"(.r)  dx  .  [ci  ^  x  ^  «2) 

Sind  X  und  x.-{-h  zwei  verschiedene  Werte  aus  (a^,  «2)?  so  ist  nach  (f) 

x+h 

cp  [x  +  h)  —  cp  (x)  =  Jf{x)  dx 


und  nach  (ff) 


x+h 


also 


ff{x)dx  =  hm, 

X 

cp{x-\-h)  —  cp{x) 
h =  ^^^^- 

I  liegt  in  dem  Intervall  (x,  x  -\-  h)  .  Läßt  man  h  nach  Null  konver- 
gieren, so  wird  lim  ^  =  x  und  wegen  der  Stetigkeit 

limm  =  fix)  , 
d.  h. 

lim^^fcti|^J^:=^(,,). 

(p{x)  hat  daher  in  dem  ganzen  Intervall  die  Ableitung  f{x).  Wir  sehen 
hieraus,  daß  es  zu  jeder  stetigen  Funktion  eine  andre  gibt,  deren 
Ableitung  sie  ist,  daß  also  jede  stetige  Funktion  Integrale  besitzt  (vgl. 
S.  298).     Dies  hatten  wir  in  §  99  nur  für  den  Fall  f{x)  ^  0  gezeigt. 

4.  Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrals  folgt  unmittelbar 

/  k  fix)  dx  =  kl  f[x)  dx  ^  [k  konstant) 

«1  «1 

ebenso 

«2  «2  02 

J{f{x)  ±g{x)}dx  =ff{x)dx  ±fg{x]dx  . 

Ol  Ol  «1 

/'(,r)  und  ^(.r)  sind  in  («i,  «2)  stetig. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Formeln  kann  man  sich  auch  in  folgender 
Weise  überzeugen.     Die  Funktionen 

X  X 

Jk  f{x)  dx     und     kjf[x)  d  x 
«i  öl 

haben  beide  die  Ableitung  A; /"(.?),  sind  also  Integrale  von  kf{x).    Sie  unter- 
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scheiden    sich    daher    nur    um   eine   additive  Konstante.      Da  sie    beide    für 
X  =  «1  verschwinden,  sind  sie  überhaupt  gleich.     Ebenso  haben 

X  XX 

J{f[x)±:g{x)]dx    und  Jf[x)dx  ±Jg{x]dx 

Ul  öl  Ol 

beide   die  Ableitung  f[x)±g{x)   und    verschwinden  für  x  =  a^.      Sie    sind 
also  gleich. 

5.  In   dem  ganzen  Intervall  (a^,  a-j)  sei  f{x)  ^  0.     Dann   folgt  aus  der 
Definition,  daß 


ff{x)dx^O 


ist  («1  <^  ch)  ■  Das  Gleichheitszeichen  tritt  übrigens  nur  dann  ein,  wenn 
f{x)  in  («1,  a-j)  überall  verschwindet.  Ist  nämlich  eine  stetige  Funktion 
an  einer  Stelle  in  (a, ,  «2)  größer  als  Null,  so  gibt  es  ein  ganzes  Teil- 
intervall (a,  ß),  wo  sie  überall  diese  Eigenschaft  hat  {a<^ß).  Benutzt 
man  die  Zerlegung 


und  bedenkt,  daß 


und 


ist,  so  ergibt  sich 


eil         ai         a  (i 

a  «2 

/so-  /so 

öl  /i 

? 

f={ß-a)m>0 


ff{x)dx>0. 
«1 
Es  sei  in  dem  ganzen  Intervall  (a^,  «2)  f{x)  >  g [x) .     Dann  ist 

f{fix)-g{x)]dx^O, 


d.  h. 


1  f[x)  dx  ^Jg  {x)  dx  .  {ai  <  ch) 

ai  öl 

Das  Gleichheitszeichen  tritt  nur  dann  ein,   wenn  überall  f{x)  =  g  {x)  ist. 
f{x)  und  g{x)  werden  als  stetig  in  («j,  a-j)  vorausgesetzt. 
Wenn  in  dem  ganzen  Intervall  («j,  «2)  die  Ungleichung 

\f{x)\^cp{x) 
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stattfindet,  so  hat  man 

(ttt) 
Es  ist  nämlich 

weil 

und  daher 


/  f[x)  dx    ^  I  cp  {x)  dx . 


Jf[x)dx    ^f\f{x)\dx, 


-  \f[x)\  ^  f[x)  ^  \f{x)\ 


(«1  <  «2) 


J\f[x)\dx  S  Jmdx  S  j\nx)\dx. 


Formel  (fff)  braucht  man  sehr  häufig,  weil  es  oft  vorkommt,  daß  man 
ein  Integral  abschätzen,  d.  h.  eine  obere  Grenze  seines  Betrages  angeben 
muß.     Ist  cp  [x]  eine  Konstante  M ,  so  lautet  die  Abschätzungsformel 


/  f[x)  dx 


^  M\a2  —  «il 


In  dieser  Gestalt  gilt  sie  auch,  wenn  a-i  <^  a^  ist. 


§  102.     Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  in  ein  Integral. 

Ein  wichtiges  Hilfsmittel  zur  Berechnung  oder  zur  Vereinfachung  von 
Integralen  ist  die  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  oder,  wie  man  auch 
sagt,  die  Transformation.  Die  alte  Veränderliche  heiße  x.,  die  neue  u. 
Bewegt  sich  x  in  dem  Intervall  («j,  a-i)^  so  ist  u  eine  Funktion  von  x  in 
(«1,  a-i),  d.  h.  man  hat  u  =  ip[x). 

Wir  nehmen  an,  daß  ip{x)  stetig  und  umkehrbar  ist  (vgl.  §  50),  d.  h. 
wir  betrachten  nur  stetige  und  umkehrbare  Transformationen.  Die  Umkeh- 
rung von  u  =  ip{x]  sei  (p[u)  .  Sie  ist  (vgl.  S.  145)  in  dem  Intervall 
(/>i,  b-i)  stetig  (61  =  ip{ai],  h^  =  (/'(«2))-  Wir  wollen  aber  außerdem  for- 
dern, daß  auch  die  Ableitung  (p' {u)  in  (öj,  hc^)  stetig  ist. 

Jetzt  sei  F{x)  in  («i,  a^)  ein  Integral  (vgl.  S.  298)  der  stetigen  Funk- 
tion f[x)^  d.  h.  es  sei  in  (a^,  a-i) 

dF[x)  =  f{x)  dx  . 

Dann  ist  in  (ij,  öo),  nach  §  63^ 

dF{<p  [u])  =  f{(p  [u])  dcp  {u)  =  f{fp  {u))  fp'  [u)  du  . 


Aus 


F[x)  =ff{ 


x)dx 


folgt  also 

Kowalewski,  Analysis  des  Unendlichen. 
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F{ff{u))=ff{cp{u))cp'{u)du, 


d.  h.  ein  Integral  von  f[x)  geht  durch  die  Transformation  über  in  ein  In- 
tegral von  f{(f[u))(p'  [u]- 

Ist  man  nun  im  Stande,  ein  Integral  von  f{(p{u])(p' [u]  anzugeben,  so 
kennt  man  F{(f\u)).     Man  findet  dann  -F(.r) ,    indem  man  w  =  ip[x)  setzt. 

Da  nach  §  99 

ff{x)dx  =  F{a.^-F{a,) 

und 

i 

'f{cp{u))fp'{ii)du  =  F(cf{h,])  -  F(cp{b,))  =  Fia,)  -  F{a,) 


ff 


ist,  so  hat  man 


/  f{x)  dx  ^^  I  f{(p  [u])  cp'  (u)  du 


Hieraus  ist  folgende  Transformationsregel  für  ein  bestimmtes  Integral 
abzulesen: 

Um  in  das  Integral  links  die  neue  Veränderliche  ti  einzuführen,  ersetzt 
man  in  f{x)  dx  das  x  durch  rp  {u)  .  Die  Grenzen  «^  und  «2  ersetzt  man 
durch  die  entsprechenden  Werte  I\  ,  b-i  der  neuen  Veränderlichen. 

Die  Einfachheit  dieser  Transformationsregel  beruht  auf  der  zweckmäßigen 
Leibniz sehen  Symbolik.     Würde  man  statt 


I  f{x)dx      schreiben   1  f{x)  , 


so  müßte   man  unter  dem   Integralzeichen  x  durch  (p{u)   ersetzen   und   dann 
noch  den  Faktor  cp.' {u)  hinzufügen. 

Wir  wollen  die  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  in  ein  Integral 
oder,  wie  man  auch  sagt,  die  Transformation  des  Integi-als  an  dem 
Beispiel 

/Vi  +  x2  dx 

Ol 

erläutern.     Von  diesem  Integral  hängt,  wie  wir  wissen,  die  Rektifikation  der 
Parabel  ?/  =  ^  -^^  und  die  Quadratur  der  Hyperbel  y  =^  Yl  -\-  x-  ab. 

g" ß  —  "  qIi     [    Q  —  n 

shu  = hat  die  stetige  Ableitung  chu  ^= und  wächst 

von  —  oo  bis  oo,  wenn  man  u  von  —  oo  bis  oo  laufen  läßt. 

Setzen  wir  x  =  shu,  so  wird  dem  Intervall  (a^,  «2)  ein  bestimmtes 
Intervall  (bi,  öo)  von  u  entsprechen,  und  es  wird  sein 
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fVl  +  x^dx  =  fVY-\-  [shuYchu  ■  du. 

öl  61 

Nun  ist  aber  [cliuY —  {shu)~  =  1,  also 

JYi  +  x^-dx  =f{chupdu. 
('1  ii 

Andererseits  entnimmt  man  aus  der  Formel 

ch{u  +  v)  =  chuchv  +  shushv 
Ui  V  =  u 

ch2u  =  [chu]^  +  {shup  =  2{chu)^  —  1, 

d.h. 

.  ,    .„       l  +  ch2u 
[ehu]^  = 

Somit  wird 

fVl  +  x^dx  =  -^  ^(1  +  ch 2 u)du . 

a  bi 

1 -\- ch2u  hat  aber  das  Integral 

u  -\-  —  sh2u . 
Nach  §  99  können  wir  also  schließen 

«2  62 

/*yi  +  x'^dx  ^^Ui  +  —sh2i(\- 

Will  man  wieder  zu  x  zurückkehren,  so  beachte  man,  daß  aus  x  =  sliu  folgt 

u  =  log  [x  -{-Vi  -{-  xß) ,     —  u  ^  log  [—  X  -\-  Vi  -\-  X^j 
und 

,2» 


sh2u  = =  2xVl-i-x^, 

mithin 

u-\-—-sh2u  =  log  {x  +  Vi  +  x2)  +  xVl-\-xß 

Man  hat  demnach 


fyM^czx  =  4-iog^^+^T±g  +  ifeVT+^^-«iVr+^^)- 

/dx 


dx 
Der  Leser  wende  dieselbe  Transformation  auf  das  Integral  /  ,/^— . — ^  *"• 
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/Vi  —x^dx^ 


(Kl,  \a<^\ 


dessen    geometrische   Bedeutung  Fig.  122    zeigt,    zu    berechnen,    führe    man 
u  =  arc  sin  x  als  neue  Veränderliche  ein.     Dann  wird 


I  Vi  —  x'^dx  =  /  co8^udu  =  -^  /  (1+  coä2u)du 

a\  hl  hl 

1    /  1  \^- 


Fig.  122. 


oder,  da 


ist, 


sin  2  u 


X  Vi  —  .r2 


fy^ 


x^dx  =  -—  (arc  sin  «2  —  ^i'c  sin  «i; 


+  y(«2>1-«2--«i1/1-«i2) 

Der  Leser  interpretiere  dieses  Resultat  geometrisch. 


§  103.    Andere  Ableitung  der  Transformationsregel. 

Wenn  cp{u)  die  in  §  102  angegebenen  Eigenschaften  hat,  so  wird  durch 
X  =  (p[u)  das  Intervall  (ö^,  62)  ^^f  ^^^  Intervall  (a^,  a-i)  stetig  abgebildet 
(vgl,  S.  146).  Beschreibt  u  das  Intervall  (öj,  ^2)?  so  beschreibt  x  das  Intervall 
(«1,  a2>- 

Einer  Zerlegung  3  '^'on  (ö^,  69)  i^i  i^  Teilintervalle  entspricht  bei  dieser 
Abbildung  eine  Zerlegung  3'  von  («j,  «2)  '^^  p  Teilintervalle. 

Ist  (u,  u-\-Ju)  ein  Teilintervall  von  ß  und  (x,  x-\-/lx)  das  ent- 
sprechende Teilintervall  von  3'?  so  hat  man 

Jx  =  cp'  [ll)Ju. 

ü  liegt   zwischen  m  und  u  -{-  Ju^   also  .r  =  (p [u)  zwischen  x  =^  (p (u)  und 

X  +  z/a;  =  (^  (m  +  ^u).     Daher  ist 

S{^')  =  2f{x)Jx 

eine  Rechtecksumme  der  Funktion  f{x)  in  (a^,  «2)-    ^5^(3')  ^^^*  ^^^^  ^^®^'  ''^^^^ 
in  der  Form  schreiben 


S{Q)  =  ^f{rp{ü))cp'{ü)Ju 
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und  erscheint  dann  als  eine  Rechtecksumme  der  Funktion  f{fp{u))(p'{u)  in 
(bu  h). 

Durchläuft  3  ^ine  ausgezeichnete  Zerlegungsfolge,  so  tut  3  dasselbe. 
Mithin  wird 

\imS{^)  =ff{<p{it))fp'{u)du    und    \im  S{^')  =  ff  {x]dx. 

ii  «1 

Da  nun  S{^)  =  S{^')  ist,  so  folgt 

ff{x)dx=ff{cp{zi))fp'{u)du. 

Ol  bi 

Man  muß  bei  der  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  in  ein  Integral 
vorsichtig  sein  und  darauf  achten,  ob  fp{u)  die  in  §  102  angegebenen  Be- 
dingungen erfüllt.     Man  darf  nicht  ohne  Überlegung  transformieren. 

§  104.  Bogenlänge  einer  Kurve,  die  in  Parameterdarstellung  gegeben  ist. 

u{t),  v{t)  seien  nebst  ihren  Ableitungen  u' (t),  v'[t)  in  dem  Intervall  (a,  b) 
stetig,  ii'  {t),  v'  [t)  sollen  überdies  so  beschaffen  sein,  daß  sie  nirgends  gleich- 
zeitig verschwinden.     Es  soll  also  überall  in  (a,  b) 

sein. 

In  §  70  sahen  wir,  daß  sich  die  Kurve 

x  =  u{t),  y  =  v{t) 

in  eine  endliche  Anzahl  von  Stücken  zerlegen  läßt,  die  in  der  Form  ?/  =  f{x) 
oder  x  =  g{i/)  darstellbar  sind.  Dabei  haben  f{x)y  g[y)  in  dem  betreffenden 
Intervall  stetige  Ableitungen  f'{x)^  g'[y).  Ein  einzelnes  Stück  hat  also  eine 
Bogenlänge,  die  durch 


ausgedrückt  wird.     Diese   Integrale   verwandeln    sich   durch   Einführung    der 
neuen  Veränderlichen  t  in 

JVü"^{t)  +  v'^{t)dt. 
Die  Gesamtlänge  des  Kurvenbogens  ist  also 

b 

fVü'^{t}  +  v'^t]dt. 

Man  kann  dies  auch  auf  folgendem  Wege  nachweisen.    Einer  Zerlegung  3 
des  Intervalls  (a,  b)  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teilintervallen  («,  ß)  ent- 
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spricht  ein  der  Kurve  einbeschriebener  Sehnenzug.    Zu  (a,  ß)  gehört  die  Sehne 


y[u{ß)-u{a)Y  +  {v[ß)-v[a)Y 
=  [ß-a]yu'^[x^)^v-^[x^).  [a  <  t,,  t^  <  ß) 

W2i(«,  /?),  -3^1(0:,  ß)  seien  der  kleinste  und  größte  Wert  von  u'^[i)  in  (a,  ß) 
und  m2  (a,  ß)^  ^^2  («j  /^)  dasselbe  für  v"^{t).     Dann  ist 


Ebenso  hat  man  aber,  wenn  r  ein  beliebiger  Wert  aus  (a,  ß)  ist, 


Vmi  (a,  /i/)  +  ma  (a,  ^)  ^  Vu'^z)  +  t''2(r)  ^  ViH^  (a,  /:/)  +  ^^2  («,  ß)  ■ 

Die   Länge   /(3)    des   Sehnenzuges    und    die   Summe    5(3)  =  ^{ß  —  «) 
yM'2(r)  +  t-'2(r)  liegen  also  beide  zwischen  den  Grenzen 


A  =  2{ß-  a)  V2I,  (a,  ß)  +  M,  («,  /:;) . 


Bezeichnen  wir  den  kleinsten  Wert  von  Vu"^{t)  +  v'^{t)  mit  k,  so  ist 
/i' ^  0,  weil  u' [t]  und  i;'(i)  nirgends  beide  verschwinden  (vgl.  auch  §50). 
Sicher  gilt  nun  die  Ungleichung 


Vm,  («,  ß)  +  ^2  («,  //)  +  yjf,  («,  ß)  +  J/2  (a,  /i^)  >  Ä;. 
Also  ist 

^i  -  /  <  ^  -  (/i  -  a)  { Jfi  («,  /^)  -  mi  («,  ß)} 

+  ~^  iß  -  a)  {M,  («,  ß)  -  m,  («,  ß)} . 

Durchläuft  3  eine  ausgezeichnete  Zerlegungsfolge,  so  wird 

lim  {^1  —  l)  =  0 
und  um  so  mehr 

lim{/(3)-Ä(3)}  =  0. 
Andererseits  ist  aber 

6 

lim  5(3)  =fyu'^t)  +  v'^t)dt, 

mithin  auch 

h 

lim  l (3)  =fyu'^t}  -j-v'^t) d t . 

lim? (3)  wird  als  die  Länge  des  betrachteten  Kurvenbogens  definiert. 

Der  Leser  berechne  die  Länge  eines  beliebigen  Zykloidenbogens  (vgl.  §  64). 
Diese  Aufgabe  ist  zuerst  von  Roberval  mittelst  kinematischer  Methoden 
gelöst  worden.  Er  untersuche  ferner,  wie  sich  die  Bogenlänge  in  Polar- 
koordinaten ausdrückt;  dabei  muß  er  in 
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a:  =  r  cos  (/) ,  y  =  r  sin  cp 

cp  als  Parameter  und  r  als  Funktion  von  (p  betrachten.  Dann  mache  er  sich 
die  Formel  an  der  Figur  klar.  Auch  hier  kommt  man  am  bequemsten  zum 
Ziele  mit  Hilfe  der  Heinzelmännchen,  d.  h.  der  unendlich  kleinen  Größen. 
Aber  diese  Ableitung  ist  unexakt.  Der  Leser  berechne  schließlich  noch  die 
Bogenlänge  der  logarithmischen  Spirale. 

§  105.     Evoluten  und  Evolventen. 

Die  Normale  der  Kurve 

x  =  x[t),  y  =  y{t) 
im  Punkte  a",  y  wird  dargestellt  durch  die  Gleichung  (vgl.  §  70) 

[X-x)x'{t)  +  [Y-y)y'[t)=0, 
ebenso  die  Normale  im  Punkte  .Ti,  y^  durch  die  Gleichung 
^X  -  x,)x'{t  +  h)  +  [Y-  y,)y'[t  +  h)  =  0. 
Ihr  Schnittpunkt  genügt  also  den  beiden  Gleichungen 
j  {X-x)x'{t]-i-{Y-y)y'{t)=^0, 

Dabei  ist  Jt  =^  h. 

Wenn  an  der  Stelle  t 

x'{t)y"{t)-y'{t)x"{t)^0 
ist,  so  wird  für  genügend  kleines  \h\ 

x'{t)         y-[t] 

^x\t)     Jy'jt) 

Jt  Jt 

sein,  und  man  kann  die  Gleichungen  (*)  nach  X—  x^  Y  —  y  auflösen.  Dabei 
ergibt  sich 

^^''x-[t  +  h)  +  ^y[t  +  h}^y'[t)  ^^ 


zlt 


X  =  x- 


Jetzt  wollen  wir  h  nach  Null  konvergieren  lassen.    Dann  strebt  der  Schnitt- 
punkt S  der  beiden  Normalen  einer  Grenzlage  K  oder  j,  t)  zu,  und  zwar  wird 
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X=Y\mX  =  x  —  \  „    ',   ,, , 
X  y  —  y  X  ^ 

xy  —yx     1 

Man  nennt  K  den  Krümmungsmittelpunkt  der  Kurve  an  der  Stelle   [t). 
Wenn  die  Kurve  ein  Kreis  wäre,  so  würde  K  ihr  Mittelpunkt  sein. 

Der  Kreis   mit   dem  Mittelpunkt  7i,    der    durch   den   Kurvenpunkt  t  hin- 
durchgeht, heißt  der  Krümmungskreis  und  sein  Radius  ist 

3 


l/(i---^)-+(^-y)-  = 


(X"^ 


'2\2 


\x'7j"  —  i/x"\ 

Wir  wollen  einen  Kurvenbogen  betrachten,  auf  dem  nirgends  x'y" — y'x"==0 
ist.  Da  wir  nachher  die  dritten  Ableitungen  von  x,  y  zulassen,  so  ist 
x'y"  —  y'x"  stetig,  hat  also  längs  des  Kurvenbogens  ein  konstantes  Zeichen. 
Wir  dürfen  annehmen,  daß  x'y"  —  y'x"'^0  ist.  Eventuell  müssen  wir  — t 
statt  t  schreiben.     Setzen  wir  noch 


cos  cp . 


y 


so  lauten  die  Formeln  für  j,  t) 

j  =  .T  —  (>  sin  f/) ,    l)  =?/+()  cos  9 . 

Der  Ort  der  Punkte  K  wird  als  die  Evolute  der  betrachteten  Kurve 
bezeichnet.  Es  ist  leicht  zu  zeigen,  daß  die  Normalen  der  Kurve  Tangenten 
der  Evolute  sind.     Man  hat  nämlich 


daß 


£'  = 

7f- 

Q  cp'  cos  f/)  —  o' 

sin  cp , 

^}'  = 

2/'- 

Q  cp'  sin  (p  +  q' 

cos  cp . 

Diese 

Formeln 

vereinfache! 

i  sich 

aber  erheblich. 

,  wenn 

man 

beachtet, 

xff-,fx" 

also* 

) 

QCp'  ^ 

=  Vx 

'  und 

0/2  +  ^2 
Q  Cp'  cos  cp   =  . 

""',  q\¥ 

sin^ 

'•'  +  y'' 

=  1/ 

ist. 

Sie  reduzieren 

sich  auf 

J'^ 

=  — ?'  sinfjP, 

^' 

=       q'  cos  cp . 

Daraus  folgt 

Also  gilt  für  das  Bogendifferential  der  Evolute  die  Formel: 


*)  Hiernach  ist  p  =  , 
d(p 


dS,  =]/j'2_|_^'2  dt  =  ±q'  clt  =  ±dq. 
ds 
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Wenn  q'  längs   des   betrachteten  Bogens   ein   konstantes  Zeichen    hat,   so 
folgt  hieraus  für  die  Länge  §  des  Evolutenbogens 

§   =  ±  (?2  —  ?l)- 

Um  den  Evolutenbogen  zu  rektifizieren,  zieht  man  also  die  Tangenten  in 
den  Endpunkten  Pj,  Po.  Sie  sind  die  Normalen  der  ursprünglichen  Kurve 
in  J/j ,  21-2 .  Die  Differenz  zwischen  J/j  Pj  und  31-2  Pi  ist  dann  der  gesuchte 
Evolutenbogen  P^  Po .  Ebenso  ist  der  Bogen  Pj  P  die  Differenz  zwischen  MP 
und  2fiPi.  Ist  wie  in  Fig.  124  Jfo  A  >  ^l^i -Pi , 
so  hat  man 

MP  =  J/i  Pi  +  Bogen  Pj  P 

Man  denke  sich  einen  Faden,  der  zuerst  die  Lage 
„Bogen  PoPi,  Gerade  Pi3/i"  hat  und  dann  nach 
und  nach  alle  Lagen  „Bogen  P2P,  Gerade  Pili"' 
annimmt.  Man  nennt  diesen  Prozeß  eine  Ab- 
wickelung, Das  freie  Ende  des  Fadens  beschreibt 
dabei  die  Kurve  Jf^  Jf 3/2 >  die  man  als  Evolvente 
(d.  h.  Abwickelnde)  bezeichnet,  während  P^  PP2  die 
Evolute  (d.  h.  die  Abgewickelte)  heißt.     Eine  Kurve 

hat  unendlich  viele  Evolventen.  Es  bleibt  nämlich  dahingestellt,  wie  lang 
das  Fadenstttck  Mi  Pj  ist.  Die  Evolventen  haben  als  Normalen  die  Tangenten 
der  Evolute,  sie  sind  die  orthogonalen  Trajektorien  dieser  Tangenten,  d.  h. 
sie  dm-chsetzen  sie  unter  rechtem  Winkel. 

Wir  wollen  als  Beispiel  die  Evolute  der  Zykloide  behandeln.    Die  Zykloide 
stellen  wir  dar  durch  die  Gleichungen  (vgl.  S.  174) 

er  =  «  (1  —  cos  t) ,     y  =  a  [t  +  sin  t). 
Dann  ist 

x'  =  a%mt^     y'  =  a{l  -{-  cos  t) , 

oc"  =  a  cos  t^     y"  =  —  a  sin  t, 
mithin 

x'y"  —  i/x"  =  —  «2  ;i  -|_  cos  t),  .r'2  +  2/2  =  2a2  (1  _|-  cos^). 

Die  Evolute  wird  daher  so  aussehen: 

j  =  a  (1  _  cos^)  +  2a  (1  +  cos^)  =  3ß  +  a  cost, 
t)  :=  a  (^  +  sin  fi  —  2«  sin  ^  =  a^  —  a  sin  t. 

Ersetzt  man  t  durch  7t  -\-  u,  so  verwandeln  sich  diese  Gleichungen  in 

j  =  3 «  —  a  cos  M,     )^  =  ciTt  -]-  au-i-  a  sin  u 
oder 

j:  —  2a  =  «  (1  —  cos u) ,     ^  —  a/r  =  a  (m  +  sin u). 

Wählt  man  j  —  2«  =  jj   als  neue  Abszisse  und  t)  —  art  =  'Vj^  als  neue 
Ordinate,  so  hat  man 

ji  =  a  [1  —  cos  w) ,     t)i  =  a  (w  +  sin  u). 
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Das  ist  aber  wieder  eine  Zykloide.  Sie  entsteht  aus  der  ursprünglichen 
durch  Translation  um  2  a  in  der  .r-Richtung  und  um  ö/r  in  der  ^/-Richtung 
(vgl.  Fig.  125).  Diese  Eigenschaft  der  Zykloide,  daß  sie  durch  Translation 
in  ihre  Evolute  tibergeht,  hat  Huygens  bemerkt.  Er  benutzt  sie  bei  seinem 
Zykloidenpendel,  einem  Pendel,  das  genau  isochron  schwingt,  unabhängig 

von  der  Größe  des  Ausschlags. 

o  y  Bei    der    logarithmischen 

Spirale 

07  =  6«'^  cos/,     ?/  =  e«'sin/ 

hat  man 

od=ax  —  ij,     2j=ay+x, 

also 

x"=ax'  —  y' ,  y"z=ay'-{-x' 

und  daher 

x' y"  —  ij  x"  =  x''^  +  7f\ 


Fig.  125. 


Hier  wird  die  Evolute  dargestellt  durch 

l  =x—[ay  +  x)  =  —  ay, 

t)  =  y  +  {(i'^  —  y)  =  «•^• 

Sie  entsteht  aus  der  Spirale  durch  eine  Drehung  um  90°  (um  den  An- 
fangspunkt) und  eine  Streckung  (vom  Anfangspunkt  aus).  Sie  ist  also  (vgl.  S.  194) 
mit  der  Spirale  kongruent.     „Eadem  mutata  resurgo." 


§  106.     Partielle  Integration. 

Ein  wichtiges  Hilfsmittel  zur  Berechnung  von  Integralen  ist  die  partielle 
Integration.     Sie  stützt  sich  auf  die  Leibnizsche  Differentiationsregel 

ifg)'  =  fg'  +  9f    oder   fg'  =  [fg)'  -  gf , 
aus  der  man  entnehmen  kann 


(*) 


ff9'dx  =  fg-fgf 


dx. 


Formel  (*)  besagt  folgendes: 

Subtrahiert  mau  von  fg  ein  Integral  der  Funktion  gf ,  so  bleibt  ein 
Integral  der  Funktion  fg'  übrig. 

Hiermit  ist  die  Integration  von  fg'  auf  die  von  gf   zurtickgeführt. 

Der  Name  partielle  Integration  erklärt  sich  daraus,  daß  fg  aus  fcf  ent- 
steht, indem  man  nur  den  einen  Faktor  nämlich  g'  integriert,  d.  h.  durch  g 
ersetzt. 

Will  man  in  Formel  (*)  bestimmte  Integrale  haben,  so  muß  man  sie  so 
schreiben : 


(t) 


ffg'dx=:ifg)2-fgf' 


dx. 
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Setzt  man  nämlich  in  [*] 

ffg'dx  =  F{x],   fgf'dx=G{x), 
so  hat  man 

Das  ist  aber  die  Formel  (f).     In  dieser  Formel  kann  man 

X 

g'  [x]  =  (fi  (x) ,    g{x)  =J(p  [x]  dx 

ai 

setzen.     Dann  lautet  sie 

02  02  «2       ,       X 

f'f(p  dx  =  f{a^>)f(pdx  —J   lj\pdx\  fax . 

a\  ai  Ol  Ol 

Man  kann  aber  auch  setzen 

X  an 

g'  (.r)  =  rp  fx) ,     g  {x)  =J(p  [x]  dx  =  —J(p  [x]  dx. 
Dann  nimmt  sie  folgende  Gestalt  an: 

02  02  «2        ,       "2 

j  fcpdx  =  f{ai)  I  (pdx-\- I    llfpdxAf'dx. 


■t) 


Natürlich  kann  man  für  g[x)  auch  irgend  ein  anderes  Integral  von  (p{x) 
wählen. 

§  107.     Beispiele. 

1.  Um 

/  log  X  dx 

zu  berechnen,  kann  man  die  partielle  Integration  anwenden.     Man  hat 

/  log X  dx  =  x\ogx  —  I X  d log X  ==  X  log  x  — j  dx  =  xlogx  —  x  -\-  C, 

und  durch  Differentiation  von  xlogx  —  x  -]-  C  findet  man  in  der  Tat  logxdx. 
Es  empfiehlt  sich  nach  jeder  Integration  die  Differentiationsprobe  zu  machen. 

2.  Um 

/arcsina?  dx 
zu  erhalten,  schreibe  man 

/  arc  sin  x  dx  ^^  x  arc  sin  x  dx  —  1  xd  arc  sin  x 

/xdoL 


dx 
=  X  arc  sm  x 
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Da 


so  ist 


dVl  —  2-2  = 


xdx 
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xdx 


Vi  —  x^ 


Vi 


und  daher 


/ 


arc  sin  x  dx  =  x  arc  sin  .r  -J-  >  1 


Der  Leser  verifiziere  dies  durch  Differentiation. 

3.  Durch  partielle  Integration  kann  man  jedes  Integral  von  der  Form 

ff[x)  e^dx 

berechnen,  wo  f[x)  ein  Polynom  ist.     Man  hat  in  der  Tat 

ffyx)  e'^dx  =  e^/"(.r)  —  le'f^x.dx. 

Der   Grad   des  Polynoms   läßt   sich   also  immer  um    eine  Einheit  herab- 
drticken.     Schließlich  kommt  man  also  zu  dem  Grad  0,  d.  h.  zu  dem  Integral 

fe'dx  =  e^+  a 

Der  Leser  überzeuge  sich  von  der  Richtigkeit  der  Formel 

Jf{x)  ^dx  =  C+e-  {fix)  -  f'[x)  +  f"{x] ) . 

4.  Die  Integrale 

A  =  I e^-'^  cosx  dx,   B  =  1  e^^-  sinx  dx  {^"  <  0) 

lassen  sich  ebenfalls  durch  partielle  Integration  finden.     Man  hat 
A  =  e''^  sin  x  —  k  le^^  sin  x-  dx  =  e^'^  sin  x  —  k  B 

?  =r  —  e^^  cos X  +  k  /e'-^  cos x dx^=  —  e^'  cosx  -{-  kA-\-  c, 


und 


also 


Daraus  folgt 


A -]- k  B  =  e'' ""am  X , 
—  kA-i-    5  =  —  e'''  ^  cos  a:  +  c . 


e'-  ^  (sin  x-{-  k  cos  x] 
A  = ^_^^.2 ^+  Const., 

e^'^(7v  sina:  —  cos.r'; 
B  = ^ — ,    ,    ,, +  Const. 


1  +  Ä;2 
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Der  Leser  verifiziere  dies  durch  Differentiation. 
5.  Wir  betrachten  das  Integral 


jyax^~  +  2bx-i-c 

wo  f{x)  ein  Polynom  ist:  f{x)  =  ^'qX"  +  ^'i  ^"""^  +  •  ■  •  +  ^"»f 
Setzt  man 

q  =  ax-  +  2ÖX  +  c,  also  5'  ;=  2  {ax  +  b), 
so  sind 

1,  q\  q,  qq',  q-,  q^q',  ••• 

Polynome  vom  Grade  0,  1,  2,  3,  4,  5,  •  •  •.  Man  kann  daher  1,  x,  x^,  ••• 
linear  aus  ihnen  zusammensetzen  und  erhält  auf  diese  Weise  für  f[x)  folgen- 
den Ausdruck: 

f{x)  =  (p[q)  +  q'ip[q). 
(p  und  ip  sind  Polynome.     J  zerlegt  sich  in 

•(p{q]dx        pip  ig)  q'dx 
VY    ^J     VV    ' 
Der  zweite  Bestandteil  läßt  sich  auch  so  schreiben 


r(p[qjax  _^  nx 

h  auch 

'ip{q)dq 


J  yj 

und  ist  eine  lineare  Kombination  von  Integralen  der  Form 

/i               o'"  +  T 
q"^-Tdq  =  -^ Y  +  C.  (m  =  0,  1,  2,  •  •  •) 

w  +  -^ 

Der  erste  Bestandteil  setzt  sich  linear  zusammen  aus  Integralen  wie 

fq"'--^dx.  [m  =  0,  1,  2,  •  •  •) 

Durch  partielle  Integration  findet  man  im  Falle  ni  ^  0 

Nun  hat  man  aber 

a        ^  a 

Die  letzte  Gleichung  besagt  also,  daß 
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/i   7         I      .     bX          1        ,^            ,b-  —  ac  r         3   ^ 
q"'-2dx  =  ix-\ l5"'~T—  {2m—  1) /  q'"~^dx 


ist.     Sie  reduziert 

3 


/  q^"'~Tdx  auf  / 


Tdx. 


Man  kommt  durch  wiederholte  Anwendung    dieser  Reduktionsformel   schließ- 
lich auf 

dx 


/ax 
VT 

Wenn  a  >  0  ist,  so  lautet  das  Integral : 

'Hl) 


In  diesem  Falle  hat  man  also 
Ist  a  <^  0,  so  schreibe  man 

fd^^^j^  C    _  '^(^+1) 


Dann  ergibt  sich  nach  Formel  (4)  auf  S.  300 

/dx             1               .        ax-\-h     ,    ^ 
-j=^  =    , arc  sm      ._    +  6 . 

Wenn  ein  Integral  von  der  Form 

/dx 
X'"  >/ää;2"+26x  +  c 

vorliegt  (w  =  1,  2,  •  •  •),  so  setze  man  x  ^^  — .  Dann  verwandelt  es  sich  in 

y-'-^dy 


J  ycy'^J^2hy  +  a 
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Im  Falle   c  ^  0  ist   das   ein  Integral  von   der   oben   betrachteten   Art.     Im 
Falle  c  ==  0  setze  man  2by -\-a  =  l.     Dann  wird 

l  —  a      ,  dl 

y  =  ^b^'  d2/  =  25 

und  das  Integral  nimmt  die  Gestalt 

/(p  [l]  dl 

an.     Es  setzt  sich  linear  zusammen  aus  Integralen  der  Form 


§  108.  Herleitung  der  Taylorschen  Formel  durch  partielle  Integration. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  f{x)  in  (oj,  «2)  ^i©  stetigen  Ableitungen 
f'{x),  •••,  f"^[-T)  besitzt.  g){x)  sei  in  («1,02)  stetig;  dann  gilt  dasselbe  von 
den  Funktionen 

an 

(p]_[x)  =  I  q)dx, 

X 

Cf-2{X)  =J  (fidx, 

X 
02 

(pz{^)  =f(p2dx, 

X 

Nach  Formel  (ff)  in  §  106  ist  nun 

Jfffdx  =  f{ai)(pi  {a^)-{.  Jf  (f^dx, 

ai  öl 

«2  02 

ff'(Pidx  =  f'{a^)q)2{a^)  -\-ff'(p2dx, 

a\  Ol 

a-z  02 

fp^-'^cfn-xdx=fi—^){a,)cpn[a,)+Jf-Up,4x, 

dl  ai 

also 

«2  02 

**)     Jfcpdx  =  f{a,)  cp,  («0  H h  /"("-^'(«i)  f/'»!«!)  +fp'^fpndx. 

Ol  «1 
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Mittelst  dieser  Formel  kann  man  J  frpdx  berechnen,  wenn  (f^,  cp^,  •■■, 
cfn  und  ff^'^hfndx  bekannt  sind.     Mau  muß  sie  als  eine  Verallgemeinerung 

ai 

von  (ff)  in  §  106  ansehen. 

Wenn  <p  =z  1  und  f  =  F'  ist,  so  wird 


'P^ 

=  «2 

(«2 



X, 

(«2 

2! 

1       ' 
■  a;)3 

3! 

1       ' 

und  (**)  verwandelt  sich  in 


+/ 


(«2  —  a;)" 


F^''+^Hx)dx. 


Wir  ersehen  hieraus,  daß  sich  die  ?^-te  Partialsumme  der  Taylor  sehen 
Reihe  (vgl.  S.  213) 

F[a)^^F'{a]  +  ^^^F"{a)+.-. 

von  F{a  -\-  h)  um 

a 

unterscheidet.     Es  ist  nämlich  nach  der  obigen  Formel*) 

(%*)  F[a  +  h)  =  F{a)  +  h_^F' [a]  +  ■  ■ .  +  '^^, ^i'^-'H^)  +  R>,. 

Unser  Beweis  setzt  voraus,  daß  F{x)  in  (a,  a  +  ^'^)  nebst  seinen  n  ersten 
Ableitungen  stetig  ist. 

Man  pflegt  (*^*)  die  Taylor  sehe  Formel  zu  nennen  und  R,,,  das 
Restglied. 

Wenn  lim  _ß„  =  0  ist  und  auch  nur  dann,    wird  F{a -\- h)    durch 

die  Taylorsche  Reihe  F{ä)  +  ^ F' [a]  +  ~F"{a)  +  •■•    dargestellt. 
F{x)  setzen  wir  hierbei  als  unbeschränkt  differenzierbar  in  (a,  a  -\-  h)  voraus. 


Man  ersetze  darin  ai  durch  a,  ao  durch  a  +  h  und  n  durch  n  —  1. 
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,  §  109.     Der  erste  Mittelwertsatz  der  Integralrechnung. 

!  Der  erste  Mittelwertsatz   der  Integralrechnung  bezieht  sich   auf  Integrale 

von  der  Form 

«2 

wobei  in  dem  ganzen  Intervall  (a^,  «3)  9{^)  =  ^  ist.    f{x)  und  g{x)  werden 
als  stetig  vorausgesetzt. 

ni  sei  der  kleinste  und  M  der  größte  Wert  von  f{x)  in  (fflj,  a^),  so  daß 
überall  in  (a^,  a-i)  die  Ungleichungen  gelten 

m  S  /■(«)  ^  M. 

Weil  nun  g[x)  ^  0  ist,   dürfen  wir  hier  mit  g{x)   multiplizieren  und  er- 
halten 

mg[x)-^f{x)g[x)-^Mg[x]. 

Nach  §  101,  Nr.  5  können  wir  jetzt  schließen,  daß  (vgl.  auch  §  101,  Nr.  4) 
m  I  g[x)dx  ^  /  f{x)g{x)dx^  M  j  g[x)dx, 


I  f{x)g{x)dx  =  K  j g[x)dx  und  m^  K^  M. 

«1  ai 

Eine  stetige  Funktion  nimmt  aber  beim  Übergange  von  einem  Wert  zu 
einem  andern  alle  Zwischenwerte  an.  Es  gibt  folglich  in  (a^,  «2)  ©i^ie  Stelle^, 
wo  f{^)  =  K  ist.     Unsere  Formel  lautet  also 


ff{x)g{x)dx  =  m)fg{x)dx; 


I  gehört  dem  Intervall  («j,  «2)  an*).     Dies  ist  der  erste  Mittelwertsatz. 
Sollte  «1  >>  «2  sein,  so  schreibt  man  zuerst 


ff{x)g{x)dx  =  mfg{x) 


dx 


und  vertauscht  dann  beiderseits  die  Integrationsgrenzen,  was  auf  eine  Mul- 
tiplikation mit  —  1  hinauskommt.  Die  Formel  gilt  übrigens  auch,  wenn  in 
(«1,  a-i)  überall  g[x)  ^0  ist. 


*)  Wenn  g(x)  zwischen  a^  und  ao  nirgends  Null  ist,  so  kann  man  verlangen, 
daß  I  im  Innern  des  Intervalls  <ai,  ao)  liegt.  Käme  nämlich  der  Wert  fiS)  im 
Innern  nicht  vor,  so  hätte  man  daselbst  überall  f(x)  >  /"(l)  oder  überall  f[x]  <  /"(l) 
und  dann  könnte  die  obige  Gleichung  nicht  stattfinden  (vgl.  §  101,  Nr.  5). 

Kowalewski,  Änalysis  des  Unendlichen.  21 
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Das  Restglied  der  Taylor  sehen  Formel  (vgl.  §  108) 

ist  ein  Integral  von  der  hier  betrachteten  Art:  denn  [a-\-h  —  x)"  liegt 
zwischen  /?"  und  0,  hat  also  innerhalb  des  Integrationsintervalls  ein  kon- 
stantes Zeichen.     Daher  ist 

und  die  Taylorsche  Formel  läßt  sich  so  schreiben: 

f{a  +  h)  =  f[a)  +  -f-n«'  +  •  •  •  +  J^^^f''-'{^)  +  ^f^'\a  +  m 
(0<^<1) 

In  dieser  Form  findet  man  sie  bei  Lagrange. 

Man  kann  auf  Rn  auch  den  Mittelwertsatz  in  seiner  einfachsten  Gestalt 
(mit  g  =  1)  anwenden.     Dann  erhält  man 

Die  Taylorsche  Formel  lautet  diesmal 

fa  +  h)  =  f[a)  +  Af  (a)  +  . . .  +  ^^^|, /^'^ " ^H«) 

+ ^''%z7ir  ^'"(^ + ^^'^-     (0  <  ^  <  1) 

In  dieser  Form  findet  sie  sich  zuerst  bei  Cauchy. 

Der  Leser  beweise  mittelst  der  Lagrangeschen  Restform  den  Satz  über 
die  Taylorsche  Reihe,  den  wir  auf  S.  215  angegeben  haben.  Ferner  be- 
handle er  mittelst  der  Taylorschen  Formel  die  Maxima  und  Minima  einer 
Funktion  f{x).  Ist  z.  B.  f'{a)=f"{a)^f"'{a)  =  0  und  f^{a):>0,  so 
wird  bei  genügend  kleinem  \h\  auch  f^ [a  -\-  d-h)  '^  0  sein  und  daher 

f{a  +  h)>f{a).  {\hi>0) 

D.  h.  f{a)  ist  ein  Minimum.  Bei  dieser  Ableitung  wird  angenommen,  daß 
f^ix]  an  der  Stelle  a  stetig  ist. 

Integration  gewisser  Klassen  von  Funktionen. 

§  110.     Integration  der  rationalen  Punktionen  naeli  Leibniz. 

Die  Integralrechnung  ist  durch  Leibniz  in  verschiedeneu  Richtungen 
ganz  bedeutend  gefördert  worden.  Z.  B.  war  er  der  erste,  der  die  rationalen 
Funktionen  integrierte.     Leibniz  selbst  gelangte  hier  noch  nicht  zur  völligen 
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Klarheit,  weil  ihm  der  Fundamentalsatz  der  Algebra  fehlte.  Dieser  Satz 
besagt,  daß  ein  Polynom  n-ten  Grades 

f[x)  =  x"+ä5i2;"-i+ [-an-\x~\-aa 

stets  in  Faktoren  von  der  Form 

x-\-  a  oder  x--\-  hx-\-  c 

zerlegbar  ist,  also  in  lineare  und  quadratische  Faktoren.  Leibniz  hielt 
diesen  Satz  nicht  für  allgemeingültig.  Es  gelang  ihm  z.  B.  nicht  x'^-\-  1  in 
Faktoren  zweiten  Grades  zu  zerlegen  und  er  war  überzeugt,  daß  dies  un- 
möglich sei.     In  Wirklichkeit  ist  aber 

x4+  1  =  (x2+  1)2—  2x^  =  [x-^-Y-  1  —  X  y2)(^2_|_  1  _|_  ^  yä) . 

D'Alembert  war  der  erste,  der  den  Fundamentalsatz  der  Algebra  zu 
beweisen  versuchte.  Deshalb  sprechen  französische  und  italienische  Mathe- 
matiker vielfach  von  dem  Theorem  d'Alemberts.  Strenge  Beweise  dafür 
gab  aber  erst  Gauß.  Wir  empfehlen  dem  Leser  die  Lektüre  dieser  Gauß- 
schen  Arbeiten  *). 

Wenn  man  zur  Zerlegung  von /"(a:)  auch  quadratische  oder,  wie  Leibniz 
sagt,  ebene  Faktoren  braucht,  so  sind  diese  nicht  in  Linearfaktoren,  d.  h.  in 
Faktoren  vom  Typus  cc  +  a,  zerlegbar  zu  denken.  x^-\-bx-\-c  läßt  sich 
aber  schreiben 

f  +  T)-(T- 

62 

Wäre  nun   — c  >  0 ,  so  hätte  man 

4 

Es  muß  also 
sein.     Sonst  könnte  man  den  quadratischen  Faktor  in  zwei  lineare  auflösen. 

ist  im  Falle  c 7"  --^  ^  offenbar  stets  positiv. 

Die  Leibnizsche  Integration  der  rationalen  Funktionen  beruht  auf  folgen- 
den einfachen  Hilfssätzen: 
1.  Sind 

Zi  =  ic  +  «j ,     l^=  X  -\-a<i 

zwei  verschiedene  Linearfaktoren  von  /"(x),  so  hat  man 

-^T-  =  7^  +  7^  •  [Ci,  C'i  konstant) 

n  '2  ^1  '2 


*)  Ostwalds  Klassiker,  Nr.  14. 


21* 
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In  der  Tat  ist 

l^  —  /j  ==  «2  —  «1 

also 

1  1  «2—^1 


oder^  da  a^  —  Ö2<0> 

1 1^_     1  1    ^     J^ 

Zj  U  «2  —  ^1       ^1  ^2  —  %       ^ 

2.  Ist  l  ^=  x-\-  a  ein  Linearfaktor   von  f[x)   und  g  =  a;2_|_  ^a;;  _|_  ^  ein 
quadratischer   Faktor  (c  —  77  >  Ol ,  so  hat  man 

—-  =  -— H ^  •  c,  a,  /i  konstant 

Iq         l  q 

Da  g  nicht  durch  Z  teilbar  sein  kann,  so  ergibt  sich  bei  Division  von  q  durch  l 

q  =  {Ax  +  B)l+C,  (C^O) 

also 

1        Ax-\-B  .    C 


l-        q          ^    Iq 

oder,  da  C  ^  0 , 

1         11       Äx-^B     1 

Iq"  C      l               C           q 

3.    Sind    qir=  x'^-\-  b^x  +  c^ ,    ^5  =  ^^  +  ^2^  +  ^2    zwei    verschiedene 
quadratische  Faktoren  von  f{x),  so  hat  man 

1       ^a^X-i-ßi  Ci2X-\-  ß2 

qiq-i  qi  Q2 

Im  Falle  b^  =  b-i  ist 

9'2  —  9i  =  c-2  —  Ci  , 
also 

1  1    __  C2  —  Ci 

q^~  q-2~  Qi22 

und,  da  c^  ^  C2  5 

1  1111 


gi  q2        C2  —  c-i     gi       c-2  —  Ci     92 
Im  Falle  b^  ^  Ö2  beachte  man,  daß  qi ,  q-i  nicht  durch 

?i  —  92  =  (^  —  ^2)-^  +  Ci  —  C2 
teilbar  sein   können,   weil   sie   sich  nicht  in  Linearfaktoren  zerlegen  lassen. 
Daher  ist  z.  B. 

q,  =  [Ax  +  B)[q,  -q2)+C,  (C  ^  0) 

Also 
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1 

^2 

=  (^.  +  5)(i. 

-iy- 

c 

und, 

da 

c^ 

0, 

1 

Äx  +  B  1 

1—  Äx 

—  B 

1 

qiq-i 

C        q,-^ 

C 

^2 
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Man  kann  die  obigen  Sätze  in  folgender  Weise  in  einen  zusammenfassen : 
Sind  ei{x)  und  e2{x)   zwei  verschiedene  Elementarfaktoren   von 

/"(x),  so  hat  man 

(*)  1  ^  ffijx)        fp,{x) 

^  '  e^  [x)  e-2  {x)         ei  [x]         e-i  [x) 

fpi{x),  rp^ix)  sind  von  der  Form  ax-\-  ß  {a,  ß  konstant). 

Es  liege  nun  eine  rationale  Funktion  vor  mit  dem  Nenner  f[X) 
=  ei{x)e-2{x)h{x}  und  dem  Zähler  g{x).  Dann  ergibt  sich  aus  (*)  durch 
Multiplikation  mit  g{x) :  h{x) 

Kommen  in  fi{x)  oder  f^ix)  ebenfalls  zwei  verschiedene  Elementarfaktoren 
vor,  so  läßt  sich  g^  [x)  :  /i  {x)  bzw.  ^2  {x)  '•  fi  {^)  in  derselben  Weise  zerlegen  usf. 
Schließlich  kommt  man  auf  rationale- Funktionen,  deren  Nenner  lauter  tiber- 
einstimmende Elementarfaktoren  enthalten,  und  zwar  bedarf  es  dazu  nur 
einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten;  denn  die  neuen  Nenner  haben  immer 
niedrigere  Grade  als  die  alten. 

Die  Integration  der  rationalen  Funktionen  läuft  also  auf  die  folgenden 
beiden  Aufgaben  hinaus: 


1.  Man  soll 


•g{x)dx 
X  +  a)P ' 


2.  man  soll 


A 

r      9[x)dx  L_^^q\ 

J{x^-\-bx  +  c)p  \         ^  ^    1 

berechnen. 

g[x)   ist    ein  Polynom:    g{x)  ^^haX^'-^-h^^x'"- -'^ -{-■■• -\-h,n  und  p   eine 
positive  ganze  Zahl. 

Um  die    erste  Aufgabe  zu   behandeln,  führen   wir  21  =  x-\-  a  als   neue 
Veränderliche  ein.     Dana  wird 

/g[x)dx  _  rO{u)du 
[x  +  a)p  ~J       uP 

und   G{u)  ist  wieder  ein  Polynom. 

Das  neue  Integral  ist  eine  lineare  Kombination  von  Integralen  der  Form 


/ 


u^du. 
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wo  k  eine  ganze  Zahl  bedeutet,    die  positiv,   negativ   oder   null    sein   kann. 
Solange  /t  <  —  1  ist,  wird 

/u^  + 1 

Wenn  aber  k  =  —  1  ist,  hat  man 

/  u^du  =  I  —  =  log  w  +  C  (oder  =log  (—  u)  -\-  C)  . 
Bei  der  zweiten  Aufgabe  führen  wir  u  =  x  -^  —  als  neue  Veränderliche 
ein  und  setzen  außerdem  c —  =  a-.     Dann  geht  das  Integral  in 


/i 


G{u)du 


(^2+  aiy 

über,  und   G[u)  ist  wieder  ein  Polynom. 
Da   0[u)  sich  linear  aus 

1,  U,  W2+  a\  {tr-+  a^)u,  («*2+  «2)2^  . . . 

zusammensetzen  läßt,  so  können  wir  schreiben: 


rO{u)du    _  rQy[u^-\-  a^)du       P ( 
J  (w2+  «2)7  —J       (^2  _|_  a'i)i^~  ~^J  " 


(W2+  «2); 


O^  und   G'}  bedeuten  Polynome. 

Setzt  man  in  dem  zweiten  Integral  rechts  ii-=  t,  so  verwandelt  es  sich 
in  ein  Integral,  wie  wir  es  bei  der  ersten  Aufgabe  betrachteten.  Das  erste 
Integral  rechts  ist  eine  lineare  Kombination  von  Integralen  der  Form 

du 


/du 
(M2+a2f ' 


wo  k  eine  ganze  Zahl  bedeutet.     Ist  diese  negativ  oder  null,    so   haben  wir 
ein  Integral  einer  ganzen  rationalen  Funktion  vor  uns,  das  sich  unmittelbar 
angeben  läßt.     Es  bleibt  also  nur  der  Fall  A'  ]>  0  zu  betrachten. 
Im  Falle  k'^  1  bemerke  man,  daß 

/  u  \'_  1  _  2[k—  l)z<2 

\  («i2_j_  a2)fc-T)  —    (^2_|_a2)fc-r  —     (4^2 4_  oPf 

—  2(^—1)«^  _       2Ä:  — 3 

ist,  also 

(w2^+a2)r  —  [2k  — 2) a^  ]m2+  a2p r  +  (2A;  -  2)a2 J  («^2 _|_  ß2)t - 1 
Durch  diese  Formel  wird 

/'du  r         du 

(M2+a2)fc  J   («^2_|_ß2)Ä-T 
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zurückgefühi-t.     Schließlich  kommt  mau  also  auf 


/i 


arc  tg \-  C . 


a^         a  a 

Die  Integration  der  rationalen  Funktionen  läßt  sich  also  bewerkstelligen, 
wenn  man  zu  den  rationalen  Funktionen  noch  die  Funktionen  log  und  arc  tg 
hinzunimmt.  Da  die  Funktion  log  bei  der  Quadratur  der  Hyperbel  und 
arc  tg  bei  der  des  Kreises*)  auftritt,  so  pflegten  die  älteren  Analytiker  zu 
sagen,  daß  man  zur  Integration  der  rationalen  Funktionen  die  Quadratur  der 
Hyperbel  und  die  des  Kreises  braucht. 

§  111.     Andere   Darstellung    der   Integration   rationaler  Funktionen. 

f[x)  und  g[x)  seien  zwei  Polynome,  die  keinen  gemeinsamen  Elementar- 
faktor haben.  Wendet  man  auf  sie  den  euklidischen  Algorithmus  an,  so 
ergibt  sich  eine  Kette  von  Gleichungen  folgender  Art 

f[x)=--q[x)g{x]-{-g^[x), 
g{x)  =  q^[x)g^[x)  +  g<^{x) , 

Der  euklidische  Algorithmus  besteht  nämlich  darin,  daß  man  f(x)  durch 
g[x)  dividiert,  dann  g{x)  durch  den  Rest  ^i  (.r) ,  g^  [x)  durch  den  Rest  g^  [x]  usw. 
Der  Grad  von^i(x)  ist  kleiner  als  der  von  ^r (:»:■),  der  Grad  von  g2{x)  kleiner 
als  der  von  gi{x)  usw.  Nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  muß 
man  also  auf  ein  gr{x)  kommen,  das  den  Grad  Null  hat,  d.  h.  eine  Kon- 
stante ist.     Die  letzte  Gleichung  des  euklidischen  Verfahrens  lautet: 

gr -2[x)  =  q,. _  1  {x)gr _  1  [x)  +  gr  {x) . 

Wäre  nun  die  Konstante  (/,  (x-)  gleich  Null,  so  wäre  ^r,.  _  2  (a:;)  durch  ^,.  _  i  (a?) 
teilbar.     Dieselbe  Eigenschaft  hätte  dann  wegen 

gr-i{x)  =  q,^2{x)gr-2[x)  +  gr-\[x) 

auch  gy_2,[x]  und  wegen 

gr-^[x)  =  qr-i[x)gr-^[x)+gr-.-l{x) 

auch  g,._^[x)  usw.  Schließlich  wären  also  f[x)  und  g[x)  durch  gy-x{x) 
teilbar,  d.  h.  sie  hätten  die  Elementarfaktoren  von  ^,_i(x)  gemein.  Wir  haben 
aber  gleich  zu  Anfang  gesagt,  daß  sie  keinen  gemeinsamen  Elementarfaktor 
besitzen  sollen.  Daher  muß  die  Konstante  g,-  [x)  von  Null  verschieden  sein. 
Wir  können  die  Gleichungen  des  euklidischen  Algorithmus  auch  so  schreiben 

gr{x)  =  —  q,_x{x)  gr-i{x)  -{-gr-2{x) , 
gr-i{x)  =  —  qr-2[x)gr-2[x)  +  gr-i[x), 


g,{x)=  —  q[x)g{x)  +  f{x). 


Vgl.  S.  308.   arc  sin  läßt  sich  durch  arc  tg  ausdrücken. 
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Die  erste  von  diesen  Gleichungen  zeigt  uns,  daß  gr  [x)  sich  aus  gr  _  i  {x) 
und  g,.^-2{x)  linear  zusammensetzt  (die  Koeffizienten  sind  Polynome).  Die 
zweite  Gleichung  besagt,  daß  g,.  _  i  {x)  sich  aus  g,  _  2  [x)  und  g,-  _  3  [x]  linear 
zusammensetzt  usw.  Wir  können  also  schließen,  daß  gr{x)  sich  auch  aus 
g[x)  und  f[x)  linear  zusammensetzt  in  der  Form: 

9r[x)  =f{x)g{x)-\-g{x)f{x). 

f[x)  und  'g[x)  sind  Polynome.  Dividieren  wir  durch  die  von  Null  ver- 
schiedene Konstante  gr[x).,  so  nimmt  diese  Gleichung  folgende  Gestalt  an: 

(* j  1  =  f[x)  y[x)+g  [x)  cf  [x]   oder    .    ^\  ^  =  ^  +  ?iM  . 

v;  i\  u^  j^yy  I  ^y  f^,r)g{x)       f[x)^g[x) 

y[x)  und  (p[x)  sind  ebenfalls  Polynome. 

Folgerung.  Wenn  zwei  Polynome  ^ (.r)  und  h[x)  gegen  f[x)  teilerfremd 
sind,  d.  h.  wenn  weder  g[x)  noch  h[x)  mit  f[x)  einen  Elementarfaktor  gemein 
hat,  so  ist  auch  g{x)h{x)  gegen  f[x)  teilerfremd.     Aus  (*)  folgt  nämlich 

h[x)  =  f[x)  ■  y[x)  h{x)-\-g[x)  h[x)  ■  (p[x). 

Ein  gemeinsamer  Elementarfaktor  von  f[x)  und  g[x)  hix)  müßte  hiernach  auch 
in  hix)  enthalten  sein.  Das  widerspricht  aber  der  Voraussetzung,  daß  h{x) 
und  fix)  teilerfremd  sind. 

Satz  (*j  läßt  sich  sofort  verallgemeinern. 

Sind  die  Polynome  fi{x]j  f^ix)^  •••,  fs[x)  so  beschaffen,  daß  je  zwei 
keinen  Elementarfaktor  gemein  haben,  so  gilt  eine  Formel  von  folgender  Art 


nfi---fs~n  '^  f-r"'~^] 

Dabei  sind  ^1 ,  ^2  j  •  '  •  j  ^s  Polynome. 

Ist  dies  für  s  —  1  Polynome  richtig,  so  hat  man 


^l     ,     ^2 


nh---f.- 


Daraus  folgt 


Wir  wissen  aber,  daß 


n  '  f-2 


Ufs~^Ms 


+ 


fs- 


(die  ip  Polynome) 


fs-.fs 


1 

Ufs 


ist. 

(t) 


Also  wird 

1 


n 


fn  fs 


1/..- 


Polynome) 


ip\if\  + 


V's-l,"s 


+ 


fs 


+ 


Der   Satz   gilt   all 
gilt  er  allgemein. 


auch   ftir  s  Polynome.     Da   er  für  s  =  2  richtig  ist, 
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an  (-) 

mit 

einem 

Polynom  g[oL 

h  so 

ergibt 

sich 

9 

_9^f 

^H-^''/'^ 
+    A    + 

••  + 

9fPs 

fs 

nf-2-- 

"7; 

-f 

5 

(die  CO 

Polynome 

(tt) 


Wenn  in  einer  rationalen  Funktion  der  Grad  des  Zählers  niedriger  als 
der  des  Nenners  ist,  so  möge  sie  echt  gebrochen  heißen.  Wenn  eine 
rationale  Funktion  vorliegt,  die  nicht  echt  gebrochen  ist,  so  kann  man  sie 
durch  Division  des  Zählers  mit  dem  Nenner  in  ein  Polynom  und  eine  echt- 
gebrochene Funktion  zerlegen.  Macht  man  dies  bei  Formel  (f ),  so  verwandelt 
sie  sich  in 

(ttt)  ./       >.=g  +  f-+---  +  f-- 

hh---  Ts  / 1  ts 

G  ist  ein  Polynom  und  %\\f\t  •  •  ■ ,  7,s'-  fs  sind  jetzt  echt  gebrochen. 

Nun  %Q\  g{x):  f[x)  eine  beliebige  rationale  Funktion.  Wir  denken  uns 
f{x)  in  Elementarfaktoren  zerlegt  und  wollen  mit  ei[x) ,  e-2[x) ,  ■  ■  ■  ^  es[x)  die 
verschiedenen  unter  ihnen  bezeichnen.     Dann  ist 

f[x)=el\x)e^-[x)...el^{x). 
Setzen  wir 

f^{x)  =  ^f{x),  (^  =  1,2,  ...,s) 

so  sind  die  Polynome  fx-,  fi^  '  "  ■>  fs  paarweise  teilerfremd.     Denn  es  können 
z.  B.  ei{x]  und  e2{x)  keinen  Elementarfaktor  gemein  haben,  weil  sie  verschieden 
und  unzerlegbar  sind.    Nach  der  Folgerung  auf  S.  328  sind  also  auch  e^\x) 
und  e'^''(x)  teilerfremd.     Wir  können  daher  die  Zerlegung  (ff)  anwenden. 
Wie  man  die  Integrale 

\t){x)dx 


ß 


eP{x) 
findet,  sahen  wir  in  §  110. 

Die  einzige  Schwierigkeit,  die  bei  der  Integration  einer  rationalen  Funktion 
auftritt,  ist  die  Bestimmung  der  Elementarfaktoren  des  Nenners.  Das  ist  aber 
ein  Problem,  das  in  der  Algebra  behandelt  wird,  und  darauf  brauchen  wir 
wii'  hier  nicht  einzugehen. 

§  112.     Beispiele. 

1.  Soll 

dx 


/dx 
:c2  — 1 


berechnet  werden,  so  beachte  man,  daß 

a;2  —  1  =  (x  —  1)  (x  +  1) 
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ist,  also  nach  §  111,  Formel  (fttj, 

1  Ä 


xß—l       X— l'a^+1 


{Ä,  B  sind  Konstanten) 


Um  J.  und  jB  zu  bestimmen,    multipliziere   man   mit  x^  —  1.     Dann   er- 
gibt sich 

l=A{x+l)  +  B[x  —  l)  =  {A  +  B)x  +  A  —  B. 

Daraus  ist  zu  entnehmen: 

^  +  5  =  0,     A  —  B  =  l, 


d.h. 


-  =  i.--| 


Schließlich  hat  man 


r  dx    _  1   r  dx 1^  r  dx 

J  x^—1  ~  YJ  x  —  1  ""  TJ  x-\-l 


=  i-Iog(x-l)-|log(.r+l)+C=-^log|-j-|+a 

Liegt  x  zwischen  —  1  und  +  1,  so  muß  man  schreiben 
1  ,      1  —  x 

2.  Es  sei 

/'  x^dx 
x*—l 

zu  berechnen.     Hier  wird  man  zuerst  x^ :  {x^  —  1)  in  ein  PohTiom  und  eine 
echtgebrochene  Funktion  spalten: 


xi—1  '   x^—  1 

Die  Elementarfaktoren  von  x^  —  1  lauten : 

x  —  1,  x+1,  x2  +  l. 

Also  gilt  für  x:  [x^  —  1)  eine  Zerlegung  von  folgender  Form : 

X      _     A  B  Cx  +  D 

x^  —  1~  x—l'^  .r+1  ~^  x^-\-l 

Um  Aj  B,  C,  D  zu  finden,  multipliziert  man  mit  x*  —  1.   Dann  erhält  man 

X  =  A  {x -{- 1)  {x^ -{- 1) -i- B  [x  —  1)  (x2  4-  1)  +  (Cic  +  X>)  (x2  —  1). 
Setzt  man  .x  =  1  und  x=  —  1 ,  so  kommt 
1=4^,     1=4J5. 
x^  hat  rechts  den  Koeffizienten  A-{-  B  -^  C,  links  den  Koeffizienten  Null. 
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Also  muß   C  =  —  Ä  —  S  = "  sein.     Das  konstante  Glied  ist  links  Null, 

rechts  Ä  —  B—  D  =  —  D.     Also  muß  D  =  0  sein. 
Nun  sind  Ä,  B^  C,  D  alle  gefunden,  und  wir  haben 

y"x^  dx         C    1     ,    C  xdx 
^^^=j^dx+j^—-^ 

_  x^       1  r  dx         1  r  dx         1  pxdx  _  x'^        1       x^  —  1 
Sollte  X  zwischen  —  1  und  1  liegen,  so  muß  man  schreiben 

Die  Berechnung  von 

xdx 


h 


x'^  —  l 

hätten   wir   auch  wie   folgt  erledigen   können.     Setzen  wir  x'^  ==  u,  so  wird 
r  xdx  1  r    du  1  ,     1  —  ?i        „      /    ,        1  ,     u  —  l\ 

3.  Jetzt  wollen  wir  noch  das  Beispiel  behandeln,    bei  dem  Leibniz  sich 
geirrt  hat  (vgl.  S.  323): 

dx 


h 


x^-\-l 

Er  glaubte  von  diesem  Integral,  daß  es  eine  neue  Transzendente  ist,  daß  es 
sich  also  nicht  durch  die  elementaren  Funktionen  ausdrücken  läßt*). 
In  Wirklichkeit  ist  (vgl.  S.  323) 

a;4  +  1  =  (2;2  +  1)2  _  2x2  =  (^2  ^xV2  +  1)  [xJ"-  —  xV2  +  1) 

und  daher 

1  Ax-^-B  Cx  +  D 


«4  +  1        rc^^xV2-i-l       x^  —  xy2-\-l 
um  Äj  B,  C,  D  zu  bestimmen,  muß  man  in 

1  =  {Äx  -i-  B)  {x^  —  xV2  -i-  1)  -\-  [Cx  +  D)  {x'^  +  xV2  +  1] 
die  Koeffizienten  vergleichen.     Dadurch  erhält  man  die  Gleichungen 
A-i-  C=0, 

B  —  Ay2-i-D-{-  cy2  =0, 
A  —  51/2  +  C+  D  1/2  =  0, 
B  +  D  =  l, 
d.h. 


'']  Vgl.  Ostwalds  Klassiker,  Nr.  162. 
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Ä-\-C  =  0,     Ä—C=~, 
V2 

B+I)  =  l,     B-D  =  0, 
also 

Es  wird  demnach 

r  dx     _     1      r  {x-{-y2)dx ]_  r  (x  —  V2)  dx 

Jxi-i-l~  2y^Jx^  +  xV2  +  l       2Y2J  x^'  —  xV2  +  l 
_     1       r{2x-\-V2)dx  1       r{2x  —  V2)dx 

~  4  12  J  x'^  +  xV2+l       4  y'2Jx^  —  x  y2  +  1 
1    />  dx  _i_  ^    f  ^^ 

4  J:x.2  _|_  .x-  y  2  +  1         4  J^2^  cc  y  2  +  1  ' 
Da  nun 

Jx^  +  xV2+l  »^     ^  ^    " 

f dx  .. dx  ^r2arctg(l  +  xl/2) 

J.,-xV2+l       J(,_|^2-)-+l 


/>   dx  V2,     a;2  + «1^2  +  1 


ist,  so  ergibt  sich  schließlich 

'  x'^-  2:1/2  +  1 
+  ^  (arctg  {xV2  +  l)  +  arctg(3?l/2  -  l))  +  C. 

§  113.     Zurückführung  gewisser  Integrale  auf 
Integrale  rationaler  Funktionen. 

Schon  Leibniz  und  die  BernouUis  haben  gewisse  Klassen  von  Inte- 
gralen bezeichnet,  die  sich  in  Integrale  rationaler  Funktionen  verwandeln 
lassen.     Wir  wollen  einige  Fälle  dieser  Art  besprechen.  n 

1.  Der  Integrand  ist  eine  rationale  Funktion  von  x  und  von  yax-{-b  . 

Wir  wollen  ihn  mit  'Si{x  ,yax  -\-  b)  bezeichnen. 
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n 

Hier  genügt  es  ]/ax  -\- b  =  y  als  neue  Veränderliche  einzuführen.    Dann 
wird  nämlich 


^  =  tjzl,  d:,^  «r-'d'J 


also 


di  [x  ,  yäx  -\-b)dx  =^  (fi  [y]  dy^ 


und  (p[y)  ist  eine  rationale  Funktion. 

2.  Der  Integrand  ist  eine  rationale  Funktion  von  x  und  von 

yax2+2ö.x  +  c.    Er  heiße  9?(ic,  yax'^  +  2bx-\-c). 
Wenn  a>0  ist,  so  kann  man 


Vax"^  -{-  2bx-\-  c  —  xVa  =  y 
als  neue  Veränderliche  einführen.     Dann  wird 

ax2  +  2ÖX  +  c  =  (?/  +  xVä)^ 

=  y'^  -\-  2xyya  -\-  ax'^ , 
also 

2(6  — ?/]/«)'  2{b  —  yyaf 

yax^+2bx  +  e  =  -y''^^+''y-'''^. 

2{b-yV^) 


dt{x ,  yax^-\- 2bx-j- c)dx  nimmt   demnach   wieder  die  Form    (p[y)dy 
an,  wo  r/)(?/)  eine  rationale  Funktion  bedeutet. 

Ist  c  ^  0 ,  so  kann  man  auch  mit  der  neuen  Veränderlichen 

-  iyax'^-\-2bx  +  c  —  Vc)=y 

zum  Ziele  kommen.     Es  wird  jetzt  nämlich 

ax'^-i-2bx-\-c  =  {Vc-\-  yxf 
=  c -{-  2xyy'c  +  x'^iß  ^ 


also 


^_2[yyc-b)       ^^  _2{y'^Vc  -  2by  -{-ayc)dy 


yä^^+2b^^c=tyi^^}i+^l^. 

a  —  y^ 

Wenn  a  und  c  beide  negativ  sind,    so   setze  man   zuerst  x  =  Xq  -\-  x  . 
Dadurch  verwandelt  sich  q{x)  =  ax'^ -\-2bx-{- c  in 

q{x^)  +  xq'{x^)-\-ax'-. 

Man  kann  Xq  so  wählen,  daß  q{xQ)  ^  0  wird.    Denn  sonst  wäre  ^'(a:)  <^0 
und  yq[x)  nicht  reell.     Dies  schließen  wir  aber  aus. 
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Am    bequemsten    ist   es   q{xo)  =  0   zu   machen.      Das   ist   möglich,   weil 
q{0)  <C0  ist  und  doch  q[x)  nicht  immer  negativ  sein  darf. 
Man  hat  jetzt  ein  Integral  von  der  Form 

und  es  genügt,  die  neue  Veränderliche 

?/  =  -^  y2b'x  +  ax^ 

einzuführen,  weil  c  gleich  Null  geworden  ist. 

Der  Leser    berechne    folgende  Integrale,    die   bei    Jakob    Bernoulli*) 
vorkommen : 


Jxyi-x"-'  J 


yr+irs.^ 


Man    kann    die    Fälle    1    und    2    auch    in    folgender    Weise    erledigen. 
Setzt  man**) 

y  =  Vax^-j-  2hx-{-c 

und  betrachtet  x ,  y  als  rechtwinklige  Punktkoordinaten,  so  ist  a; ,  y  ein 
Punkt  auf  einer  Kurve  zweiter  Ordnung.  Diese  Kurve  gehört  zu  den 
rationalen  Kurven,  d.  h.  es  gilt  für  sie  eine  Parameterdarstellung  (vgl.  §  70) 

''•'  =  m.  y=9{t) 

mit  rationalen  /",  g .  Um  eine  solche  Parameterdarstellung  zu  finden,  lege 
man  durch  einen  Punkt  Xq  ,  y^ ,  der  auf  der  Kurve  liegt,  eine  Gerade  y  —  ?/o 
=  (ic  —  Xq)  t .  Sie  schneidet  die  Kurve  noch  in  einem  zweiten  Punkt.  Mau 
findet  ihn,  indem  man  in  der  Kurvengleichung  oder  in  der  Gleichung 

2/^  —  2/0^  =  «(«-  —  ^o'^)  +  ^b{x  —  Xq) 
?/  =  Z/o  +  (-^  —  -^o)^  einsetzt.     Dabei  ergibt  sich 

2y,t-\-{x  -  .To)r-  =  a{x  +  x^]  +  2b  , 

x=x,+'^^^^'-j^^r'^=m^ 

y=y.  +  '^'''-^'^r'^=9it). 

Da 

dx  =  f'{t)dt 

wird,  so  verwandelt  sich  9?(.x,  y)dx  in  fp{t)dt  und  rp[t)  ist  eine  rationale 
Funktion. 

Wenn  die  Kurve  nicht   eine  Ellipse  ist,  sondern   sich  ins  Unendliche  er- 
streckt,   kann  man   den   Scheitel   des    Geradenbüschels  y  —  y^  =  [x  —  XQ)t 


*)  Vgl.  Ostwalds  Klassiker,  Nr.  171. 
**)  a  kann  jetzt  auch  gleich  Null  sein.    V-  —  ac  ist  aber  ungleich  Null. 
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auch  ins  Unendliche  fallen  lassen.  Dann  hat  man  ein  Büschel  von  Paral- 
lelen, die  die  Kurve  im  Unendlichen  schneiden.  Ein  solches  Büschel  hat 
folgendes  Aussehen 


=  X  YcL-\-  t    oder     ^  =  —  x  Ya-\-  t . 


Der  Leser  sieht,  daß  die  speziellen  Methoden,  die  wir  zuerst  angaben, 
sich  dieser  allgemeinen  Methode  unterordnen.  Man  hat  bei  der  letzteren  den 
Vorteil,  den  Punkt  Xq  ,  y^  beliebig  auf  der  Kurve  wählen  zu  können. 
Schneidet  die  Kurve  eine  der  Achsen  in  reellen  Punkten,  so  kann  man 
Xq  =  0  oder  tjq  =  0  annehmen.  Ist  c  =  0  ,  so  kann  man  Xq  ,  y^  beide 
gleich  Null  setzen. 

3.  Der  Integrand  ist  eine  rationale  Funktion  9t  von 

X,  Va^x-\-b^,  Va^x  +  Ö2  • 
Setzt  man 


so  ist 

(hl-  —  «1 1)^  =  ^^2^1   —  «1  ^2  • 

Da  «1  ,  a-2  beide  von  Null  verschieden  sind  und  a^  h^  —  «1  ^2  <  0  ist, 
so  haben  wir  hier  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  vor  uns.  Wir  können  also 
f,  ^  als  rationale  Funktionen  eines  Parameters  t  darstellen: 


Va2X-\-h.i  =  cpi{t). 
Dann  wird  aber 

ebenfalls  eine  rationale  Funktion  von  t  und 

dx  =  g)3{t)dtj 
also 


^{x,  VaiX-{-bi,    Va2X  +  h)dx  =  (D{t)dt^ 

wo  0{t)  rational  ist. 

4.  Unter  einer  tiigonometrischen  Funktion  wollen  wir  eine  rationale  Funk- 
tion 9t  von  cosa:;  und  sina:  verstehen. 


/ 


Otfcosa:,  %va.x)dx 


läßt  sich  in  ein  Integral  einer  rationalen  Funktion  überführen. 
Man  kann  das  auf  folgende  Weise  erkennen.     Setzt  man 


so  ist 


E2+t)2  =  l 
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Das  ist  aber  ein  Kreis.  Die  Koordinaten  j  ,  t)  eines  Punktes  auf  ihm 
lassen  sich  daher  als  rationale  Funktionen  eines  Parameters  t  darstellen: 

i  =  m,  ^  =  9{t)- 

Dann  ist  aber  weiter 

dl  =  —  sinx  dx  =  f  [t]  dt , 
d.  h.     . 

9{t) 

Also  nimmt  ffl{cosx,    smx)dx  die  Form  0[t)dt  an  mit  rationalem  O  . 

Um  die  rationale  Parameterdarstellung  des  Kreises  zu  finden,  kann  man 
die  allgemeine  Methode  auf  S.  334  benutzen.  Man  kann  aber  auch  von  der 
Bemerkung  ausgehen,   daß 


^x        .  ^x 
cos2~— sm2- 

cosa;  = 

cos2-|+sin2^ 

.      X            X 

2  sm  —  cos  — 
2          2 

1-tg'f 
l  +  tg^f 

C082-+sm2- 

1  +  tg^f 

X 

ist  oder,  wenn  man  tg  — =  ;f  setzt. 


1  —  fi        .  2t 

cosx  = 


X 

Aus  tg—  =  ^  folgt 


1  +  f2  '  1  +  ^2 


=  a  arc  tg  t  ■■ 


2  *  1  +  if2 

Man  hat  also  für  cos  x  ^  sin  a? ,  rfa?  einzusetzen 
1  —  ^2  2t  2dt 


1  +  ^2  '      1  +  ^2  '        1  _j_  ^2 

Hiernach  wird  z.  B. 

(' dx         Cdt 


J  smx      J    t 

=  logtg|+C. 
Der  Leser  verifiziere  dies  durch  Differentiation. 


C 
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Ferner  wird 

dx         r  2dt         r    dt 


r  dx  _  r  2dt       r  dt        r  dt 

J  cos  X  ~J  1  —  t'^     J  1  —  i  '^J  r+' 

14-^  ^  +  *^l 


Nun  ist  aber 


1  +  tgf          tgf  +  tg| 


2 


,       X  .  ^      TT  ^      X 

tg-  1-tg-tg- 


(X  7t\ 

2  +  4)' 


also 


Man  kann  dies  auch  auf  folgendem  Wege  finden. 
Setzt  man   x  -{-  ^  =  y  ^  so  wird 

/^  =  /'-4^  =  logtg|+C. 
J  cosx      J  smy  "^  °  2 

Manchmal  kommt  man  auch  mit  der  neuen  Veränderlichen  tgx  :=  u  aus, 
also  mit  der  Tangente  des  ganzen  statt  der  des  halben  Winkels.     Da 


Vcos-a;  +  sin2a:;       yi-{-u^ 

sin  x  u 

sinic  =  =  , 

Vcos^x  +  sin^x        VI  +  u^ 

rfx  =  d  arc  tg  ?<  =  - — ; 

ist,  so  wird  9?  (cos  x  ,  sin  x)  in 

Riu,  V 1  +  z<2) 

übergehen,  wo  i?  eine  rationale  Funktion  bedeutet.     Diese  Funktion  können 
wir  so  schreiben: 

02  +  Hl  yi  +  u^ ' 

Tiiwobei   G^i,  6^2,  -Si,  H^   Polynome   in   u    sind.     Multipliziert  man   im  Zähler 
und  Nenner  mit   O^  —  H^yi  -\-  it^ ,  so  ergibt  sich 

R  =  R^  +i?2]/r+w2, 
und  jetzt  sind  i2j,  Rj  i^  ^^  rational. 

Kowalewski,  Änalysis  des  Unendlichen.  22 
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Es  kann  sein,   daß  i?2  =  0  ist,   daß  also  R  =  R^[u)  wird.     In  diesem 
Falle  hat  man  nur 

'i?i  [u)du 


f 


1  +  ^2 

ZU  berechnen,  also  das  Integral  einer  rationalen  Funktion. 

Man  kann  leicht  von  vornherein  erkennen,  ob  iR  (cos  x,  sin  x]  rational 
durch  ii  =  tgx  ausdi-iickbar  ist.  tgx  ändert  sich  nicht,  wenn  man  x  um 
TT  vermehrt.  Dagegen  verwandeln  sich  dabei  cos  x,  sin  x  in  —  cos  x, 
—  sin  X.  Soll  also  9^  (cos  x,  sin  x)  rational  durch  tg  x  darstellbar  sein,  so 
muß  es  die  Eigenschaft  haben 

9^  (—  cos  X,  —  sin  x)  =  9t  (cos  x,  sin  x). 

Wenn  diese  Eigenschaft  vorhanden  ist,  so  läßt  sich  zeigen,  daß  i?2  =  0 
wird.  Der  Übergang  von  cos  .t,  sin  x  zu  —  cos  x,  —  sin  x  läßt  sich  nämlich 
dadurch  bewerkstelligen,  daß  man  ]/!  +  u-  durch  —  Yl  -}-  u-  ersetzt.  Die 
obige  Eigenschaft  bedeutet  also,  daß 


R,  +  R,  ]/l  +  w-  =Ri-  R-2  Vi  +  ^('' 

ist,  d.  h.  Ri  =  0.  Wir  können  unser  Ergebnis  auch  so  ausdrücken:  Eine 
trigonometrische  Funktion  von  x  drückt  sich  dann  und  nur  dann  rational 
durch  tgx  aus.  wenn  sie  die  Periode  .r  hat  (d.  h.  bei  Vermehrung  von  x 
um  Tt  ungeändert  bleibt). 

Der  Leser  berechne  das  Integral 

^^  (öc  — Ö2>0) 


/ 


a  cos'^a;  -\-  2  b  co3  x  sin  x  -\-  c  sin2x 


Wir  wollen  noch  den  Fall  betrachten,  daß  der  Integrand  ein  Polynom 
in  cos  .r,  sin  x  ist.  Dann  setzt  sich  das  Integral  linear  zusammen  aus  In- 
tegralen der  Form 

J,,,  „  =  /  cos''\r  sm"xdx.  [m^  w  =  0,  1,  2,  •  •  •) 

Hier   ist  es   am   bequemsten,    die   partielle   Integration    anzuwenden.     Wenn 
z.  B.  m  ^  1,  so  hat  man 


/,„  „  =  I  cos'"— ^x  sin"a:;c?(sin  x) 

-^x  sm"+^x   ,    w^  —  1    f  ^      .  .   .^     , 

lcos"—-x&m"+-xdx. 

n  +  1  n  +  1  f 


Da    sin*'  +  -.r  =  sin"x  (1 — co32.r)  ist,    kann   man   diese   Gleichung   auch   so 
schreiben: 

m-\-n-.  co3'"-^x  sin"  +  ia:      m  —  1, 

oder 

cos™  — ^x  sm"  +  ix      m  —  1  -. 
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Durch   wiederholte    Anwendung    dieser   Reduktion   kommt   man   entweder 
auf 

/.  ,,      j           sin^  +  i.x    ,     ^ 
cosa:  sm"xax  = \-  C 
n-i-1 

oder  auf 


hl  =J  sin" 


xdx. 


Um  S„  zu  berechnen,    kann   man    sich  wieder  der   partiellen  Integration 
bedienen.     Im  Falle  n  ^  1  ist 

S»  =  /  sin"  — ^a;  sin  xdx  =  —  sin"  — ^a^  cos  j:^  +  {ii  —  1)  1  sm'^—^xco&-xdx 

oder,  wenn  man  cos^a;  =  1  —  sin'-ic  setzt, 

,^,  cv  sin"-ia:cosa7   ,  n  —  1  ^ 

Durch  Wiederholung  dieser  Reduktion  kommt  man  entweder  auf 

/  sin  a;  c?a:;  =:  —  cos  a;  +  C 
oder  auf 

fdx  =  x+  C. 

Aus  Formel  (*)  ist  zu  entnehmen: 

n  n 

T  ^  T 

/,               /sin"  — ixcosx\2    ,   n  —  1  r  .        „     , 
sm"xdx  =  — H /  sm"  —  -xdx. 
\          n          /o           n     J 

0  0 

Da  7^  ^  1  ist,  so  verschwindet  das  erste  Glied  der  rechten  Seite,   und  man 
hat 


/  sm'^xdx  = /  sin"  — 2a:c?a;. 


0  0 

Im  Falle  eines  ungeraden  n  läßt  sich  aus  den  Formeln 


/  sm'''xdx= /  sm'^  —  'xdx^ 


0 

n 
"2 


/s\n."-  —  ^xdx  = /  %m}'  —  ^xdx 
n—2J 


71  —  S 

0 

22* 
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/  sin^x  dx  =~^  I  s'inxdx, 

0 

71 

/  sin  xdx  ^=  - 


2 
x)     =1 

0 


folgern 


C  .         7  2  •  4  •  •  •  (?z  —  1) 

/  sin"  xdx  =  — ~ — ~ — z •  in  ungerade) 


0 

Im  Falle  eines  geraden  7i  steht  zuletzt  die  Gleichung 


f,m^-xdx  =  ^fdx=^.^, 

0  0 

und  dann  ergibt  sich 

jt 

r  '  .    .7         1  •  3  •  5  •  •  •  (?^  —  1)   TT 
J  '^^  ^  ^^  =       2-4-6.--n       T  •  (^  ^''^"^'^ 


Beachtet  man,  daß  die  Ungleichungen 

sin"  — ^a;  >  sin"a:;  ^  sin"  +  *a:,  (0<!^<C4-| 

gelten,  also  (vgl.  S.  304) 


/  sm''~'^xdx'^  I  sm"xdx'^  1  sin^  +  ^xc^a:;, 

0  0  0 

so  hat  man  bei  geradem  7i     . 

2  ■  4  •  6  •  •  •  (y^  -  2)       1  •  3  •  5  •  •  •  (?2  —  1)  7g  2  •  4  •  6  •  •  •  w 

^'^'    1  •  3  •  5  •  •  •  (?^  —  1)  ^       2  •  4  •  6  •  •  •  ?»  2  "^  1  •  3  •  5  •  •  •  (?i  +  1] 
oder 
22        42                   7»2             ^i  4-  1  ^  TT         22        42  n^ 


1-3    3-5        (?^— l)(w  +  l)        n     ^2-^1-3    3-5        (7^  — l)(?^  +  l) 
Daraus  ersieht  man,  daß  sich 
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**'*  "~  1  •  3  ■  3  •  5  ■  ■  ■  {71  —  1)  (^  +  1) 

-T  1  7t 

von  -—  um  -weniger  als  —  Un  unterscheidet,    also  um  weniger  als  -— . 

Es  ist  daher 

hm  Un  =  — 

oder,  wie  man  zu  schreiben  pflegt, 

/**)  J^    _4^    _6^        _^ 

^^  1-33-55-7  2 

Die  linke  Seite  dieser  Reihe  nennt  man  ein  unendliches  Produkt.  Man 
kann  der  obigen  Formel,  die  von  Wallis  herrührt,  auch  folgende  Gestalt 
geben : 

Diese  Formel  ist  ebenso  interessant  wie  die  Leibnizsche  Formel 

3^5         7  ^  4 

Wenn  man  will,  kann  man  die  Ungleichungen  (f)  auch  so  umformen: 

2-4    4-6        {n  —  2)n       7t       2  ■  4.    4-6        [n  —  2)n       n 


32        52  f^n  —  1)2  -^   4  -^    32        52  (w  —  1)2    ?^  +  1 

Dann  sieht  man,  daß 

2.44-6       [n  —  2)n 


Vn  = 


32        52  {n  —  1)2 


von  —  um  weniger  als  - —  abweicht,  daß  also 
4  °  4w  ' 

hm  V,,  =  -7- 
4 

ist  oder 

2.44-6        _7t 

was   sich   auch   direkt   aus   (**)  entnehmen   ließe.     Diese   neue  Formel  kann 
man  in  folgender  Weise  schreiben: 


hm-m^-h) 


Wir    wollen   hier   noch   ein   Integral   erwähnen,    daß   in  einem  einfachen 
Zusammenhang  mitfam^xdx  steht,  nämlich  das  Integral 


^"^^  (0<x<l) 


0 
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Führt  man  die  neue  Veränderliclie  arc  sin  x  =  u  ein,  so  wird 


/x'^dx       r. 


0  0 

Läßt  man  x  nach  1  konvergieren,  so  wird 


X  u  1 

1  I  =  lim  I  sm"udii  =  I  sm'^udu. 

JV^-':'  J  J 


lim 

0  0 

Diesen  Grenzwert  pflegt  man  mit 

x"dx 


f 


]/l  —  a-2 


ZU  bezeichnen.  Der  Integrand  ist  bei  x  =  1  unstetig.  Wir  haben  es  hier 
also  nicht  mit  einem  eigentlichen  Integral  zu  tun,  d.  h.  mit  einem  Inte- 
gral im  Sinne  von  §  94.  Wir  kommen  auf  diese  un eigentlichen  Integrale 
noch  zurück. 


§  114.     Integration  binomischer  Differentiale. 

Newton   hat   sich*)    mit   der   Integration    der    sogenannten   binomischen 
Differentiale  beschäftigt.     Das  sind  Differentiale  von  folgender  Form: 

xP  [a  +  bx")'2  dx,  (a  <  0,  ö  ^  0) 

p,  q,  n  sind  rationale  Zahlen  und  a.  b  Konstanten. 

Mittelst  der  neuen  Veränderlichen  x"  =  y  verwandelt  es  sich   (abgesehen 
vom  Faktor  1  :n)  in 

7ß[a  +  hyYdy.  \^g  =P-±1  -  i^  a  =  gj 

Wenn  q  eine  ganze  Zahl  ist,  so  ist 

j  y^ia  +  hyYdy 

ein  Integral  von  dem  in  §  113,  Nr.  1  beti-achteten  Typus. 
Ist  o  eine  ganze  Zahl,  so  führe  man 

a  -\-  by  =  z 


*)  Vgl.  Ostwalds  Klassiker  Nr.  172. 
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als  neue  Veränderliche   ein.     Dann  wird  das  Integral,   abgesehen   von  einem 
konstanten  Faktor, 


f  ^'{^-a)uH 


und  ist  also  wieder  ein  Integral  von  dem  erwähnten  Typus. 
Setzt  man  y  =  1  :  u,  so  wird 

y^{a-{-by)''dy  =  —  u-^''  +  '^  {a  -i-  bu-^)° du 
=  —  u-^'^+''  +  '^^){au-\-hYdu. 

Man    sieht,    daß    die    Integration    auch   dann   geht,    wenn  Q  -\-  g  eine   ganze 
Zahl  ist.     Das  Integral 


/  xP{a-\-bx>')idx 


läßt  sich  also  durch  die  elementaren  Funktionen  ausdi'ücken,  wenn   eine  der 
Zahlen 

ganz  ist. 
Durch 

1         1 
x'^  -\-y'^=l,    x^  0,y'^0 

wird  ein  Viertel  von  einer  Astroide  dargestellt.     Will  man  ein  Bogenstück  s 
davon  bestimmen,  so  muß  man 


ds  =  Vl-\-2j"^dx 
berechnen.     Aus  der  Astroidengleichung  folgt  durch  Differentiation 


1 


und 

mithin 
und 


ds  :=  X    '^  dx 


y  lar,"  —  a?i 


Jetzt  lassen  wir  den  Bogen  s  um  die  x-Achse  rotieren  und  fragen  nach 
Mantelfläche  und  Inhalt  des  so  entstehenden  Rotationskörpers.  Die  Mantel- 
fläche ist  gleich 

2  rcjyds  =  2  rt  fx~'^  (l  —  x'^^dx . 
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Wir  haben   es   hier   mit   dem  Integral  eines   binomischen  Differentials  zu 
tun,  und  zwar  ist 

13  2 

so  daß 


2'     ''-   3' 


n 

eine   ganze  Zahl  wird.      Das  Integral  läßt  sich   also  durch  die  elementaren 
Funktionen  ausdrücken.     Der  Leser  führe  die  Rechnung  durch. 
Der  Inhalt  des  betrachteten  Rotationskörpers  ist  gleich 


1\3 

x^J  dx 


Hier  ist  q  eine  ganze  Zahl  und  die  Integration  geht  wieder.  Auch  diese 
Rechnung  führe  der  Leser  durch.  Nachher  lasse  er  x^  gleich  0  und  x^ 
gleich  1  werden  und  multipliziere  Mantelfläche  und  Inhalt  mit  2  .  Dann  hat 
er  Oberfläche  und  Inhalt  des  Körpers,  der  durch  Drehung  der  Astroide  um  die 
Verbindungslinie  von  zwei  gegenüberliegenden  Spitzen  entsteht. 


Integration  unendlicher  Reihen. 

§  115.     Unendliche  Reihen  darf  man   nicht    immer   integrieren  wie 
endliehe  Reihen, 

Eine  Potenzreihe 

hat  im  Innern  ihres  Konvergenzintervalls  das  Integral 

^{x)  =a,x  +  ^  +  "^+....  (vgl.  §  79) 

Daher  ist,  wenn  .rj,  x^  im  Innern  des  Konvergenzintervalls  liegen, 

J^{x)dx  =  £i{x,)  -  £i{x,)  =  a,{x,-x,)  +  ^(^2^-  ^1^)  +  •  •  • 

=  I  a^dx  -{- 1 a^x dx  -^  ■  ■  ■ . 

XI  Xl 

Man  darf  also  die  Potenzreihe  im  Innern  ihres  Konvergenzintervalls  so 
integrieren,  wie  eine  endliche  Reihe. 

Daraus  darf  man  aber  nicht  schließen,  daß  diese  Art  zu  integrieren  auch 
sonst  erlaubt  ist.     Setzt  man 

(fnix)  =  2nxe-'^^-, 
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so  ist  bei  festem  x  und  unendlich  zunehmendem  n 

lim  cpn  (x)  =  0 . 

Also  gilt  für  alle  Werte  von  x  die  Gleichung 

0  =  (f/)i  [x)  —  f/^o  [A\  +  {(p^-  («)  —  9i  [^))  H • 

Denn  die  unendliche  Reihe  auf  der  rechten  Seite   hat  die  Summe  limr/),i(cc) . 
Es  ist  aber  keineswegs 

2  l{(pv{oc)  —  (py-^{x)]dx  =  0. 

1'—  1 

Man  hat  nämlich 

a 

I  g)y  {x)  dx  ^=  1  —  e- """, 

0 

also 

a 

j  {(pv{x)  —  (py^]^{x)]dx  =  e-c-i)«-—  e-^«- 

0 

und 

2  J{fpy[^)  —  fpv-\[x)]dx  =  1  —  e-"«'. 


0 

Es  ist  daher 


2  fi^P^i^)  ~  (pv-\{x)]dx  =  1 . 


§  116.     Normale  Konvergenz. 

u^{x),  ih.[x)^  u^{x),  ■  •  •   sei  eine  Folge  von  Funktionen,  die  in  (a,  b)   stetig 
sind.    31t,  sei  der  größte  Wert  von  \Ui.{x)\  in  (a,  h)  .    Wenn  dann  die  Reihe 

ifl+ Jf2+if3+   ••• 

konvergiert,  so  pflegt  man  zu  sagen,  daß 

U^  [X]  +  U2  [X]  -\- U^  [X]  -{-  ■  ■  ■ 

in  (a,  b)  normal  konvergent  ist. 

Die  Summe  s{x]  einer  normal  konvergenten  Reihe  stetiger  Funktionen  ist 
ebenfalls  stetig. 

Wird  ein  positives  £  vorgelegt,  so  kann  man  zunächst  den  Index  v  so 
wählen,   daß 

ilf,  +  i  +  lf,  +  2+---<y 

ist.     Hat  man  dies  getan,  so  betrachte  man  die  stetige  Funktion 
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S,,  {x)  =  Ui  (x)  -{-  1(2  (x)  -{-■•■  -\-  Uy{x) 

und  erinnere  sich  an  das  Theorem  in  §  52.     Danach  läßt  sich  ein  positives 
ö  so  wählen,  daß  im  Falle  \x  —  x'\<^  ö  stets 

\Mx)-s,.{x')\<:^ 

ist.     Aus  dieser  Ungleichung  und  aus 

\s[x)-s,{x)\<^, 

\s,.{x')-s{x')\<^ 

folgt  aber 

\s{x)  —  s{x')\  <;  e. 


Damit  ist  die  Stetigkeit  von  s[x)  bewiesen  und 
& 

js[x)dx 


hat  also  einen  Sinn. 

Jetzt  wollen  wir  zeigen,  daß 


(*)  I s{x)dx  =  I  Ui  [x] dx  +  luj  [x)dx-\-  •  •  ■ 

a  a  a 

ist.     In  der  Tat  hat  man  (vgl.  S.  305) 

h 

\f{s{x)  —  s,,{x)]dx\  <[b-a]  (J4  +  1+  lf„+2+  •  •  •) , 

a 

d.  h. 

6  5  6 

I s{x)dx  —  /wj  {x)dx  —  •  •  •  —  I Unix)dx\ 

a  a  a 

Die   rechte   Seite   konvergiert   bei   unendlich   zunehmendem  n   nach  Null, 
folglich  auch  die  linke.     Demnach  ist 

b  l  b 

lim  j  /  Ui{x)dx-\-  ■  ■  ■  +1  Un{x)dx\  =  j s{x)dx, 

a  a  a 

d.  h.  es  gilt  die  Formel  (*). 
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§  117.     Beispiel. 

lu  §  80  sahen  wir,  daß  für  x^^l 

.      ^„         .       2  .r4      2-42;6   ,    2-4-6  x^   . 
(arcsm:r)2=:r2+--+3-^-+g-^-^-+... 

ist.     Hieraus  folgt  für  x^<C  T^ 

,^,    (arcsinic)2  x^         ,21        x*  2-41         x^ 

(*)    \r. =  ./; -:^  +  W;7r=^,  + ^•••- 


yi  _  ^2  Vi  —  a;2        3      2   y  1  —  ic2       3-5      3    yi  —  .-«2 

Jetzt  sei  «  eine  Zahl  zwischen  0  und  1 .  Dann  konvergiert  die  obige 
Reihe  in  (0,  a)  normal.  Ersetzt  man  nämlich  jedes  Glied  durch  seinen 
größten  Wert,  so  ergibt  sich  eine  konvergente  Reihe  mit  der  Summe 

farc  sin  a)2 


y  1  —  «2 
Es  folgt  daher  aus  (*) 


ß- 


,„      dx  1  ,         .      , 

2 =  —  arc  sin  a) 


yi  —  a;2        3 

/'^    x^dx  2      1  ^  x^dx         2-4     1    %  x^dx      

yi  —  2-2      Y'2J7r^P       3-5  ■   3J  Vi  —  a;2 

0  0  0 

oder,  wenn  wir  x  =  sin  cp  und  a  =  sin  «  setzen, 

a  a  ß 

^■^^     y  =/8in2^^(/)  +|-  •  Y/sin*  r^prf^  +^  •  ^ßin^cpdcp  +  •  •  •. 

0  0  0 

Die  Reihe  rechts  konvergiert  in  10,  — j  normal.  Ersetzt  man  nämlich 
jedes  Glied  durch  seinen  größten  Wert,  also 

a  n:l 

\^\n'Upd(p  durch  j  sin'' fpdfp= — ^-^ Y'     (**  gerade) 

0  0 

so  entsteht  die  konvergente  Reihe 

Thh  +  Y'  +  -)- 

Die  rechte  Seite  von  (f)  ist  also  eine  stetige  Funktion  von  «.  Läßt 
man  «,  während  es  beständig  kleiner  als  ^  bleibt,  nach  ^  konvergieren, 
so  wird 
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a  a 

lim  —  =  lim  W  sin2 cpdcp  -\-  —-  •  -— 1  sin^  fp d cp  -\-  ■  ■  •} 

0  0 

=J  sm^-cpdrp  +  —  .  —Jsm^cpdcp  -\ , 

U  0 

8-3         4  \    ^  22^  32  ^       / 


d.  h, 


also 


=?  =  i+i+i+ 


Als  erster  hat  Euler  die  Reihe  der  reziproken  Quadratzahlen  summiert. 
Der  obige  Beweis  wird  kürzer,  wenn  man  gleich  zu  Anfang  x  =  sin  cp  setzt 
und  die  so  entstehende  normal  konvergente  Reihe  von  0  bis  >t  :  2  integriert, 
wobei  man  gliedweise  integrieren  darf. 


§  118.     Die  gleichmäßige  Konvergenz. 

Die  Reihe  zi^  {x)  +  ii2[x)  -\-u-i{x)  -\-  ■  ■  ■  sei  in  dem  Intervall  (a,  h)  kon- 
vergent.    Wir  setzen 

u,,[x)  -\-Un  +  \[x)-\ =  r„ [x] . 

Dann  ist  bei  festgehaltenem  x  und  unendlich  zunehmendem  n 

lim  r„  (a:;)  =  0 . 

Es  kann  nun  sein,  daß  diese  Eigenschaft  bestehen  bleibt,  wenn  man  x 
mit  n  variieren  läßt,  daß  also  immer 

(*)  lim  r„  {x„)  =  0 

ist,  wie  man  auch  die  Folge  x^^  x-^,  Xzi  •  ■  ■  in  (a ,  h)  wählen  mag. 

Konvergente  Reihen,  welche  die  Eigenschaft  (*)  haben,  nennt  man  in 
(a,  h)  gleichmäßig  konvergent. 

Hat  man  eine  Reihe  Wj  [x]  +  u^  [x)  +  Wg  (2-)  +  •  •  • ,  die  in  {a ,  h)  kon- 
vergiert, und  nimmt  man  ein  beliebiges  positives  £,  so  zerfallen  die  Reste 
f\{^)}  '>^-i{^)i  ^'sG^'))  •■•in  zwei  Klassen:  solche,  die  in  dem  ganzen  Intervall 
<a,  h)  ihrem  Betrage  nach  kleiner  als  £  sind,  und  solche,  die  diese  Eigen- 
schaft nicht  haben.  Im  Falle  der  gleichmäßigen  Konvergenz  gehören 
immer  fast  alle  Reste  zur  ersten  Klasse,  d.  h.  fast  alle  Reste  sind  in  {a,  b) 
absolut  genommen  kleiner  als  £. 

Angenommen,  ein  positives  t,  etwa  «q?  machte  eine  Ausnahme.  Dann 
wären  imendlich  viele  Reste  vorhanden,  etwa  7'm{x),  ^«si^)?  ^'xsl^)?  •■•> 
deren  Betrag  in  (a,  b)  irgendwo  größer  oder  gleich  e  wird.  Bei  passender 
Wahl  von  x^i,  Xn.,,  X),^,   •■■  hätte  man  also 

KWI^«o,    KWI^€o,    •••• 
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Es  bestände  demnach  nicht  für  alle  Folgen  x^,  X2,  x^,  •••  aus  (a,  b)  die 
Eigenschaft  (*). 

Wenn  fast  alle  Reste  in  (a,  b)  dem  Betrage  nach  kleiner  als  s  sind, 
wie  man  auch  das  positive  s  gewählt  hat,  so  ist  u^  [x]  +  u^  {x)  +  u^  (x)  +  •  •  • 
in  (a,  b)  gleichmäßig  konvergent.  In  der  Tat  sind  fast  alle  Glieder  der 
Folge  ri(xi),  /•2(.^'2),  ^'sl-^'a),  •••  absolut  genommen  kleiner  als  £,  und  zwar 
gilt   das   für  jedes  positive  s.     Dies  bedeutet  aber,    daß  lim  r„(a:„)  =  0  ist. 

Wir  können  also  die  gleichmäßige  Konvergenz  auch  so  charakterisieren: 

Die  Reihe  'U]^[x)  ^  u^ix) -\- u-i[x) -\- ■  ■  •  heißt  in  (a,  b)  gleichmäßig 
konvergent,  wenn  sie  in  (a,  b)  konvergiert,  und  wenn  außerdem  fast  alle 
Reste  in  (a,  b)  absolut  genommen  kleiner  als  e  sind,  wie  man  auch  das 
positive  £  gewählt  hat. 

Wenn  die  Reihe  u^  [x)  +  ih  (^)  +  ^'3  (•^)  +  •  •  •  io  (^ »  ^)  normal  konver- 
giert, so  ist  sie  auch  gleichmäßig  konvergent.  Das  Umgekehrte  gilt  aber 
nicht.     Z.  B.  ist  die  Reihe 

x^   ,    x^   ,    xA   , 

"-T  +  T  +  T  +  -" 


in  (0,   1)  gleichmäßig  konvergent,  weil 
ist,  also 


'"«'^)l=»-Ä+T+---<¥=» 


lim  r,^{x,^  =  0, 
wie   man   auch  x^^   x-y^  x^^   ■■■  in  (0,   1)   wählen   mag.     Aber   diese  Reihe 
ist  nicht  normal  konvergent,  weil  1  +  "^^  +  ~^  +  ■  ■  •   divergent  ist. 

o  0 

Die  normal  konvergenten  Reihen  sind  nur  eine  spezielle  Art  von  gleich- 
mäßig konvergenten  Reihen.  Der  Begriff  der  gleichmäßigen  Konvergenz  hat, 
wie  die  Logiker  zu  sagen  pflegen,  einen  größeren  Umfang  als  der  der  nor- 
malen Konvergenz. 

Als  Beispiel  einer  Reihe,  die  in  einem  Intervall  ungleichmäßig  konvergiert, 
nennen  wir 

x{l  —  x)  +  x^{l  —  x)-\ . 

Sie  konvergiert  in  dem  ganzen  Intervall  (0,  1).  Aber  die  Konvergenz 
ist  nicht  gleichmäßig.     Man  hat  nämlich,  wenn  0  ^  x  ■<;  1  ist, 

r,,{x)  =  (1  —  x}x"{l  -{-x-{-x^-^ )  =  X«. 

Setzt  man   x^  =  1 ,  so  wird 

n 

also  (vgl.  S.  67) 

lim  rnix,,)  = 

^    '        e 
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Das  obige  Beispiel  zeigt  uns,  daß  eine  konvergente  Reihe  stetiger  Funk- 
tionen keineswegs  eine  stetige  Summe  zu  haben  braucht.  Denn  die  Summe 
der  betrachteten  Reihe  ist  für  0  ^  .r  <^  1  gleich  x  und  für  x  =  1  gleich 
Null.  Cauchy  stellt  in  seinem  Cours  d'analyse  algebrique  (Kap.  6,  §  1) 
folgenden  Satz  auf: 

Wenn  die  verschiedenen  Glieder  einer  Reihe  Funktionen  derselben  Variab- 
len X  und  in  der  Umgebung  eines  besonderen  Wertes,  für  welchen  die  Reihe 
konvergiert,  stetig  sind,  so  ist  die  Summe  s  der  Reihe  ebenfalls  in  der  Um- 
gebung dieses  besonderen  Wertes  eine  stetige  Funktion  von  x. 

Dieser  Satz  ist  direkt  falsch,  ebenso  natürlich  der  Beweis,  den  Cauchy 
dafür  gibt.  Das  zeigt  das  obige  Beispiel.  Ebensolche  Beispiele  treten  in 
der  Theorie  der  Fourierschen  Reihen  auf,  und  sie  waren  es,  die  (1847) 
Philipp  Ludwig  Seidel  zu  dem  Begriff  der  gleichmäßigen  Konvergenz 
fährten.  Wir  empfehlen  dem  Leser  die  Lektüre  der  diesbezüglichen  Abhand- 
lung von  Seidel*]. 

Weiß  man,  daß  die  Reihe  %(:r)  -f-  ii^[x)  +  u%[x)  -[-•■•  in  (a,  h)  gleich- 
mäßig konvergiert,  so  folgt  aus  der  Stetigkeit  der  Glieder  die  Stetigkeit  der 
Summe. 

Es  sei  lim  x,,  =  a;     (a  ^  .t„  ^  h]  und 

lim  u,[x,^  =  Uy{x).  [v  =  1,  2,  3,   •  •  •) 

Wir  wollen  zeigen,  daß  dann 

lim  s[Xh]  =  s{x) 

ist.     s{x]   bedeutet   die  Summe   der  betrachteten  Reihe.     Wegen  der  gleich- 
mäßigen Konvergenz  gibt  es  einen  Rest  r^  + 1  (x),   dessen  Betrag  in  dem  ganzen 

Intervall  kleiner  als  —  ist  («  ^  Oj ,    es   haben  sogar   fast   alle   Reste   diese 

Eigenschaft.     Da 

lim  [u^  [xn]  H ^Up  [Xn]}  =  ^^l  (a;)  H h  Up[x) 

ist,  so  wird  für  fast  alle  Werte  des  Index  n 

\Ui  {Xn)  H h  Up{x„)  ~~u^{x) Up  [x)\  <  y , 

sein.     Verbindet  man  diese  Ungleichung  mit 

so  ergibt  sich 

\s[x,)  -s{x)\<:^e. 

Damit  ist  aber  gezeigt,  daß  s{x,)  nach  s{x)  konvergiert. 


*j  Vgl.  Ostwalds  Klassiker,  Nr.  116.  In  demselben  Bändchen  steht  auch  Dirich- 
lets  klassische  Arbeit  über  Fouriersche  Reiben. 
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Die  gleichmäßige  Konvergenz  ist  hier  eine  hinreichende,  aber  keine  not- 
wendige Bedingung.     Das  kann  man  an  der  Reihe 

^  [nxe-  '"'"■—  [n  —  1)  .-re-^« ->)»==) 


sehen,  die  immer  die  Summe  0  hat.  Die  Glieder  und  die  Summe  der  Reihe 
sind  stetig.  Aber  die  Reihe  ist  keineswegs  gleichmäßig  konvergent.  Der  Rest 
7%i  +  i{t)  lautet  nämlich 

r„  +  t{x)  =  —  nxe-"  ^■. 

Setzt  man  Xn  +  i  =  -—=■,  so  wird 
Vn 

r„  +  i(a;„  +  i)  =  —  Yne-K 

Dies  konvergiert  bei  unendlich  zunehmendem  n  nach  —  oo. 

Der  Leser  beweise  (nach  dem  in  §  116  gegebenen  Muster)  folgenden  Satz: 
Wenn  u^  [x]  -\-  u^  [x]  +  u-,,  [x]  -\-  ■  ■  ■  in  (a,  h)  gleichmäßig  konvergiert  und 

die  Un[x)  in  (a,  h)  stetig  sind,  so  hat  man 

h  b  h 

I {^ (^)  -\-'^h {^)  +  ■  •  ■}  ix-  ==  I Ui{x)dx -{- 1 U2 {x)dx-{-  •  •  ■ . 

a  a  a 

Auch  hier  ist  die  gleichmäßige  Konvergenz  nur  eine  hinreichende,   keine 
notwendige  Bedingung.     Z.  B.  hat  man: 

1 

2   I {2nxe- '"'---  2{n  —  l)xe-^»-'^^='''}  dx  =  0. 
»1  =  1  *^ 


ünei gentliche  Integrale. 

§  119.     TJneigentliche  Integrale  mit  endlichem  Integrationsintervall. 
Wir  haben  bisher 

6 

(*)  Jf{x)dx  {a<b  oder  a^b) 

a 

nur  für  den  Fall  definiert,  daß  f{x)  in  (a,  b)  stetig  ist.     Hat  f[x)  bei  b  eine 
Unstetigkeit,  während  es  sonst  stetig  ist,  so  können  wir  das  Integral 


ffi 


x]dx 
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bilden   {x  zwischen   a  und   b).     Wenn   dieses   Integi-al   für   lim  x  =  h  einem 
endlichen  Grenzwert  zustrebt,  pflegt  man  ihn  mit 


/  f[x)  dx 


zu  bezeichnen. 

Gibt  es  in  (a,  h)  eine  endliche  Anzahl  von  Unstetigkeitsstellen,  so  können 
wir  (a,  h)  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teilen  («,  /:*)  zerlegen,  deren  jeder 
nur  eine  Unstetigkeitsstelle   enthält,    und  zwar   an    der   unteren  oder  oberen 

Grenze.     Wenn  dann  die  Integrale  ff{x)dx  existieren,  so  setzen  wir 


ff{x)dx=2^ff{x)dx. 


Man  tiberzeugt  sich  leicht,    daß   es   ganz   gleichgültig  ist,   welche   Zerlegung 
mit  der  angegebenen  Eigenschaft  gewählt  wird. 

Wenn  f[x)  in  dem  Intervall  (a,  b)  beschränkt  ist,  d.  h.  zwischen 
zwei  endlichen  Grenzen  liegt,    und   nur   eine   endliche  Anzahl  von  Un- 

b 

Stetigkeiten  hat,   so  existiert   das  Integr  Sil  ff  {x)dx  immer. 

a 

Es   genügt  dies   für   den  Fall  zu   zeigen,    daß  nur  eine  ünstetigkeit  und 
zwar  bei  b  vorhanden  ist.     Es   sei   lim  .9^,,  =  b  [x^  zwischen  a  und  b).     Da 

I  f[x)  dx  —  /  f[x)  dx=  I  f[x)  dx , 

a  a  X 

m 

SO  ist  der  Betrag  dieser  Differenz  kleiner  als 

\Xm  —  Xn\    G, 

wenn  in  (ff,  b)  die  Ungleichung  \f{x)^  <i  G  stattfindet. 
Daraus  entnimmt  man  aber  sofort,  daß  die  Folge 


I  f{x)dx,     I  f{x)dx, 


dem   Cauchyschen  Kriterium    genügt    (vgl.  §  24).     Es   existiert    daher    der 
Grenzwert 

% 
lim 


n  I  f{x)dc 
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Wenn  auch  lim  a?H  ==  i>  ist  [x'a  zwischen  a  und  h)^  so  wird 


lim  /  f{x]  dx  =  lim  /  f[x)  dx . 


Da  nämlich  X\^  x\,  x^,  a:"2,  ■■•  ebenfalls  nach  b  konvergiert,  strebt  die 
Folge 

Xl  X'\  X2  X'2 

jf{x)dx,     jf{x)dx,     lf{x)dx,    jf{x)dx,--- 

a  a  a  a 

einem    endlichen   Grenzwert   zu,    und   zwar   dem   von   ihren   Teilfolgen,    ins- 
besondere von 

Xl  X2  X'l  X'2 

ff{x)  dx ,     ff{:x)  dx--  und    ff[x)  dx,     ff{x)  dx---. 

a  a  u  a 

Der  Leser  möge  beweisen,  daß  sich  im  vorliegenden  Falle  das  Integral 
ebenso  berechnen  läßt  wie  bei  einem  stetigen  Integranden.  Zerlegt  man  (a,  h) 
in  eine  endliche  Anzahl  von  Teilintervallen  (a,  /:/),  bildet  die  Rechtecksumme 

S{^)  =  :E[ß-a)m  {rin(a,ß)) 

und  läßt  man  ß  eine  ausgezeichnete  Zerlegungsfolge  durchlaufen,   so  wird 


\\m8{^)=Jf{x)dx. 


Wenn  f{x)  in  (a,  h)  nicht  beschränkt  ist,  hört  diese  Eigenschaft  auf. 
Dann  konvergiert  nicht  jede  ausgezeichnete*)  Folge  von  Eechtecksummen 
nach  einem  Grenzwert.     Der  Leser  versuche  dies  zu  beweisen. 

Riemann  hat  in  seiner  berühmten  Arbeit  über  die  trigonometrischen 
Reihen  notwendige  und  hinreichende  Bedingungen  dafür  aufgestellt,  daß  jede 
ausgezeichnete  Folge  von  Rechtecksummen  konvergent  ist.  Sind  alle  diese 
Folgen  konvergent,  so  nennt  er  ihren  gemeinsamen  Grenzwert  das  Integral  von 

h 

f[x)  in  {ci,  b)  und  bezeichnet  ihn  m\i  j  f[x)dx.    Das  ist  der  Riemannsche 

a 

Integralbegriff**).      Wir    empfehlen    dem    Leser    für    später,     die    genannte 

Riemannsche  Arbeit  zu  lesen.     Einem  Anfänger  würde  sie  zu  schwer  sein. 

Jetzt  wollen  wir  noch   einen  Fall  besprechen,    wo  das  Integral  existiert, 

ohne    daß    f[x)    beschränkt    ist.     f{x)    sei    für    a  <^x  "^b   stetig   und***) 


*)  Damit  meinen  wir,   daß  die  zugehörige  Zerlegungsfolge  eine  ausgezeich- 
nete ist. 

**)  Für  Riemann   sind  nur  Integrale  mit  beschränktem  Integranden  eigent- 
liche Integrale. 

***)  p  ist  eine  positive  Zahl. 

Kowalewski,  Analysis  des  Unendlichen.  23 
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f[x)  •  [x  —  a)v  konvergiere  für  lim  x  =  a  nach  einem  endlichen  Grenzwert  A, 
der  von  Null  verschieden  ist.     Setzt  man 

fp  [a]  =  A    und    r/i  [x)  =  [x  —  a)pf[x) ,  [a  <Cix^b) 

so  ist  (p{x)  in  (a,  b)  stetig. 

6 

Um  nun  zu  sehen,  ob  J'f{x)  dx  existiert,  nehmen  wir  eine  Folge  x^^x-^Xi,  •■• 

a 

mit  dem  Grenzwert  a  (a  <^  x,^  <^  b).     Dann  wird 

^,n  =",1  'm  ^m  ^m 

Ist  p  von  1  verschieden,  so  hat  man 

dx  {{x  —  ay-PYn 


/dx       _l[x  —  aY-PYn 
[x  —  äjp  ~  \     \—]^]xJ 


mithin 


//W<i.-/Ax)rf..  =  dsf^^^^^-'^ 


Im  Falle  j^  <<  1  kann  man  v  so  wählen,  daß  für  m^  n'^  v  der  Betrag 
der  rechten  Seite  kleiner  als  «  wird  [e  >  0).  Lassen  wir  nämlich  m  und  n 
alle  beide  unendlich  zunehmen,  so  wird  lim  (p[B,)  =  A  und  die  Klammer 
konvergiert  nach  Null.  ^ 

Im  Falle  p  <C  ^  existiert  also  das  Integral  J  f{x)dx. 

a 

Wenn    aber  p^l   ist,   existiert  es,    wie   wir  jetzt  zeigen  wollen,   nicht. 
Ist  ^  =  1,  so  wird 

Wie  groß  man  auch  n  wählen  mag*),  immer  konvergiert  dieses  Integral 
bei  unendlich  zunehmendem  m  nach  co  oder  —  oo  (je  nachdem  J.  ^  0  oder 
J.  <^  0).     Man  hat  also 

6  h 

(t)  lim  /  f[x)  dx  =  oo   oder   lim  /  f[x]  dx  ^=  —  oo 

X  X 

(je  nachden  A  ^  0  oder  A  <^  0). 


*)  Bei  genügend  großem  m,  n  liegt  cp{^]  zwischen  -^A  und  A. 
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Wenn  p  '^  1  ist,  so  wird 

m  dx  =  'fii)Jj^^^^ = <p  (I)  f-^ —  -r^, 

und  es  gelten  also  wieder  die  Formeln  (f). 

Dasselbe  läßt  sich  für  die  obere  Grenze  des  Intervalls  (a,  h)  machen. 
Wenn  f[x)  für  a"^  x  <^b  stetig  ist  und  f{x)  ■  {b  —  x)p  für  lim  a;  =  &  nach 
einem  von  Null  verschiedenen  Grenzwert  Ä  konvergiert,  so  ist 


lim  I  f{x)dj 


im  Falle  p  <^_  1   endlich,    im   Falle  ^  ^  1    unendlich,    und   zwar   00   oder 
—  00,  je  nachdem  Ä'^  0  oder  Ä  <^0. 

Schon  in  §  113  überzeugten  wir  uns,  daß  das  Integral 


1 

fx"dx 
1 


Vl  —  x^ 


{?i  =  0,  1,  2, 


existiert.  Wir  können  es  jetzt  auch  aus  dem  obigen  Satze  entnehmen.  Es 
ist  hier  nämlich 

x'^ 

und 

lim  \f(x)  (1  —  ^r)'^ )  =  lim    ^  •'^"       =  -^  •  (lim  x  =  1) 

Vl  +  x        V2  ^ 

Wir  wollen   hier  noch   eine   Ausdrucksweise   erwähnen,    die  häufig  vor- 

i_ 

kommt.  Man  sagt  von  f{x),  daß  es  an  der  Stelle  x  =1  wie  1  :  (1  —  x)  ^ 
unendlich  wird.  Mittelst  dieser  Redeweise  kann  man  auch  die  beiden  obigen 
Sätze  einfacher  formulieren.  Z.  B.  läßt  sich  der  erste  so  aussprechen:  Ist 
f{x)   für   a  <^x  '^  b   stetig   und  wird   es   an   der  Stelle  a  wie  1  :  [x  —  a)P 

b 

unendlich  (i?  >  0),  so  existiert  j  f[x)dx  dann  und  nur  dann,  wenn^  <^  1  ist. 


§  120.    TTneigentliehe  Integrale  mit  unendlichem  Integrationsintervall. 
Es  kommen  Integrale  vor  von  der  Form 


jf{x)dx,        jf[x)dx,       jf{x)dx. 


23* 
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Das    sind    uneigentliclie   Integrale    mit  unendlicliem   Integrationsintervall. 
Sie  haben  folgende  Bedeutung: 


00  * 

I  f{x)dx  =  lim  I  f{x)dx  (lim  a:;  =  oo), 

a  a 

a  a 

I  f{x)dx  =  lim  I  f{x)dx  (lim  .x  =  —  oo) , 

—  Qf>  X 

CO  ?y 

I  f{x)dx  =  lim  I  f{x)dx  (lim  a?  =  —  oo,  lim  ?/  =  oo). 

Die  Grenzwerte  sollen  alle  endlich  sein.         ^ 

Man   kann   sich   auf  Integrale   vom  Typus  1  f(x)dx  beschränken.     Denn 

/  f{x)  dx  verwandelt  sich  durch  die  Transformation  x  =  —  ;?;  in  ein  Integral 

von  jenem  Typus,  und  es  ist 

00  0  ^ 

Jf{x)dx  =ff{x)dx~{-ff{x)dx. 

-  QC  -  r»  0 

"Wir  nehmen  an.  daß  f{x)  für  x^  a  stetig  und  positiv  ist.     Dann  nimmt 

F[x)  =  Cf[x)dx 

a 

bei  wachsendem  x  beständig  zu,  und  es  sind  zwei  Fälle  möglich.  Entweder 
bleibt  F{x)  immer  unterhalb  einer  endlichen  Grenze  oder  nicht.  Im  ersten 
Falle  existiert 

I  f{x}dx. 

a 

Konvergiert  nämlich  x»  aufsteigend  nach  oo,  so  ist  F{X])^  F{xi)t  F{x^]^  •  •  • 
eine  aufsteigende  beschränkte  Folge.  Also  hat  F[Xt,)  einen  endlichen  Grenz- 
wert g.  Istnun.x'i,  .T2,  x'.^^  ■■■  irgend  eine  Folge,  die  nach  00  konvergiert, 
so  sind  fast  alle  x'„,  größer  als  x^j,  also  fast  alle  F{xli)  größer  als  F{Xp). 
Andererseits  gibt  es  zu  jedem  .r^,  ein  größeres  »■;„,  imdäa.nnistF(x\t)<iF{Xm)<^g. 
Fast  alle  F{x'„)  liegen  demnach  zwischen  Fix^,)  und  g.  Da  aber  F{Xp)  be- 
liebig nahe  an  g  gebracht  werden  kann,  so  folgt  lim  F{x'n)  =  g. 

Wenn  F{x)  nicht  beschränkt  ist,  so  wird 

X 

lim  /  f[x)  dx  =  00, 

a 

wie  man  auch  x  nach  00  konvergieren  läßt. 


Integralrechnung.  357 

Ein  Satz,  den  man  häufig  anwenden  kann,  ist  der  folgende: 

OD  C» 

I f{x)dx    existiert  sicher,  wenn     j  \f{x)\dx     existiert. 

a  a 

Von  /"(.r)  wird  hierbei   nur  angenommen,    daß  es  für  x^  a  stetig  ist.     Es 
braucht  nicht  mehr  wie  soeben  positiv  zu  sein. 

Wir  wissen,  daß  mit  f{x)  auch  \f{x)\  stetig  ist.     Setzen  wir  nun 

so  ist 

0^cpix]^\f(xl     0^ip{x)^\f{x)\. 

Dsi  I  \f{x)\dx  existieren  soll,  so  ist  1  \f{x)\dx  beschränkt.     Dasselbe  gilt 

a  a 

daher  von 

X  X 

jq)[x)dx^    lip{x)dx^ 

a  a 

mithin  existieren  die  Integrale 

CO  CO 

I  fp{x)dx ,     I  ip  {x)  dx . 

a  a 

Nun  hat  man  aber 

f{x)  =  fp{x)  —  ip{x), 
also 

XXX 

I  f[x)  dx  =  I  fp  [x]  dx  —  /  ip{x] dx 

a  a  a 

und 

00  ^ 

I  f[x)  dx  =  lim  /  f{x)  dx 

a  a  ^ 

=  I  (p{x)dx  —  Itp  {x)  dx  .  (lim  a?  =  oo) 

a  a 

Viele  Autoren   sagen,   wenn    1  f{x)dx  existiert,  daß  dieses  Integral  kon- 

a 

vergent  ist.     Existiert  auch    1  \f{x)\dx ,   so  nennen  sie    1  f{x)dx    absolut 

a  a 

konvergent. 
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Ist  bei  unendlich  zunehmendem  x 

lim  xPf{x)  [p  >  0) 

endlich  und  von  Null  verschieden*),  so  existiert 


I  f{x)dx 


dann  und  nur  dann,  wenn  jJ  >>  1  ist.  Im  Falle  j)  ^  1  wird  lim  1  f{x)dx 
oo  oder  —  oo  (je  nachdem  J.  >>  0  oder  ^  <<  0).  „ 

Wenn  lim  xPf{x)  endlieh  und  von  Null  verschieden  ist,  pflegt  man  zu 
sagen,  daß  f{x)  bei  unendlich  zunehmendem  x  wie  1  :  xp  nach  Null 
konvergiert. 

Der  Beweis  des  obigen  Satzes  kann  mittelst  des  C au chy sehen  Kriteriums 
geführt  werden,  x^  ,  x-j-,  x^ ,  ■  ■  ■  sei  eine  nach  oo  konvergierende  Folge 
{x„  ^  ö  >  0).     Dann  ist,  wenn  wir  xPf[x)  =  cp{x)  setzen. 


j'f{x)  dx  -ff{x)dx  =ff{x)  dx  =  cf  C^p-^ 
Im  Falle  p^  1  hat  man 

X, 

f 


*dx  X„  X,n 

XP  —p-\-l  —p+1 


Nehmen  m  ,  n  beide  unbegrenzt  zu,  so  wird  lim  i"  =  oo  ,  also 
lim  (p  [^)  =  A. 


Andererseits  ist  aber 


./  xP 


Daher  gibt  es  einen  Index  r,  so  daß  für  m  ,  n  ^  v  die  Ungleichung 
Cfix]  dx  —  ff{x)  dx\<ie 

a  a 

stattfindet.     Das  Cauchysche  Kriterium  ist  also  erfüllt. 


*)  f[x]  soll  für  x^a  stetig  sein. 
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Im  Falle  j^  <C  1  wird,  wenn  m^  n  genügend  groß  sind,  cp  (^)  zwischen  A  und 
—A  liegen.  Wie  groß  man  aber  auch  m  wählen  mag,  immer  wird  bei  festem 
m  und  unendlich  zunehmendem  n 

\\m I  f{x)dx  =  oo     oder     —  oo  .  (je  nachdem  J.^0  oder  <;  0) 

X 

Daraus  kann  man  schließen,  daß  auch  1  f{x)dx  bei  unendlich  zun ehmen- 

a 

dem  X  nach  oo  bzw.  —  oo  konvergiert. 

Der  Fall  ^  =  1  erledigt  sich  ebenso  einfach. 

Es  gibt  auch  Integrale  von  der  Fovta  1  f{x)dx ,  die  zwar  konvergent,  aber 

a 

doch  nicht  absolut  konvergent  sind,  wie  z.  B. 

00 

/sina;  , 
ax. 
X 
0 

Wenn  x  zwischen  kn  und  {^-\-\)n  liegt,  so  liegt 

0  Ort  (k—\)7i         kn 

offenbar  zwischen 

.-r  271  liTt  7t  l7t  (Ä+ljrr 

0  7t  (k-U7t  0  7t  171 

also  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Partialsummen  der  Eeihe 

7t  2,-z  'in 

0  7t  l7t 

rnierende  Reil 
S.  84).      Zunächst  ist      /     positiv  oder  negativ,  je  nachdem  r  gerade  oder 

YTt 

ungerade  ist.     Setzt  man  ferner  x  =  tt  +  w  ,  so  wird 

{r+\)7t  r7t  rn 

.     r    sina;             ,                    P      sinz«     ^      ^,      _,.     .     Psmu, 
—  Ij     /     dx  =  [—ly-^     I     — , —  £Zz<<— l'-i    /  du. 


Dies  ist   aber   eine   alternierende  Reihe   vom   Leibniz sehen   Typus   (vgl. 


(r-\)7t  {r-\)7i 
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Die  Beträge  der  Glieder  bilden  also  eine  absteigende  Folge. 
Wir  können   aus  §  28  entnehmen,   daß  die  betrachtete  Reihe  konvergent 
ist,  und  dann  folgt 

U  U  --t  2.1 

Daß  das  Integral   nicht   absolut  konvergent  ist,   ergibt  sich   daraus,  daß 
die  Reihe  rechts  nicht  absolut  konvergiert.     Es  ist  nämlich  für  r  ^  0 

(r+l)7i  (r+ll.-r 

(—1)''     /    dx  =  ^ — ^    /     smxdx  =  -^ 


§      rjt 


und  die  Reihe  1  +  —  +  ^  +  •  •  •  ist  divergent. 


§  121.     Cauchys  Integralkriterium  für  die  Konvergenz  gewisser 
Reihen  mit  positiven  Gliedern. 

f[x]  sei  für  x  ^  a  stetig  und  nehme   bei   wachsendem  x  beständig  ab, 
bleibe  aber  immer  positiv.     Dann  verhält  sich  die  unendliche  Reihe 

(*)  /■■«)  +  /'(r/  +  i)-f/-;«  +  2)+--- 

so  wie  das  Integral 

ff[x)dx  , 

d.  h.  entweder  sind  beide  konvergent  oder  beide  divergent. 

Dieser  Cauchysche   Satz   wird  so   bewiesen.      Liegt   x  zwischen  a-\-n 
und  a  +  ?^  +  1  ,  so  liegt 

X 

ff{x)dx 

a 

zwischen 

ß  +  l  a-r1  a  +  n 

a  (i+i  flJ--.-l 

und 

a+l  «+2  a  +  n  +  i 


I  +  f^^f 

a  «  +  1 

iinanderfolgenden  Parti 

a  +  \        a+2        a+3 

(t)  f  +  J'  +  f  + 


a  +  l 

also  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Partialsummen  der  Reihe 

a  +  l        a+2        a+3 


J+1        a+2 
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Diese  Reihe  ist  daher  gleichzeitig  mit  dem  Integral  konvergent  oder 
divergent. 

Bis  jetzt  haben  wir  nur  die  Voraussetzung  fix)  >>  0  benutzt.  f{x)  soll 
aber  außerdem  absteigend  sein.     Auf  Grund  dieser  Eigenschaft  ist 


f{a  +  r-\-l)<:  f    <Cf[a  +  r), 


d.  h,  (f)  hat  die  Majorante  (*)  und  ist  selbst  eine  Majorante  von 

(**)  /'(«  +  l)+A'«4-2)  +  /-(«+3)  +  ■••. 

Die  Reihen  (*)  und  (**)  haben   aber  denselben  Charakter.     Diesen  Cha- 
rakter hat  folglich  auch  die  Reihe  (f)  und  das  Integral. 
Wenn  a  >  0  und  p  >>  0  ist,  so  erfüllt 

die  Bedingungen  des  C au chy sehen  Satzes.     Daher  ist  die  Reihe 

ftP  "*"  (a  +  l)/»  "^  {a-{-2)P~^ 
gleichzeitig  mit  dem  Integral 


/ 


konvergent  oder  divergent.     Von  diesem  Integral  wissen  wir  aber  aus  §  120 
(d.  h.  im  letzten  Grunde  aus  der  Differentialrechnung),  daß  es  nur  für  p'^l 
konvergent  ist.     Dasselbe  gilt  folglich  von  der  unendlichen  Reihe. 
Der  Leser  behandle  in  derselben  Weise  die  Reihe 

a{\o^a)v  +  (Gf  +  1)  (log  {a  +  l)y  "^  (a  +  2)  (log  (a  +  2))/'  +  ' " '  ' 
wobei  «  ^  1  angenommen  wird. 

Doppelintegrale. 

§  122.    Doppelintegrale  erstreckt  über  gewisse  rechteckige  Bereiche. 

Durch  rt  ^  X  ^  ö  ,  c  "^  y  "^  d  wird,  wenn  wir  ,r ,  y  als  rechtwinklige 
Punktkoordinaten  ansehen,  ein  Rechteck  9t  definiert,  dessen  Seiten  parallel 
zu  den  Achsen  sind. 

Wird  (a ,  b)  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teilen  zerlegt  und  ebenso 
(c ,  d),  so  entsteht  eine  Zerlegung  ß  des  Rechtecks  f^  in  Teilrechtecke.  Den 
Teilintervallen  (a  ,  (i)  und  (/ ,  d)  von  (« ,  b)  bzw.  (c ,  d)  entspricht  das 
Teilrechteck  a^x^  ß  ,  y^y^ö.  Dieses  Teilrechteck  wollen  wir  kurz 
mit  r  bezeichnen  und  seinen  Inhalt  wollen  wir  ebenfalls  r  nennen. 
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Die  größte  Diagonale,    die  bei  den  Teilreclitecken   der  Zerlegung  3  vor- 
kommt,   möge    die    Diagonale   von   ß    heißen.      Durchläuft   3    eine  Folge 
3i  5    -Bs  7    Bs )    ■  ■  ■  7    ^^^    konvergiert    dabei    die 
Diagonale  von  ß  nach  Null,  so  sprechen  wir  von 
I      I        I        I  einer     ausgezeichneten     Zerlegungsfolge      des 

«y r. Rechtecks  9f{. 

■^'^  Jetzt  sei   in   3^    eine    durchweg   positive   und 

^  ^^^  stetige  Funktion   f{x,  jj)  definiert.     Wir   denken 

I        I uns  die  Fläche*)  :?  =  f[x^  y).    Sie  begrenzt  mit 

o        a     <j^       ^      Tj     jr.       (Jen  vier  Ebenen  ,r  =  a,  x  =  b,  y  =  c,  y  =^  d 

Fig.  126.  und  mit  der  (.r,  ?/j-Ebene    einen  Körper,    dessen 

Volumen  V  sei.     Wir  stellen  uns  die  Aufgabe  V 

zu  bestimmen.     Das  ist   das  Problem   der  Kubatur,    das   genaue  Analogon 

des  in  §  93  behandelten  Problems  der  Quadratur. 

Der  Zerlegung  ß  von  9t  entspricht  eine  Zerlegung  des  betrachteten  Kör- 
pers in  Säulen,  deren  Grundflächen  die  einzelnen  Teilrechtecke  von  ^  si^id. 
Bezeichnen  wir  mit 

m^  den  kleinsten,  mit  Jfj  den  größten 

Wert  von  f{x ,  ?/)  in  r ,  so  liegt  der  Inhalt  Fr  der  darüber  stehenden  Säule 
zwischen  den  Grenzen 

xnit    und     rJfr, 

und  für   V  =  ^Vx  gelten  die  Ungleichungen 

Die  größte  der  Diiferenzen  ilfj  —  m^  heiße  a  .     Dann  ist 

Es  unterscheiden  sich  also  auch 

^xnit    und     ^xMj; 

von   V  höchstens  um  ff  9t . 

Durchläuft  nun  ß  eine  ausgezeichnete  Folge  von  Zerlegungen,  so  wird 
limff  =  0  (vgl.  S.  270),  folglich 

limrwr  =  limrilfr  =  V . 

Wenn  wir  jedes  r  mit  einem  Funktionswert  /^  multiplizieren,  der  darin 
vorkommt,  und  wir  bilden  die  Summe 

S{^)  =  ^xfr, 
so  liegt  sie  zwischen  2xmy:  und  ^xM^.     Daher  wird  auch 
lim  :^xfr=  V. 


*)  Die  X-Achse  steht  in  0  senkrecht  auf  Ox,  Oy . 
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Man  kann  die  Existenz  von  lim  -r/i  auch  direkt  beweisen,  ohne  von 
dem  Volumen  V  zu  reden.  Dabei  braucht  man  nicht  mehr  die  Voraus- 
setzung f^  0.  Der  Leser  möge  diesen  Beweis  nach  dem  Vorbild  von  §  94 
durchführen. 

Wir  wollen  SiQ)  kurz  eine  zu  ß  gehörige  Summe  nennen.  Eine  Summen- 
folge Ä'(3i),  ^(3-2)?  '^(-Ss))  ■■•  ^^®  2;u  einer  ausgezeichneten  Zerlegungsfolge 
gehört,  möge  eine  ausgezeichnete  Summenfolge  heißen.  Dann  lautet 
der  Satz,  den  der  Leser  beweisen  soll,   folgendermaßen. 

Wenn  f{x,  y)  in  9^  stetig  ist,  so  konvergieren  alle  ausgezeichneten 
Summenfolgen  nach  einem  gemeinsamen  Grenzwert. 

Dieser  Grenzwert  wird  mit 


fjf{x,  y)dxdy 


bezeichnet  und  heißt  das  über  ^  erstreckte  Integral  von  f{x^  y).     Ein 
solches  Integral  nennt  man  ein  Doppelintegral. 

Der  Leser  beweise  noch,  daß  eine  Formel  von  folgender  Art  gilt: 

fff{x,  y)dxcly  =  mn. 
|)  ist  dabei  ein  Punkt  in  9i. 

§  123,     Zurückführung  des  Doppelintegrals  auf  zwei  einfache 
Integrationen. 

/■(.r,  y)  sei  in  9*?  stetig.     Es   sei  ferner    eine  Funktion  F[x^  y)  bekannt 
mit  der  Eigenschaft 


Unterwirft  man  9?  der  Zerlegung  3?  so  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugt, 

F[a,  c)  —  F{b,  c)  +  F{b,  d)  —  F{a,  d)  «-^  ^^ 

=  ^{F{a,  y)  -  Fiß,  y)  +  F{tJ,  d]  -  F{a,  ö)}. 

Wir  wollen 


a 

,(J 

ß.S 

« 

j 

A 

r 

F[x,  ö]  —  Fix,  y)  =  cp{x)  a.c  Z,.c 

setzen.     Dann  ist  Fig.  127. 

F{a,  y)  -  F{ß,  y]  +  F{ß,  Ö)  -  F{a,  d)  =  fp{ß)  -  cp{a)  =  [ß  -  a)cp'{^) 
=  (ß  -  a){F'4^,  d)  -  Fm  y)}.  [a  <  §<ß) 
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Ferner  hat  man  aber 

F'S.  ö)  -  F'^il  y)  =  [ö-  y)F'l,  {^  r;) ,  {7<v<d 

also 

F{a,  y)  -  F{ß,  y)  +  F{ß,  d)  -  F  [a,  ö)  =  xf{l,  rj) 
und 

F{a,  c)  -  F[h,  c)  +  F{h,  d)  -  F{a,  d)  =  ^xf{l  i^). 

Hieraus  folgt,  wenn  ß  eine  ausgezeichnete  Zerlegungsfolge  durchläuft, 

(t)    F{a,  c)  -  F{b,  c)  +  F{b,  d)  -  F[a,  d)  =  JJf[x,  y)dxdy. 

h-  F 

Wenn  wir  von  ; — --  reden,  so  setzen  wir  damit  voraus,  daß  in  9^  überall 
bxhij  ' 

hF      .    . 
eine   endliche  Ableitung  - —  existiert,  und  diese  hat  überall  eine  endliche  Ab- 

hX  ^2iP 

leitung  nach  ?/,    weil  wir  fordern,  daß  =  f[x,  y)    sein    soll.     Es    sind 

also  alle  Bedingungen  für  die  Anwendung  des  Mittelwertsatzes  der  Differential- 
rechnung erfüllt. 

Wir  wollen  jetzt  in  ^  die  Funktion 


(*)  F{x,y)=jy'f{x,y)dyyx 


betrachten.  Um  uns  zu  überzeugen,  daß  das  Symbol  rechts  einen  Sinn  hat, 
beweisen  wir,  daß  die  Funktion 

y 

il,{x)  =Jf{x,7j)dy  [y  fest) 

in  (a,  h)  stetig  ist.     Sind  .x,  x'   zwei  Werte  aus  (ß,  6),  so  wird 

y 
ip{x)-ip  {xf )  =f{f{x,  y)  -  f{:^ ,  y]]  dy  =  iy  -  c)  {f{x,  rj)  -  f[x' ,  rj)}. 

c 

Im  Falle  lim  xf  =  x  konvergiert  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  x^  i]  und 
a/,  rj  nach  Null.  Wegen  der  gleichmäßigen  Stetigkeit  (vgl.  S.  270)  ist  also 
lim  {f[x,  T])  —  f{x',  »j)}  =  0  und  daher  auch  lim  ip{x')  =  ip{x). 

Differenzieren  wir  die  Funktion  (*)  nach  x,    so   ergibt  sich  (vgl.  S.  303) 

y 
hF 


bx 


=ff{^,y)dy. 


Differenzieren  wir  diese  Funktion  nach  y,  so  kommt 

h'^F 
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Hier   läßt   sich    also   die  Formel   (f)   anwenden,    die   sich   erheblich   ver- 
einfacht, weil  F{a,  c)  =  F{b,  c)  =  F{a^  d)  =  0  ist. 

Sie  lautet 

&     d 

ff  fix,  y)  dx  dy  =  f(ff{x,  y)  dy^  dx . 

3t  a       c 

Läßt  man  x  und  y  ihre  KoUen  vertauschen,  so  ergibt  sich 

d      h 

fff{x,  y]dxdy  =j[j  f[x,  y)doc^  dy. 

5H  c       a 

Hiermit  ist  das  Doppelintegral  auf  zwei  einfache  Integrationen  zurückgeführt, 
und  man  sieht  zugleich,  daß 

b      d  d       b 

(**)        /(//'(■^'  y^  '^y)  ^^  =/(/^(-^'  y^  ^^)  ^^ 

a       c  c      a 

ist.     Anstatt   zuerst  nach  y  und   dann  nach  x  kann   man  auch  zuerst  nach 
X  und  dann  nach  y  integrieren. 

§  124.  Differentiation  eines  einfachen  Integrals  nach  einem  Parameter. 

f[x,  y)   und  — ^  seien  in  9^  stetig.     Wir  wollen  das  Integral 


f  f{x,y]dx, 


das  offenbar  eine  Funktion  to[y)  von  y  ist,  nach  y  differenzieren. 

Die   älteren    Analytiker    machten    das    so.      Der   Differenzenquotient   von 
co[y)  lautet 

6 

co[y  +  k)-to[y)  ^  rf{X:y  +  k)-f{x,y)^^^ 

a 

Läßt  man  k  nach  Null  konvergieren,  so  wird 


co(y  +  k)-M{y)  ^  ^.^  rf{x,y  +  k)  -  f{x,y) 
k  J  k 

a 
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h 
Hierbei   sind   die   beiden   Operationen  lim  und  /  ohne   Bedenken    vertauscht. 

a 

Eine  solche  Vertauschung  zweier  Operationen  bedarf  aber   immer  der  Recht- 
fertigung.    Wir  können  also  die  obige  Beweisführung  nicht  gelten  lassen. 
Exakt  ist  der  folgende  Beweis.     Nach  §  123  hat  man 

c       a  a      c 

und  nach  §  99 

y 

f^^dy  =  f[x,y)-f[x,c), 
also 

y      t  b  b 

c       a  a  a 

b 

Wie  wir  wissen  (vgl.  S.  364),  ist  /  — ^  dx  eine   stetige   Funktion  von  y 

\  f 
in  (c,  d) ;  denn  — ^  ist  in  9^  stetig.     Daher  ergibt  sich  aus  der  letzten  Glei- 
chung durch  Differentiation  nach  y 

b  b 

a  a 

Hat  man  ein  Integral  von  der  Form 

00 

jf{x;y]dx 

a 

nach  y  zu  differenzieren)  so  muß  man  sehr  vorsichtig  sein.    Wir  wollen  zunächst 
einen  Fall  besprechen,  wo  man  unter  dem  Integralzeichen  differenzieren  darf. 
Das  Integral 

00 

,  ,        /'  sin  X  , 

yAy)=J  e-'''  ^dx 

0 

existiert  für  y  ^  0.     Für  y  =  0  reduziert  es  sich  auf  das  Integral 

CO 

/sin  X    , 
dx, 
X  ' 
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von  dessen  Existenz  wir  uns  schon  überzeugt  haben  (S.  360).    Wenn  y'^0 
ist  das  Integral  sogar  absolut  konvergent.     Man  hat  nämlich 


und  daher 


sin  X 

X 


sm  X     


X 


I  e~^vdx  existiert  aber,  weil 


/  er'^ydx  = h- 

J  V 


y       y 

0 

bei  unendlich  zunehmendem  x  nach  —  konvergiert.     Folglich   existiert  auch 


\e-^y \dx. 

X 


Das  betrachtete  Integral  ist  also  absolut  konvergent. 
Für  y  ^  0  ist  auch 


Xi  (y)  =  /  e^'^i^  sin  x  dx 


absolut  konvergent.     Denn  man  hat  [e'^^y  s[nx\^er-^y. 

—  Xx  [y)  entsteht  aus  %(?/),  indem  man  unter  dem  Integralzeichen  nach  y 
differenziert.     Man  kann  daher  vermuten,  daß 

yA{y)  =  —  i{y) 

sein  wird  {ij  ^  Q). 

Um  das  zu  beweisen,  schreiben  wir  Xx[y)  als  unendliche  Reihe: 

71  In 

(*)  x\{y]  =  /  e~*^  %mxdx-{-  j e-'^y  ^mxdx-\-  ■  ■  ■ . 

0  n 

smx  hat  in  (r/r,  [r -\-  1)7t)  das  Zeichen  ( —  1)''.  Die  Reihe  ist  also  alter- 
nierend. Sie  ist  überdies  vom  L ei bniz sehen  Typus.  Setzt  man  nämlich 
X  =  71  -{-  u^  SO  wird 

(r  +  \)7t  rn 

(—  ly  fe-'^y  smxdx  =  (—  ly-'^  fe-^''  +  "^v  sin  u du 

TTt  (r  — l)rt 


l)»"-!  I e~'"y  sin  udu 
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Es  ist  also 

y^^{y)  =  (1  _e-7f2/_j-e-27ry_  ..  .)L-^y  ^mxdx 

0 

7t 

=  - — ; I  e-'^y  sinxdx. 

u 

Durch  partielle  Integration  ergibt  sich 

j e-'^y  ünxdx  =  —  /e~^^  (io&xdx 

0  0 

und  durch  nochmalige  partielle  Integration 

7t  7t 

s-^2/  cosxc?^  =  — 1  e-^^y  sinxdx. 

0  -^  -^0 

Hieraus  folgt 


/- 


^y  s,\nxdx 


1  +6-^2' 


u 

so  daß  also 

ist. 

Die  Reihe  (*)  ist  für  y  ^  c  gleichmäßig  konvergent,  wobei  c  eine  posi-       | 
tive  Zahl  sein  soll.     Sie  ist  sogar  normal  konvergent.     Ersetzen  wir  nämlich 
jedes   Glied   durch   den    größten    Wert    seines    absoluten   Betrages,    so    ver- 
wandelt sie  sich  in  die  konvergente  Reihe 


/e-^^  sinxdx  —  j e-"""  ainxdx -{- 


1  +  e-^ 


(l  +  c2)(l-e- 


Wir  dürfen  also  aus  (*)  folgern  (für  ?/  ^  c) 

y  y      71  y     l7t 

\l\{y)^y  =  n  I  e-'^y  sina:^f/a:;j  dy  +  1  \  le-'^y  sinxdx]  dy -{- 


C  0  C  71 

7t      y  "in     y 


=  f(je-='y  smxdy\dx-i-  f(  fe-'^y  sinx dy\dx-{-  •••  (vgl.  §  123), 

Jt       c 

y 

fxi{y]dy  =  —x{y)  +  x{c)- 


0        c 

d.h. 
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Hieraus  ergibt  sich  ^^{y)  =  —  yjiy),  wie  wir  vermuteten. 

Wir  wissen  jetzt,  daß  x{y)  für  ?/  >•  0  die  Ableitung  —  1  :  (1  +  ?/2)  hat. 

Schreibt  man  /(?/)  als  unendliche  Reihe 

TT  27t 

/  V        r  sina:;  ^  p         sina:;  , 

(t)  vAy]  =J  e-^y  -^  dx+Je-^u  --dx+  . . .,  (2/^0) 

0  71 

so  ist  diese  alternierend  und  vom  L ei bniz sehen  Typus.     Der  Rest 

(a  +  \\7t        (n+2)7i 
n  7t  (n  + 1)  Tt 

ist  also  seinem  Betrage  nach  kleiner  als 

(H  +  \)7t 


Da  nun  sicher 


(—  1)»  /  e-'^'J dx 


sina:;    ^    1 
X  nrc 


so  folgt,  daß  der  fragliche  Rest  absolut  genommen  kleiner  als  —  sein  muß. 

Damit  ist  aber  die  gleichmäßige  Konvergenz  der  Reihe  x  iv)  ^ür  ?/  ^  0  be- 
wiesen. Die  einzelnen  Glieder  sind  für  y  ^  0  stetig,  also  auch  xiy).  Daß 
x{y)  für  y  ^  0  stetig  ist,  konnten  wir  daraus  entnehmen,  daß  es  die  Ab- 
leitung —  1  :  (1  +  ?/2)  hat.  Die  Stetigkeit  an  der  Stelle  y  =  0  mußte  aber 
noch  bewiesen  werden. 

Die  beiden  Funktionen  yj,y)  und  —  arc  tg  y  sind  für  y  ^0  stetig  und 
haben  für  y  ^  0  beide  dieselbe  Ableitung.  Daher  ist  nach  dem  Mittelwert- 
satz iu  §  66 

;((7/)  =  -arctg?/+(7.  (^  ^  0) 

Die  Konstante  C  ist  leicht  zu  bestimmen.  Lassen  wir  y  unendlich  zu- 
nehmen, so  wird 

lim  arc  tg  ^  =  y 
xiy)  liegt,  wie  man  aus  der  Formel  (fj  ersieht,  zwischen  0  und 

/'    ^^sinic  , 
e-'^y dx. 
X 

0 

Dieses  Integral  ist  aber  wegen  <^  1  kleiner  als 


/ 


1  —  e-^i 
e-'^ydx  = 


0 

Kowalewski,  Analysis  des  Unendlichen.  24 
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konvergiert  also  bei  unendlich  zunehmendem  y  nach  Null,  so  daß  auch 
X\mx{y)-=0  wird.  Dann  muß  aber  C  = -^  sein.  Es  gilt  demnach  für 
y  ^  0  die  Formel 

00 

/sin  a?  ,  TT 

0 

Daraus  folgt  für  ?/  =  0 

/sin  a;  ,  TT 

0 

Wenn  «  ^  0  ist,  so  wird 


/äinax  j /'sin.x 
X  J       X 


dx. 
J        X  J       X 

0  0 

also 


0 

Im  Falle  a  <  0  ist 


/sinax  ,           r^inx   -,  tc 
dx  =  / dx  =  -- 
X                 J      X  2 


y 'sin  «37  ,                TT 
—  dx    = pr- 
.^;  2 


0 

und  für  «  =  0  verschwindet  das  Integral.     Die  Funktion 


j.,  ,        fsm  (xy)  , 

f{y]=J  —^dx 


ist  für  ?/  >>  0  gleich  — ,  für  y  <C0  gleich ,  für  ?/  =:  0   gleich   Null. 

Wollte  man  um  /"'(?/)   zu  finden  unter  dem  Integralzeichen  difi"erenzieren, 
so  erhielte  man 


/  cos  {xy)dx, 


ein  Integral,  das  gar  nicht  existiert.  Obwohl  für  ?/  <  0  eine  endliche  Ab- 
leitung vorhanden  ist,  kann  man  sie  nicht  durch  Differentiation  unter  dem 
Integralzeichen  finden. 
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§  125.     Integrale,  erstreckt  über  Normalbereiche. 

(p{x]  sei  in  dem  Intervall  (a,  b)  stetig  und  nirgends  negativ.  Wir  be- 
trachten das  Gebiet  @,  das  durch  die  Kurve  y  =  cp[x),  die  x- Achse  und 
die  beiden  Ordinaten  rp{a)  und  (f{b)  begrenzt  wird.  In  diesem  Gebiet  sei 
eine  stetige  Funktion  f[x,  y]  definiert.  Was  die  Stetigkeit  bedeutet,  ist  nach 
§86  leicht  zu  sagen.  Wenn  pi,  p->,  p^,  •■•  eine  Punktfolge  in  &  ist, 
die  nach  p  konvergiert,  so  soll  immer  lim  f(p„)  =  f[p)  sein. 

/■(./■,  y)  hat  in  @  einen  größten  und  einen  kleinsten  Wert.  Das  kann 
man  auf  folgende  Weise  erkennen.  Man  konstruiert  über  (a,  b)  als  Basis 
ein  Rechteck  9^,  dessen  Höhe  H  gleich  dem  größten  Wert  von  fp(x)  ist. 
In  diesem  Rechteck  definiert  man  eine  Funktion  -F(.^,  y)  durch  die  Forderung, 
daß  i^  = /"  sein  soll,  sobald  ,7-,  y  zu  (55  gehört,  aber  F=  f{x,  (p[x))^  so- 
bald .r,  y  nicht  zu  @  gehört.  Diese  Funktion  F  ist,  wie  man  sofort  über- 
sieht, in  9^  stetig.  Sie  hat  also  daselbst  einen  größten  und  einen  kleinsten 
Wert  ivgl.  S.  269),  und  diese  werden  oflenbar  auch  in  @  angenommen. 

Jetzt  wollen  wir  erklären,  was  unter 


JJf[x,  y)dxdy 


zu  verstehen  ist  (Integral  von  f{x,  y),  erstreckt  über  Qo). 

Wir  unterwerfen  (a,  b)  einer  Zerlegung  3  i^  ^  Teilintervalle  (a,  ß). 
Über  jedem  (a,  ß)  konstruiereu  wir  das  innere  Rechteck  der  Kurve  y  =  cp{x), 
also  das  Rechteck  r  mit  der  Höhe  ??z,  wobei  )n  der  kleinste  W^ert  von  rplx) 
in  (a,  f)  ist.  Diese  inneren  Rechtecke  mögen  i'i,  r-i,  ■  ••,  Xn  heißen.  Lassen 
wir  3  ^i^6  ausgezeichnete  Zerlegungsfolge  durchlaufen,  so  konvergiert  die 
Summe 

@  (3)  ^fff^"^  "^y  +fff^''  dy+...  +fffdx  dy 

H  H  hl 

nach    einem   Grenzwert,    den    wir   als   das  über   @   erstreckte   Integral    von 
f[x,  y]  bezeichnen. 


Nach  §  123  ist 


Ferner  hat  man 


^        m 

fjfdxdy=f[ffdy^dx. 


tp(x)  <p{x) 


ffdy=ffdy-ffdy. 


Das  letzte  Integral  ist  seinem  Betrage  nach  kleiner  als 

{M—m)K. 

Dabei  bedeutet    K  das    Maximum   von   \f{x,  y)\   in   @   und  31  das   von 

<p{x)  in  <«,  ß). 

21* 
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Da3  Integral 


<p{x) 


Jfäy 


stellt  nun    eine   Funktion    von    x   dar,    die    in    (a,  b)   stetig   ist.     Man   hat 
aämlich 

(fix)  H  H 

ffdy=fFdy-fFcly. 

0  0  (/)  {X) 

Da  aber  F[x^  y)  für  (p[x)  ^  y  ^  H  gleich  f{x,  (p{x))  ist,  so  kann  man 
auch  schreiben 

'/'  [X)  H 

ffdy  =fFdy  -[H-  <p{x]]fix,  cp{x)). 


Nach  8  123  ist 


l'Fdy 


in  (a,  b)   stetig.     Dasselbe   gilt  aber  von    {H —  fp)f{x,  (p),    also  auch  von] 

<p{x) 


ffäy. 


Setzt  man  nun 


so  hat  man 


?  <p{x) 


fffdxdy  =f{ffdyyx  +  8, 


a        0 
(p(x) 


^{3)=f(ffdy)dx  +  2, 


Nach  dem  Obigen  ist 


|£|  ^  {ß  —  a){31  —  m)K, 


also 


mithin 


|3£|  S  Kl{ß  —  a){M—?n). 
Durchläuft  3    eine   ausgezeichnete   Zerlegungsfolge,    so   wird    (vgl.  §  93)| 

\im2{ß  —  a){M—7n)  =  0, 

b     <f>  ix) 

lim  (Sf3)  =  fffdxdy  =f[ffdy]dx. 


Integralrechnung.  373 

Damit  ist  nicht  nur  die  Existenz  von  //'/"d.rcZ?/,  erstreckt  über  ©,  bewiesen, 
sondern  auch  die  Reduktion  auf  zwei  einfache  Integrationen  gewonnen. 

Jetzt  wollen  wir  einen  allgemeineren  Fall  betrachten,  i/; {x)  und  x (2)  seien 
in  (a,  b)  stetig  und  man  habe  immer  i]j{x]  '^  yi[x).  Mit  93  bezeichnen  wir 
den  Bereich,  der  durch  die  Kurven  y=  (p{x),  y  =  yjx)  und  die  Geraden 
X  =  a,  X  =  b  begrenzt  wird.  Ist  m  der  kleinste  Wert  von  ili[x)  in  (a,  ö), 
so  begrenzen  die  genannten  Geraden  zusammen  mit 

y  =  xa  und  y  =  z  [x)  ein  Gebiet  (55,  , 
zusammen  mit 

y  =  m  und  y  ^=  ip  [x]  ein  Gebiet  @2 . 

Wir  dehnen  die  Definition  von  f[x^  y)  auf  @j  aus,  indem  wir  festsetzen, 
daß  f[x^  y)  =  /"(.r,  J//(.r))  sein  soll,  sobald  a;,  y  nicht  in  33  liegt.  f[x,  y) 
ist  dann  in  (SJ^   stetig.     Nun  definieren  wir 

JJfdxdy 

SB 

als  die  Differenz 

fffdxdy-fffdxdy. 

Wir  wissen,  daß 

6     /{x) 


JJfdxdy  =J(Jfdy]dx, 

®i  «     m 

JJfdxdy  =J{Jfdy)dx 


ist.     Hieraus  folgt 

6     Xix] 


JJfdxdy  =J{Jfdyyx. 


»  a      U'[x) 

Mau  nennt  solche  Bereiche  wie  23  Normalbereiche.  Die  in  der  Praxis 
vorkommenden  Bereiche  sind  meist  in  eine  endliche  Anzahl  solcher  Normal- 
bereiche zerlegbar. 

Der  Leser  überzeuge  sich,  daß 


JJdxdy 


der  Inhalt  von  ^  ist.     Nennt  man  diesen  auch  ^,  so  gilt  die  Formel 
JJfdxdy  ==f{^,,^]^- 

^,  };  ist  ein  Punkt  von  93 .     Auch  dies  wird  der  Leser  leicht  zeigen  können. 
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Wenn  /">-  0  ist,  so  stellt  fffdxdy,  erstreckt  über  33,  das  Volumen 
eines  Prismas  dar,  das  über  der  Basis  S3  steht  und  oben  durch  die  Fläche 
z  =  f{x,  y)  abgeschnitten  ist. 

Der  Leser  behandle  den  Fall 

7(1-)  >0,    ip[x)  =  -x[x) 
und 


Er  findet  dann  das  halbe  Volumen  des  Rotationskörpers,  der  durch  Rotation 
von  33  um  die  .r- Achse  erzeugt  wird.     Er  vergleiche  das  Resultat  mit  §  98. 

§  126.     Berechnung  von  Oberflächen. 

Ein  klassisches  Problem  der  Infinitesimalrechnung,  das  wir  noch  kurz 
erörtern  wollen,  ist  das  der  Komplanation  krummer  Oberflächen,  "Wir  be- 
schränken uns  zunächst  auf  die  Berechnung  desjenigen  Stückes  der  Fläche 
z  =  /"(.r,  ?/),  dessen  Projektion  auf  die  .r,  ?/-Ebene  das  Rechteck  9i  oder 

a^  X  '^  b,     c  ^  y  -^  d 
ist. 

Dieses  Rechteck  unterwerfen  wir,  wie  in  §  122,  einer  Zerlegung  3  in 
Teilrechtecke  r. 

Über  dem  Teilrechteck  r  liegt  ein  Stück  ^  der  Fläche.  Wir  wählen  auf 
^  nach  Belieben  einen  Punkt  P  und  konstruieren  in  ihm  die  Tangential- 
ebene %  an  die  Fläche. 

Wenn  wir  f'x  und  f'^  als  stetig  voraussetzen,  existiert  sie  sicher.  Legt 
man  durch  P  und  einen  andern  Flächenpunkt  Q  eine  Gerade  und  läijt  dann 
Q  nach  P  konvergieren,  so  gibt  es  eine  feste  Gerade  PN  derart,  daß  der 
Winkel  QPN  dem  Grenzwert  .t/2  zustrebt.  Das  wird  der  Leser  leicht 
nachweisen  können.  PN  heißt  die  Normale  der  Fläche  im  Punkte  P  und 
die  Tangentialebene  ist  die  Ebene,  die  auf  PN  in  P  senkrecht  steht. 
Ihre  Gleichung  lautet 

Z~,  =  {X-x)p-i-{Y-y)q. 

Dabei  ist  x,  y,  z  der  Punkt  P  und 

bf  ö/- 

Über  r  liegt  nun  ein  Stück  der  Tangentialebene  X  (offenbar  ein  Parallelo- 
gramm), dessen  Inhalt  wir  ebenfalls  %  nennen  wollen.  Da  r  die  orthogonale 
Projektion  von  %  auf  die  .r,  ?/-Ebene  ist,  so  hat  man 

r  =  'S  cos  ff 

und  (p  ist  der  Winkel,  den  X  mit  der  x,  «/-Ebene  bildet,  oder  der  Winkel, 
den  PN  mit  der  .r- Achse  bildet.     Daher  ist 


cos  cp  =  —~^ 
^         Vi 
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also  

Ersetzen  wir  über  jedem  Teilrechteck  r  das  Stück  ^^  durcli  ein  tangen- 
tiales Parallelogramm  wie  X,  so  tritt  an  die  Stelle  des  ganzen  Flächen- 
stückes, das  wir  berechnen  wollen,  die  Summe 


Durchläuft  nun  die  Zerlegung  3  ^^^^  ausgezeichnete  Folge,  so  wird 
2J  ^  =ffy^^+W+~?  dx dy  . 


lim 


Diesen  Grenzwert  definiert  man  als  den  Inhalt  des  betrachteten  Flächen- 
stücks. 

Da  wir  Z"^,  f',j  als  stetig  voraussetzen,  ist  auch  V 1 -\- p"^ -^  q-  stetig.  Das 
Integral  existiert  also  sicher. 

Wenn  /",  /'^ ,  /;  in  dem  Normalbereich  S3  (vgl.  S.  373)  stetig  sind,  so  hat 
das  über  tß  liegende  Stück  der  Fläche  z  =  f[x^  y]  den  Inhalt 


jjyi^p'^  +  q'^dxdy. 


Dazu  gelangt  man  mittelst  der  in  §  125  gegebenen  Definition  dieses  Integrals. 
Der  Leser  behandle  den  Fall 


X{x)>0,     rp[x)=-x{x),     f[x,y)  =  ry}{x)-y^. 

Er  findet  dann  den  Inhalt  einer  halben  Zone  eines  Rotationskörpers.  Er 
vergleiche  das  Resultat  mit  §  98. 

§  127.     Die  lineare  Integralgleichung. 

Verschiedene   wichtige   Probleme   der   mathematischen  Physik  führen   auf 
eine  Gleichung  von  der  Form 

1 

(*)  '  fp[x)  +ff[x ,  y]  cp  [y]  dy  =  ip  [x] . 

0 

f{x,y)  und  ip{x)  sind  bekannt*)  und  fp{x)  soll  so  bestimmt  werden,  daß 
es  die  Gleichung  (*)  erfüllt.  Man  nennt  (*)  eine  lineare  Integralgleichung. 
Ein  schwedischer  Älathematiker,  Fredholm,  gab  die  erste  allgemeine  Lösungs- 
methode für  solche  Gleichungen.  Hilbert  und  seine  Schüler  haben  diese 
Theorie  bedeutend  gefördert,  und  sie  steht  jetzt  im  Mittelpunkt  des  mathe- 
matischen Interesses. 

Man   kommt  zu    der   Fredholm  sehen   Auflösungsformel   am   einfachsten 
und  natürlichsten  auf  folgendem  Wege. 


Sie  sollen  stetige  Funktionen  sein.    Dasselbe  fordern  wir  von  qp(x). 
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Das   Intervall   (0,  1)   werde   in   n  gleiche  Teile   zerlegt.     Die  Mitte   des 
r-ten  Teilintervalls  wollen  wir  ;rr  nennen,  so  daß  also 


1  Ir 
~2 


-  +  -) 

n  n  I 


2r  —  1 
2n 


ist. 


Wenn  die  stetige  f^'unktion  (p{x)  der  Gleichung  (1)  gentigt,  so  wird 

Ist  CC],  CC2?  ^3?  ••■  eiiie  beliebige  Folge  in  (0,  1),  so  hat  man  bei  un- 
endlich zunehmendem  n 

lim  en[Xn)  =  0. 

Den  Beweis  wird  der  Leser  leicht  führen  können,  wenn  er  sich  an  die 
Definition  des  bestimmten  Integrals  (8.  289)  und  an  die  gleichmäßige  Stetig- 
keit (S.  270)  erinnert. 

Setzt  man  in  (**)  für  x  der  Reihe  nach  fi,  ^2?  ••■}  h>  ^^^  ^^^  benutzt 
die  Abkürzungen 

6V,  =  %^,        rpr  =  rp{h-),       ^V  =  1^fe-),       6,.  =  £„fe.), 


SO  ergibt  sich  das  Gleichungssystem 

(  (l  +  Cii)r/)i  +  Ci2f/'2H h 

(^j      )  C21  ^1  +  (1  +  C22)  ff  2^ h 


C\n(pn   =    l'r>\   +  «I  , 
C2n(pn  =  V^2  +  «2j 


CnA(pi  + 


C>,2  7^2 


+  [l  +  C,,)(pa  =  lpn  +  en 


Wir    brauchen  jetzt    einige   Sätze    aus    der   Determinantentheorie*),    vor 
allem  den  Satz,  daß  die  Determinante 

I     1  +  Cll,    ■••,    du 

D=  I 

i  c,n,  •••,  1  +  c.., 

gleich  der  Summe  aller  Hauptminoren  von 


Cll 


Cn\ 


C\n 


C„i, 


ist,  wobei  die  1  als  nullreihiger  und  die  Determinante  aller  c, «  als  72.-reihiger 
Hauptminor  mitgerechnet  wird.     Man  hat  also 


D=:l  +  ^C,^r,+^   1/''; 


+ 


*)  Vgl.  meine  „Einführung  in  die  Doterminantentheorie,  einschließlich  der  un- 
endlichen und  der  Fredholmschen  Determinanten"  (Leipzig,  1909J. 
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Die  Indizes  r^,  7*2,   •••   unterliegen  hierbei  den  Bedingungen 
Will  man  sich  davon  befreien,  so  muß  man  schreiben 


r2< 


D 


^  +  1!-S 


Jetzt   nimmt  jeder   der  Indizes    q^,  Q2,   ■■■  unabhängig   von   den   andern 
die  Werte  1,   2,   •••,  n  an,  so  daß  die  Summe 


QiQp 


aus  nP  Summanden  besteht.  Sobald  uuter  den  Indizes  (Jj,  ^2)  •••'  Qp  zwei 
gleiche  auftreten,  verschwindet  der  zugehörige  Summand,  und  von  den  übrigen 
Summanden  haben  immer  j^!  denselben  Wert;  sie  entstehen  auseinander  durch 
Permutation  der  Indizes. 

Um  das  algebraische  Komplement  von  c,s(*'<s)  in  D  zu  finden,  braucht 
man  nur  in  dem  ausgerechneten  Ausdruck  von  D  diejenigen  Glieder  zu 
sammeln,  die  den  Faktor  c,s  enthalten. 

Wenn  in 

(n  <  ^2  <  •  •  •  <  r„ 


das  Element  c,s  auftritt,  so  können  wir  diese  Determinante  so  schreiben 


-r^, 


'Qp- 


r  %,_2S  %-2Qi 


^Qp-2  Qp-i 


{Qi<Q2<---<Qp-2) 


Die   Determinante    (*:(.*)   liefert  also   zu  dem   algebraischen   Komplement 
Drs  von  c,s  den  Beitrag 


'QlT 


^QiQi 


'S9p-2 
klQp-2 


(!p~2Qp-2 

und  für  D^s  ergibt  sich  auf  diese  Weise  die  Formel 


■'SQi 


Die  Indizes  Qi,  q^^  ' ' '  ■>  Qn-2  sind  auf  die  Werte  beschränkt,  die  in  1,  2,  ■■  ■  ,71 
nach  Streichung  von  r  und  s  übrig  bleiben,    und   sie   unterliegen   außerdem 
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den  Bedingungen  Qt  <^  Q^  <^  •  •  ■  <^  q„-2-     Man  kann    ihnen  zunächst  auch 

die  Werte  r,  s  gestatten ,    weil    dadurch   nur   verschwindende  Determinanten 

hinzutreten.     Endlieh    kann    man   sie   von   den  Ungleichungen  befreien,    muß 
dann  aber  schreiben 


-D. 


^sr  +  Y\    - 


'p.r   "0,0, 


Jetzt  durchlaufen  die  Indizes  ^i,   q^^ 
1.  2,    •  ••,  n. 


unabhängig  voneinander  die  Werte 


Man  kann  sich  die  Reihen  für  D  und  für  Z),-; ,  wenn  man  will,  ins  Un- 
endliche fortgesetzt  denken.  Die  hinzukommenden  Glieder  sind  von  selbst 
gleich  Null. 

Ein  weiterer  Satz  der  Determinantentheorie,  auf  den  wir  uns  stützen 
müssen,  ist  der  Hadamardsche  Determinantensatz. 

Er  lautet:  Das  Quadrat  einer  Determinante*)  ist  nie  größer  als 
das  Normenprodukt  ihrer  Zeilen. 

Unter  der  Norm  einer  Zeile  ist  die  Quadratsumme  ihrer  Elemente  zu 
verstehen. 

Bei  einer  zweireihigen  Determinante  hat  die  Hadamardsche  Ungleichung 
folgendes  Aussehen: 


Xi  Vi 

«2  2/2 


S(^l2+2/l')(^2^+2/22). 


Betrachtet  man  x^,  y^  und  2*2,  y^  als  die  rechtwinkligen  Koordinaten  zweier 
Punkte  Pj,  P.2  nnd  bezeichnet  den  Anfangspunkt  mit  0,  so  ist  die  linke 
Seite  das  vierfache  Quadrat  des  Dreiecks  OPiPo,  die  rechte  Seite  das 
Quadrat  des  Produktes  der  Seiten  OPj,  OP^.  Die  Ungleichung  besagt, 
daß  das  doppelte  Dreieck  höchstens  gleich  OPi  •  OP2  ist. 
Ebenso  bedeutet  die  Hadamardsche  Ungleichung 


X,  yi  X, 

a?2  2/2-2 

-^3  2/3  -3 

(a^l^  +  2/r  +  ^l^)  [X^^  +  ?/22  +  ^2^)  (3^3^  +  2/3^ 


daß    das    sechsfache    Tetraeder    0P^P2Pz    höchstens    gleich    dem    Produkt 
OP^OP^OP^  ist. 

Wenn  nun  in  einer  7?-reihigen  Determinante  die  Normen  der  Zeilen  ge- 
geben sind,  und  man  entwickelt  nach  irgend  einer  Zeile  a^j,  x^^  ■■■,  x„,  so 
ergibt  sich  ein  Ausdruck  von  der  Form 

A^i  +  Ä.^x^^ h  Aa-.M 


Die  Elemente  der  Determinante  sind  reelle  Zahlen. 
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Sein  Quadrat  lautet 


(:^^,,.r,)2  =  [lA^)  i^xi)  —  ^(Ä,x.,  —  Ä,,x,]'K 


[r  <  ^0 


Dieses  Quadrat  ist  am  größten,  wenn  die  x,.  zu  den  Äy  proportional 
sind,  wenn  also  die  betrachtete  Zeile  mit  den  übrigen  Zeilen  zusammengesetzt 
Null  gibt.  Das  muß  nun,  wenn  die  Determinante  ihren  größten  Betrag  haben 
soll,  für  jede  Zeile  gelten.  Dann  ist  aber  das  Quadrat  der  Determinante 
gerade  gleich  dem  Normenprodukt  der  Zeilen.  Damit  ist  der  Ha  dam  ard  sehe 
Determinantensatz  allgemein  bewiesen.  Ihn  wollen  wir  jetzt  anwenden,  um 
die  Glieder  der  für  D  und  D,s  gefundenen  Entwicklungen  abzuschätzen. 

K  sei  das  Maximum  von  |  f{x,  y)  j.  Dann  ist  bei  einem  ^-reihigen 
Minor  von 


Cll 


Cin 


die  Norm  jeder  Zeile  kleiner  als  ji  • —^ ,  also  das  Normenprodukt  der  Zeilen 
kleiner   als 


m 


und  der  Betrag  des  Minors  kleiner  als 


m- 


Hiernach 


sind  die  Glieder  der  Reihe  D  absolut  genommen  kleiner  als  die  entsprechenden 
Glieder  von 

[KViy        {KV2f 
"^       1!       "^       2!       ~^         ' 

die  Glieder  von  nDyg  aber  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe 


1! 


2! 


=  K    1 


K{V2f     K\ysf 


1! 


2! 


Die  zweite  Reihe  ist  die  Ableitung  der  ersten  nach  K,  multipliziert  mit 
K.  Daß  die  erste  Reihe  konvergent  ist,  kann  man  mittelst  des  Kriteriums 
Up  +  i  :  Up  erkennen.  Setzt  man 

ifp  - 


so  wird 


also 


pi 


Up+\ 


K 

u 
lim^ 


Tl/(-i 


-  =  0. 


Aus    der  Konvergenz   der   ersten   folgt  aber   die  Konvergenz   der  zweiten 
Reihe  (vgl.  §  79). 
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Es  ist  jetzt  leicht,    den  Grenzwert  von  D  bei  unendlich  zunehmendem  n 
zu  finden.     Wir  wählen  die  Zahl  v  so,  daß 


R.. 


[K\V)'-  ,   [RVT+l")'-^' 


[v+l)\ 


f  ...<(5 


ist  ((5^0).     Setzen  wir  dann 


^  =  ^-^V.'%o^.+ 


J_  V      '^'! 


i)\ 


9t., 


so   ist    I  3t,     "^  Ry  <Ci  8 .     Die   r  ersten  Glieder   von   D   konvergieren    aber 
nach*) 


~^  (v—l]\J  '"J 


u         0 
Die  Glieder  der  Reihe 


1+ jj-jA^i,  Xi)dxi-i 

*  u 

!  /"(a-,-!,  xi)  ■■■f{x,_i,  a:,_i) 


tZ^-i  •  •  •  dxy. 


^f=^-^hff^^-'^^''^+hff 


dXi  dx2  + 


sind     ihrem    Betrage     nach    kleiner    als     die    entsprechenden    Glieder    von 


i-f 


Also   weicht   die   r-te  Partialsumme   der 


1!         '         2! 

Reihe  D/  um  weniger  als  i?,,  d.  h.  um  weniger  als  6  von  D-  ab.     Für  fast 
alle  Werte  des  Index  n  wird  demnach 

\D  —  Df\<:Sd 

sein.     Damit  ist  aber  gezeigt,  daß  lim  D  ^^  Df  ist. 
Wenn 


R, 


>+l)! 


<^ 


ist,    so  weicht  — 7iDrs{r  "^  s)    von   seiner  o^-ten  Partialsumme   um   weniger 
als  ö  ab.     Die  Glieder  der  Reihe 


dxi 


fix,,  JCr]    /■{.Ti,  Xi)     I 

M,  fr)  /"(a-i,  J"i)  /(a:!,  xa)   I   <Z.riC?a-2H 

*;  Die  mehrfachen  Integrale  sind  ähnlich  definiert  wie  die  Doppelintegrale. 
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[XV  2 ) 
sind  absolut  genommen  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  m  K  '    ^ 


(KVsf  "*"" 

-f-  ^ — — (-••■•    Nennen  wir  die  Summe  der  Reihe  —  Df  (y,-,  f«),  so  weicht 

a  ! 
ihre  r-te  Partialsumme    davon  um  weniger  als  ö  ab.     Xun  konvergiert  aber 
die    Diflferenz    zwischen    den    */-ten    Partialsummen    von    —  nDrs    ^nd    von 
—  Dfilr-,  h)   °^c^  Null,    und  zwar   dürfen   dabei  r  und  5   mit  n  variieren. 
Für  fast  alle  Werte  des  Index  n  werden  also  die  Ungleichungen 

I  nDrs  -  Dj^L;  h)  l<  3  ö  (r,  s  =  1,  ■  ■  ■ ,  n',  r  ^  s) 

gelten,  d.  h.   es  ist 

lim  {nDrs)  =  D^ih,  h) ,  (li^a  n  =  oc) 

und  bei  diesem  Grenzübergang  dürfen  r,  s  mit  n  variieren. 

Nun  fehlt  uns  noch  eine  Orientierung  über  die  [n  —  l)-reihigen  Haupt- 
minoren von  D.     Entwickeln  wir  D  nach  der  s-ten  Zeile,  so   ergibt  sich 

[l  +  Css)D,s  +  :^'CrsDrs  =  D. 

Bei  der  Summation  2'  ist  der  Index  s  auszulassen.     Aus  obiger  Relation 
folgt 

D  -  Dss  =  CssDss+:^'CrsDrs. 


Setzt  man  zur  Abkürzung 


1  ^rri/7r\2 


{KViy  ,  [Ky2) 


^  =  1  +  -^T-^  4 


1!        '        2!        ' 

{KV2?   ,   {KVsr  , 

und  beachtet,  daß  \  D^s  \  <i  -^  ist,  so  findet  man 

K{Ä  +  B) 


\D-Dss\< 

IV 

Daraus  entnimmt  man 

lim  Dss  =  Dj,  (lim  n  =  oo) 

und  s  darf  mit  n  variieren. 

Jetzt  wollen  wir  die  Voraussetzung  einführen,  daß  Z)/=j=0  sein  soll. 
Dann  wird  für  genügend  großes  n  auch  die  Determinante  D  der  Gleichungen  (f ) 
von  Null  verschieden  sein.  Lösen  wir  sie  nach  den  Regeln  der  Determinanten- 
theorie auf,  so  ergibt  sich 

(tt)  Drps  =  As  (^s  +  es)  +  ^'Drs  {ipr  +  Sr)  . 

Dss^s-h  ^' Drs^r  ist  Seinem  Betrage  nach  kleiner  als 

{Ä-i-B)\en{x„)\, 
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mit  s,i{Xa)  der  absolut  größte  Wert  von  Sn[x]  bezeiclinet  wird.     Schon 
auf  S.  376  bemerkten  wir,   daß  lim  e,Jx,i)  =  0  ist.     Daher  ist  auch 

lim(As£.  +  ^'I>,s£,)  =  0, 

und  s  darf  dabei  mit  n  variieren. 

Jetzt  wollen  wir  einen  bestimmten  Wert  x  aus  (Q,  1)  herausgreifen.     Er 

liege  in   dem  Intervall    ( — — ,     — \  •     Dann    wird   offenbar   bei   unendlich 
zunehmendem  n  \    n  n  I 

lim  J.5  =  X . 

Beachtet  man,  daß 

^' D,,  rp,  =2J'v ^/(^^ '  ^^^  ^ (^'-^  +  2'v ^^^-  -  ^■^(?''  ^^^') '^ ^5'-) 

r  r  r  " 

ist,  und  daß  die  letzte  Summe  dem  Grenzwert  NuU  zustrebt,    so  ergibt  sich 


Die  Differenz 


^'^(^/fc-,^)-i)/(iv,y}v':?,-) 


konvergiert  nämlich  nach  Null  wegen  der  gleichmäßigen  Stetigkeit. 
Aus  Formel  (ff)  geht  also  bei  unendlich  zunehmendem  n  hervor 

1 
Dffp{x)  =  Dfipix)  -\-fDj[y,  x)xp[y)dy 

u 
oder 

1 

(***)  cp[x)  =  ipix)  -i-f^f^^piy)dy. 

Damit  haben  wir  bewiesen,  daß  die  Integralgleichung  (*)  im  Falle  D,  =}=  0 
höchstens  eine  (stetige)  Lösung  zuläßt,  die  durch  die  obige  Formel  gegeben 
ist.  Nun  müssen  wir  noch  zusehen ,  ob  diese  Funktion  ip  (x)  auch  wirklich 
die  Gleichung  (*)  befriedigt. 

Setzen  wir  fp{x)  in  (*)  ein,  so  finden  wir 

Man  überzeugt  sich  aber  leicht,  daß 

nx,  y]Bj  +  J)j[y,  X)  +  ff{x,  x)  D^{y,  x)dx  =  0 

ij 
ist. 
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Setzt   man   in   der  Determinante  D  die   r-te  Zeile  mit  den  algebraischen 

Komplementen   der  s-ten  Zeile   zusammen,    so   kommt  im  Falle  r  ^  s  Null 
heraus.     Man  hat  also 

Cr ,  Ds  s  H-  D, ,  +  2'  c, ,  D, ,,  =  0 ,  [v^  s) 
d.  h. 


Nun  liege  x  in  dem  Teilin 


11  A        1      r  \       ,        .      A  —  1      s  \ 

tervall  ( ,  — )  und   ?/  in  ( ,   — )• 

\     n    ^    n  /  "^         \    n     ^    n 


Sollte  ic  =  ?/  sein,  so  ersetze  man  (— — ,  — )  durch  ein  benachbartes  Teil- 

Intervall,    damit  r^s  ist.     Dann   geht   die   letzte  Gleichung   bei   unendlich 
zunehmendem  n  gerade  in  die  Relation  über,  die  wir  beweisen  wollen. 

Die  Integralgleichung  (*j  hat   also    im  Falle  Df  4=  0   eine   und   nur   eine 
stetige  Lösung,  und  diese  ist  durch  die  Fredholmsche  Formel  (***)  gegeben. 


Druck  von   Breitkopf  &  Härtel  in  Leipzig. 
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